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НОВАЯ БЕЛЛМАНОВСКАЯ ИНДУКЦИЯ И
ОСЛАБЛЕННАЯ ВЕРСИЯ НОРМЫ BMO

1. Введение

1.1. Беллмановская индукция на пространстве BMO. Пусть
ϕ : [0, 1] → R – квадратично суммируемая функция. Символом 〈ϕ〉

E

обозначим её среднее |E|−1
∫
E
ϕ(x) dx по борелевскому множеству E

конечной ненулевой лебеговой меры |E|. В таком случае, квадратичная
норма функции ϕ в пространстве BMO([0, 1]) задаётся формулой

‖ϕ‖2BMO = sup
I - подынтервал

отрезка [0,1]

〈(ϕ− 〈ϕ〉
I
)2〉

I
. (1.1)

Знаменитое неравенство Джона–Ниренберга (см. [11]) гласит, что ко-
нечность нормы в пространстве BMO влечёт экспоненциальную ин-
тегрируемость функции. Существует несколько точных версий этого
неравенства (см. [5,12,17,18,24,27,28] . Формы неравенства с введённой
выше квадратичной нормой обычно доказывают так называемым ме-
тодом функции Беллмана. Применение метода к описываемому кругу
задач основано на специальной лемме о разбиении, впервые появив-
шейся в работе [26] (см. лемму 4 той работы), и использовавшейся
при поиске точных форм обратного неравенства Гёльдера для весов
Макенхаупта. Приведём формулировку леммы для случая простран-
ства BMO.

Зафиксируем функцию ϕ ∈ BMO. Для всякого подынтервала J ⊂
[0, 1] рассмотрим точку xJ пространства R2,

xJ =
(
〈ϕ〉

J
, 〈ϕ2〉

J

)
. (1.2)

Если ‖ϕ‖BMO 6 ε, то для всякого интервала J справедливо включе-
ние xJ ∈ Pε, где

Pε = {x ∈ R2 |x2
1 6 x2 6 x

2
1 + ε2}. (1.3)
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Отметим, что множество Pε, зачастую называемое параболической по-
лосой, невыпукло.

Лемма 1.1 (лемма Васюнина о разбиении). Для всякого числа δ > 0
и всякой функции ϕ, удовлетворяющей оценке ‖ϕ‖BMO 6 ε, найдётся
такое разбиение [0, 1] = I+ ∪ I−, где I± – подынтервалы отрезка [0, 1]
с непересекающимися внутренностями, что[

xI+ , xI−
]
⊂ Pε+δ (1.4)

и разбиение регулярно в следующем смысле: |I+|/|I−| ∈ (ν, ν−1), где
малое число ν > 0 зависит лишь от параметров ε и δ.

Здесь и в дальнейшем мы используем обозначение [P,Q] для отрез-
ка, соединяющего точки P и Q. Из аддитивности интеграла следует,
что x[0,1] ∈

[
xI+ , xI−

]
. Отметим, что концы этого отрезка принадле-

жат множеству Pε. Однако, ввиду невыпуклости области, из этого от-
нюдь не следует, что он весь лежит в Pε. Лемма утверждает суще-
ствование разбиения, когда это “почти” верно. При помощи последо-
вательного применения леммы и некоторой специальной функции на
множестве Pε удаётся доказать неравенство Джона–Ниренберга. Мы
приведём набросок этого рассуждения в подразделе 2.2.

Исходной точкой работы послужили поиски аналогов леммы Васю-
нина, которые можно было бы применить в случае пространства BMO
функций на квадрате (что, в свою очередь, могло бы позволить по-
лучить лучшие оценки экспоненциальной интегрируемости функций
класса BMO в старших размерностях, где точные формы неравенства
неизвестны, см. работу [3]). Хотя продвижения в этом исходном на-
правлении весьма скудны, получилось найти усиление леммы, кото-
рое, будучи по-прежнему существенно одномерным, всё же позволяет
получать новую информацию о функциях в классах, подобных BMO,
и об оценках в духе Джона–Ниренберга. Отложим описание этого при-
ложения наших рассмотрений до подраздела 1.3 и сейчас перейдём к
краткому обзору некоторых цитированных выше результатов.

1.2. Пространство BMO и неравенство Джона–Ниренберга.
Интегральная форма неравенства Джона–Ниренберга гласит: суще-
ствует такое число ε0 > 0, что для всякого числа ε ∈ (0, ε0) справед-
лива оценка

〈eϕ−〈ϕ〉[0,1] 〉
[0,1]
6 C(ε) при условии ‖ϕ‖BMO([0,1]) 6 ε. (1.5)
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Символом C(ε) здесь обозначена не зависящая от выбора функции ϕ
постоянная. В работе [17] В. Васюнин и Л. Славин нашли наилучшие
возможные значения параметров ε0 и C(ε).

Теорема 1.2 (Васюнин, Славин, 2011). Оценка

〈eϕ−〈ϕ〉[0,1] 〉
[0,1]
6

e−ε

1− ε
при условии ‖ϕ‖BMO([0,1]) 6 ε (1.6)

справедлива, точна и достижима для всякого значения ε ∈ [0, 1).

См. подобную оценку величины 〈e|ϕ−〈ϕ〉 |〉 в работе [5] и работу [24]
касательно оценок слабого типа. В статье [21] было доказано, что точно
такая же оценка справедлива (это относительно просто) и точна (уже
не настолько просто) для функций, определённых на окружности или
прямой. Пусть T – окружность радиуса (2π)−1, отождествляемая с
фактор-группой R/Z. Всякую функцию ϕ : T → R можно естествен-
ным образом отождествить с её периодической версией ϕper : R → R
посредством формулы ϕper(t) = ϕ((2π)−1e2πit). Норма в простран-
стве BMO функции на окружности определяется следующим образом:

‖ϕ‖BMO(T) = ‖ϕper‖BMO(R) = sup
I−промежуток

〈(ϕper − 〈ϕper〉I )2〉
I
. (1.7)

Теорема 1.3 (Затицкий, Столяров, 2021). Оценка

〈eϕ−〈ϕ〉T 〉T 6
e−ε

1− ε
при условии ‖ϕ‖BMO(T) 6 ε (1.8)

справедлива и точна при всяком значении ε ∈ [0, 1).

Существуют различные версии пространства BMO. Например, по-
пулярна диадическая:

‖ϕ‖2BMOdyad = sup
I∈D
〈(ϕ− 〈ϕ〉

I
)2〉

I
, (1.9)

где символом D обозначено множество всех диадических подынтерва-
лов отрезка [0, 1]. Функции этого класса обладают слегка худшими ко-
личественными свойствами по сравнению с функциями классического
пространства BMO.

Теорема 1.4 (Васюнин, Славин, 2011). Оценка

〈eϕ−〈ϕ〉[0,1] 〉
[0,1]
6

e
− ε√

2

2− e
ε√
2

при условии ‖ϕ‖BMOdyad([0,1])6ε (1.10)

справедлива, точна и достижима для всякого значения ε∈ [0,
√

2 log 2).
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Хотя условие ‖ϕ‖BMOdyad([0,1]) 6 ε и легче проверямо, чем

‖ϕ‖BMO([0,1]) 6 ε,

влекомая им экспоненциальная интегрируемость хуже:
√

2 log 2 ≈ 0.98
< 1. В следующем подразделе будет предложено ослабление условия
BMO, которое проще вычислить, чем проверять конечность обычной
нормы в пространстве BMO, но которая ведёт к почти такому же нера-
венству Джона–Ниренберга.

1.3. Ослабление BMO-нормы. Идея состоит в дискретизации об-
раза функции, а не её области. Зафиксируем число λ > 0 и определим
величину

[ϕ]BMO([0,1]) =sup
{
〈(ϕ−〈ϕ〉

I
)2〉

I

∣∣I – подынтервал [0,1] и 〈ϕ〉
I
∈λZ

}
.

(1.11)
Иными словами, ограничения на среднеквадратичное отклонение фун-
кции накладываются только по тем интервалам, по котором функция
имеет целое (кратное λ) среднее. Мы готовы сформулировать след-
ствие наших основных результатов.

Следствие 1.5. Зафиксируем числа ε > 0 и λ > 0. Пусть ϕ : [0, 1]→
R такая квадратично-суммируемая функция, что [ϕ]BMO < ε и

〈|ϕ− 〈ϕ〉
[0,1]
|2〉

[0,1]
< ε2. (1.12)

В таком случае, функция eµϕ суммируема, если

µ <
1

λ
log

(
1 +

√
1 + 4ε2

λ2

−1 +
√

1 + 4ε2

λ2

)
. (1.13)

Эта оценка точна в том смысле, что существует функция ϕ, удо-
влетворяющая описанным выше ограничениям, но для которой вели-
чина e(µ+δ)ϕ не является суммируемой при предельном значении µ и
любом δ > 0.

Элементарное вычисление показывает, что оценки следствия схо-
дятся при λ → 0 к данным в теореме 1.2. Следовательно, по крайней
мере в этом аспекте величину (1.11) можно считать более гибкой, чем
диадическую норму BMO. С другой стороны, в чём-то она и хуже;
например, она – не норма. Условие (1.12) представляет важность для
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доказательства, но мы не знаем, является ли оно действительно необ-
ходимым; для некоторых подобных результатов – является (см. заме-
чание 2.5 в конце подраздела 2.1). От условия можно избавиться, если
определять функцию ϕ на окружности. Распространим определение
величины (1.11) на случай окружности естественным образом:

[ϕ]BMO(T) = sup
{
〈(ϕper−〈ϕper〉I )2〉

I

∣∣ I – подынтервал R

и 〈ϕper〉I ∈ λZ
}
.

(1.14)

Следствие 1.6. Зафиксируем числа ε > 0 и λ > 0. Пусть ϕ : T →
R – квадратично-суммируемая функция, удовлетворяющая условию
[ϕ]BMO < ε. Величина eµϕ суммируема, если выполнено условие (1.13).
Оценка точна в том смысле, что найдётся такая функция ϕ, что
[ϕ]BMO < ε, но величина e(µ+δ)ϕ не является суммируемой при пре-
дельном значении параметра µ и любом δ > 0.

В литературе представлены результаты об априори более слабых
условиях, тем не менее влекущие классическое условие BMO. В основ-
ном, описываются функции h : R → (0,∞), допускающие следующее
заключение:

sup
I - подынтервал

отрезка [0,1]

〈h(ϕ− 〈ϕ〉
I
)〉
I
<∞ =⇒ ϕ ∈ BMO([0, 1]). (1.15)

Отсылаем читателя к ранней работе [10], а также к статьям [2,13,14,16]
и [23]. Мы не смогли найти близкие к приведённым выше следствиям
результаты в литературе.

В следующем параграфе будут введены более общие классы функ-
ций и для них сформулированы результаты в духе следствий 1.5 и 1.6.
Это основные результаты данной работы (теоремы 2.4 и 2.9). Также
из оных теорем 2.4 и 2.9 в подразделе 2.4 будут выведены упомянутые
следствия. Разделы 3 и 4 содержат доказательства основных резуль-
татов. В приложение помещены вспомогательные результаты: краткое
описание теоремы Лебега о дифференцировании интеграла в разде-
ле A.1 и доказательства технических геометрических утверждений в
разделе A.2.



НОВАЯ БЕЛЛМАНОВСКАЯ ИНДУКЦИЯ 69

2. Описание результатов

2.1. Классы функций. Функции класса BMO и обладающие конеч-
ной величиной (1.11) связаны с определёнными векторными функци-
ями и мартингалами. Мы будем следовать обозначениям работы [29],
которая, в свою очередь, обобщает статьи [7, 19] и [22]. Пусть ΩO –
открытое строго выпуклое непустое подмножество пространства Rd.
Это множество значений средних наших векторных функций и мар-
тингалов. В свою очередь, замкнутое множество ΩI ⊂ ΩO – запретное
для средних, оно накладывает ограничения на средние колебания. На-
пример, параболическая полоса Pε, определённая формулой (1.3), яв-
ляется теоретико-множественной разностью множеств cl ΩO и int ΩI,
заданных соотношениями

ΩO = {x ∈ R2 |x2
1 < x2}; ΩI = {x ∈ R2 |x2

1 + ε2 6 x2}. (2.1)

Величина (1.11), в свою очередь, порождена областью, являющейся
разностью множеств cl ΩO и ΩI, где

ΩO = {x ∈ R2 |x2
1 < x2}; ΩI =

⋃
n∈Z

{
x ∈ R2

∣∣∣x1 = λn, x2 > λ
2n2 + ε2

}
.

(2.2)
Иными словами, если [ϕ]BMO < ε, то 〈ψ〉

J
/∈ ΩI для всякого интер-

вала J , здесь ψ = (ϕ,ϕ2); и наоборот, если все средние функции ψ
избегают множества ΩI, то [ϕ]BMO 6 ε. См. рис. 1.

В предыдущих статьях множество ΩI предполагалось строго выпук-
лым. Теперь мы хотим избавиться от этого предположения. Постули-
руем следующие "аксиомы":

1) граница множества conv ΩI не содержит лучей; (2.3)
2) замыкание множества conv ΩI лежит внутри ΩO; (2.4)
3) максимальные вписанные конусы множеств ΩO и conv ΩI

конгруэнтны и int conv ΩI 6= ∅; (2.5)
4) множество (int conv ΩI) \ ΩI – локально конечное объединение
компонент связности ωj ; (2.6)

5) для любого j существует опорная плоскость Lj к conv ΩI,

содержащая Ej = ∂ωj \ ΩI. (2.7)
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Рис. 1. Область, порождённая “нормой” (1.11).

Четвёртое условие означает, что всякая ограниченная область про-
странства Rd пересекает лишь конечное число множеств ωj . Мы остав-
ляем читателю проверку того, что область (2.2) удовлетворяет всем
пяти требованиям. Дадим краткое пояснение их сути. Первое усло-
вие (2.3), в частности, влечёт замкнутость множества conv ΩI посред-
ством следующей леммы.

Лемма 2.1. Пусть F ⊂ Rd – такое замкнутое множество, что
множество ∂ convF не содержит лучей. В таком случае, cl convF =
convF .

Было бы любопытно найти бесконечномерные аналоги этой леммы
и прояснить её связи с теоремой Крейна–Мильмана. Доказательство
леммы 2.1 читатель может найти в подразделе A.2.

Второе требование (2.4) весьма естественно в случае d = 2, наиболее
интересном для приложений. Для больших значений параметра d на-
рушение этого предположения может давать неожиданные интересные
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эффекты, пока что почти не изученные. Например, второе требование
нарушено в случае трёхмерных областей, появляющихся в работах [20]
и [25].

Третье требование (2.5) также необходимо для построения теории в
случае d = 2. В статьях [19] и [29] оно именовалось условием конуса. В
его отсутствии в случае d = 2 многие естественные функции Беллма-
на просто равны −∞ в некоторых частях области (см. леммы 2.4 и 4.8
работы [29]). Предположения (2.3), (2.4) и (2.5) касаются скорее вы-
пуклой оболочки conv ΩI, чем самого множества ΩI. Четвёртое требо-
вание (2.6) упрощает структуру запретного множества, а пятое, (2.7),
совершенно незаменимо в доказательстве. Без него результаты не мо-
гут быть верны ни в каком смысле (см. замечание 2.10 ниже).

Замечание 2.2. Предположим, что условия (2.3), (2.4), (2.5), (2.6)
и (2.7) выполнены. В таком случае,

∂ conv ΩI \ ΩI =
⋃
j

(
∂ωj \ ΩI

)
⊂
⋃
j

Lj . (2.8)

Приведённое тождество нуждается в пояснении.
Включение ∂ conv ΩI \ ΩI ⊂

⋃
j

(
∂ωj \ ΩI

)
можно обосновать следу-

ющим образом. Если точка x принадлежит множеству ∂ conv ΩI, но
не множеству ΩI, то найдётся последовательность лежащих в множе-
стве int conv ΩI\ΩI точек {xn}n, стремящаяся к x (мы воспользовались
непустотой множества int conv ΩI, влекомой условием (2.5)). По требо-
ванию (2.6), найдутся такие индекс j и подпоследовательность {xnk}k,
что xnk ∈ ωj . Это и доказывает желаемое включение. Обратное же
включение напрямик следует из определений.

Обозначим символом L+
j открытое полупространство, порождённое

гиперплоскостью Lj и содержащее множество int conv ΩI. Для всякой
точки x ∈ Ej найдётся настолько малый радиус r, что Br(x)∩L+

j ⊂ ωj .
Чтобы доказать это, положим число r столь малым, что Br(x)∩ΩI =

∅. Предположим теперь, что нашлась точка y /∈ ωj , лежащая в множе-
стве Br(x)∩L+

j . Так как x ∈ ∂ωj , также найдётся и точка z ∈ ωj в мно-
жестве Br(x)∩L+

j . Следовательно, существует точка множества ∂ωj на
отрезке [y, z], что противоречит условию (2.7). Таким образом, всякая
точка y ∈ Br(x) ∩ L+

j лежит в множестве ωj .

Будем пользоваться удобными обозначениями

Ω = cl ΩO \ ΩI; Ωconv = cl ΩO \ conv ΩI. (2.9)
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Отметим, что в отличие от изложения работ [19] и [29], введённые мно-
жества не являются замкнутыми. Завершим обсуждение налагаемых
на область Ω ограничений простым достаточным условием.

Предложение 2.3. Пусть d = 2 и множество Ω порождено множе-
ствами ΩI и ΩO, удовлетворяющим условиям (2.3), (2.4), (2.5) и (2.6).
Если множество ΩI линейно связно, то и последнее требование (2.7)
выполнено.

Доказательство. Рассмотрим множество ωj для некоторого индек-
са j. Пусть x ∈ ∂ωj \ ΩI. Тогда x ∈ ∂ conv ΩI. Обозначим символом `
опорную прямую к множеству conv ΩI в точке x. Достаточно доказать,
что эта прямая единственна и не зависит от выбора точки x ∈ ∂ωj \ΩI.

Так как граница множества conv ΩI не содержит лучей, множество
` ∩ conv ΩI ограничено и замкнуто. Его самая левая и самая правая
(внутри прямой `) точки P и Q лежат в множестве ΩI. Из предполо-
жения о линейной связности множества ΩI следует существование пу-
ти γ, соединяющего точки P и Q внутри множества ΩI. Следовательно,
множество ωj лежит внутри контура, ограниченного отрезком [P,Q] и
кривой γ. Таким образом, любая точка множества ∂ωj \ ΩI лежит на
прямой ` в силу формулы (2.8). �

Теперь пришло время определить функциональные классы. Мы бу-
дем работать с суммируемыми функциями, отображающими отрезок
[0, 1] или окружность T в множество ∂ΩO. Средние функций такого
вида определяются покоординатно. Зададим классы функций

AΩ =
{
ψ ∈ L1([0, 1],Rd)

∣∣∀x∈ [0, 1] ψ(x)∈∂ΩO, ∀J подынтервал в [0, 1] 〈ψ〉J /∈ΩI

}
;

(2.10)

A◦
Ω =

{
ψ∈L1(T,Rd)

∣∣∀x∈T ψ(x)∈∂ΩO, ∀J подынтервал в R 〈ψper〉J /∈ΩI

}
. (2.11)

Теперь мы можем сформулировать наш первый основной результат.

Теорема 2.4. Предположим выполнение требований (2.3), (2.4),(2.5),
(2.6) и (2.7). В таком случае, 〈ψ〉T /∈ int conv ΩI для всякой функ-
ции ψ ∈ A◦Ω.

Замечание 2.5. Аналогичное утверждение для заданных на интер-
вале функций неверно. А именно, можно рассмотреть область (2.2) и
такую функцию ψ : [0, 1] → {x ∈ R2 |x2

1 = x2}, что ψ ∈ AΩ и 〈ψ〉
[0,1]
∈

int conv ΩI. См. факт 9.2 в работе [29] касательно подобной функции,
принимающей лишь три значения.
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Замечание 2.6. Интервал [0, 1] можно заменить любым другим, и
это никак не повлияет на формулировки утверждений. Более того,
эти независимость от интервала (и самоподобие задачи) чрезвычайно
важны.

2.2. Локально вогнутые функции. Рассмотрим множество ω ⊂
Rd. Функцию G : ω → R ∪ {−∞,+∞} называют локально вогнутой,
если вогнуто её сужение на любое выпуклое подмножество ω. Мы бу-
дем использовать стандартные соглашения о бесконечных значениях
выпуклых и вогнутых функций (см. раздел 4 книги [15]). Локально
вогнутые функции будут играть важную роль в наших рассмотре-
ниях. Проиллюстрируем эту важность на стандартном примере про-
странства BMO. Пусть Ω – параболическая полоса Pε, заданная фор-
мулой (1.3), а G : Pε → R – некоторая локально вогнутая функция.
Пусть ‖ϕ‖BMO([0,1]) 6 ε и пусть ψ = (ϕ,ϕ2) – соответствующая вектор-
ная функция. Применение леммы 1.1 задаёт разбиение [0, 1] = I+∪ I−.
Если мы пренебрежём числом δ или предположим, что функция G
локально вогнута на слегка более широкой полосе, то

G(x) >
|I+|
|I|

G(x+) +
|I−|
|I|

G(x−), x± = 〈ψ〉
I±
, (2.12)

так как функция G|[x+,x−] вогнута. Применим теперь лемму 1.1 к каж-
дому из интервалов I± в роли [0, 1] и получим хорошее разбиение каж-
дого из них. Мы придём к разбиению отрезка [0, 1] на четыре таких
интервала J , что

G(x) >
∑
J

|J |
|I|
G(xJ), xJ = 〈ψ〉

J
. (2.13)

Продолжая действовать аналогичным образом, мы на шаге n получа-
ем разбиение отрезка [0, 1] на 2n таких промежутков J , что выполнено
аналогичное неравенство. Отметим, что длина любого из интервалов J
не превосходит (1 − ν)n, где число ν – данный в лемме 1.1 параметр
разбиения. Сумма в правой части неравенства (2.13) сойдётся к инте-
гралу

∫ 1

0
G(ψ(t)) dt (мы пропускаем основанный на теореме Лебега о

дифференцировании интеграла предельный переход). В предположе-
нии тождества G(t, t2) = et, которое можно трактовать как граничное
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условие на локально вогнутую функцию G, приходим к оценке

G(x) >

1∫
0

eϕ(t) dt. (2.14)

О ней можно думать как о версии неравенства Йенсена на невыпуклой
области, если переписать её в виде G(〈ψ〉

[0,1]
) > 〈G(ψ)〉

[0,1]
. Процедура

разбиения интервала на подынтервалы и контроля величин вида (2.13)
зачастую неформально называется беллмановской индукцией.

Таким образом, существование удовлетворяющей граничному усло-
вию G(t, t2) = et локально вогнутой функции влечёт оценки в духе
Джона и Ниренберга. Более того, оказывается, что наименьшая воз-
можная такая функция G влечёт точные оценки и, в частности, теоре-
му 1.2. Чтобы ввести в рассмотрение этот объект, вернёмся в общность
произвольных множеств ΩI и ΩO. Пусть функция f : ∂ΩO → R локаль-
но ограничена. Рассмотрим множество

ΛΩ,f =
{
G : Ω→R ∪ {−∞,+∞}

∣∣G локально вогнута на Ω и ∀x∈∂ΩO G(x)=f(x)
}

(2.15)
и поточечно наименьшую функцию

BΩ,f (x) = inf
{
G(x)

∣∣∣G ∈ ΛΩ,f

}
, x ∈ Ω. (2.16)

Отметим включение BΩ,f ∈ ΛΩ,f . Введённой функции уготована важ-
ная роль в дальнейшем развитии сюжета.

Вычисление функции BΩ,f – отдельная задача на пересечении диф-
ференциальной геометрии и уравнений в частных производных. В слу-
чае d = 2 и строго выпуклого множества ΩI, она была решена в рабо-
те [6] (частные случаи рассмотрены ранее в статьях [8] и [9]).

Замечание 2.7. Беллмановская индукция основывается на инвари-
антности задачи относительно растяжений. Можно определить про-
странство BMO на произвольном интервале аналогичным образом и
изучать соответствующее неравенство Джона–Ниренберга. Ввиду ин-
вариантности задачи (см. замечание 2.6) точные константы в этом
неравенстве не зависят от выбора отрезка.

2.3. Новая лемма о разбиении.

Лемма 2.8. Предположим, что области ΩO и ΩI удовлетворяют
требованиям (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) и (2.7). Для всякой функции ψ ∈
AΩ, удовлетворяющей условию x = 〈ψ〉

[0,1]
/∈ int conv ΩI, существует
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такое нетривиальное разбиение [0, 1] = I+ ∪ I− единичного отрезка
на два интервала, что[

〈ψ〉
I+
, 〈ψ〉

I−

]
⊂ cl ΩO \ int conv ΩI. (2.17)

Под нетривиальным разбиением мы подразумеваем такое разбие-
ние, что внутренности интервалов I± непусты, сами интервалы пере-
секаются по концам и накрывают отрезок [0, 1]. Хотя, в общем смысле
эту лемму можно считать обобщением леммы 1.1, есть некоторые тон-
кости. В новой лемме отсутствует какое-либо расширение полосы (а
в старой лемме 1.1 оно необходимо), а также нет равномерного кон-
троля малости интервалов I+ и I−. Причина этого в незамкнутости
области Ω. В окрестности множества ΩI область Ω открыта. Из этого
факта будут проистекать трудности с применением леммы 2.8. Нам
придётся улучшить беллмановскую индукцию до рассуждения, кото-
рое мы назовёмтрансфинитной беллмановской индукцией. См. детали
в подразделе 4.2.

Мы теперь готовы сформулировать наш второй основной результат,
влекущий следствие 1.5.

Теорема 2.9. Пусть области ΩO и ΩI удовлетворяют требовани-
ям (2.3), (2.4), (2.5), (2.6) и (2.7), а функция f : ∂ΩO → R непрерывна
и ограничена снизу. Неравенство

〈f(ψ)〉
[0,1]
6 BΩconv,f (〈ψ〉

[0,1]
) (2.18)

справедливо для всякой такой функции ψ ∈ AΩ, что

〈ψ〉
[0,1]

/∈ int conv ΩI.

Замечание 2.10. Утверждение теоремы неверно без требования (2.7).
Пример дан в разделе 9 работы [29]. Поясним: пусть

ΩO = {x ∈ R2 |x2
1 + x2

2 6 1},
а ΩI – объединение двух кругов с центрами (1/2, 0) и (−1/2, 0) и ра-
диусами 0.4. Зададим функцию f формулой f(x) = −|x1|, а функ-
ция ψ : [0, 1]→ R будет принимать два значения:

ψ(t) =

{
(0,−1), t ∈ [0, 0.9);

(0, 1), t ∈ [0.9, 1].
(2.19)

Нетрудно видеть, что ψ ∈ AΩ, x = 〈ψ〉
[0,1]

/∈ int conv ΩI и 〈f(ψ)〉
[0,1]

= 0.
Однако (чтобы избежать повтора) в этом случае BΩconv,f (x) < 0.
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Замечание 2.11. Условие непрерывности функции f в теореме 2.9
кажется избыточным. По крайней мере, его можно ослабить до пред-
положения, что функция f полунепрерывна снизу, существенно не из-
меняя доказательства.

Замечание 2.12. Область conv ΩI не является строго выпуклой. Сле-
довательно, к ней нельзя применять теорию работы [6] даже в слу-
чае d = 2. Однако эвристика, подсказанная этой работой, позволяет
вычислить функцию BΩconv,f , что мы и продемонстрируем в следую-
щем подразделе.

2.4. Доказательства следствий.

Доказательство следствия 1.5. Благодаря теореме 2.9, доказате-
льство оценки сводится к проверке конечности минимальной локаль-
но вогнутой функции BΩconv,f для области Ω, определенной форму-
лами (2.2) и (2.9), и граничного значения f(x) = eµx1 . Обозначим
функцию BΩconv,f просто символом B. Мы приведём формулу для
функции B. Но перед этим подметим естественное соотношение од-
нородности

B(x1 + λ, x2 + 2x1λ+ λ2) = eλµB(x1, x2), x ∈ Ω. (2.20)

Отметим также, что кручение кривой t 7→ (t, t2, eµt) положительно.
Теория работы [6] (см. раздел 3.3 той работы) подсказывает, что функ-
ция B аффинна вдоль изображённых на рис. 2 отрезков. Такое разбие-
ние области Ωconv называют фолиацией. В нашем случае фолиация со-
стоит из соединяющих точки границы ∂ΩO с точками вида (λn, λ2n2 +
ε2) отрезков. Если бы граница области ∂ conv ΩI была гладкой, фоли-
ирующие отрезки бы её касались. Хотя, в общем, теория работы [6]
применима лишь к областям с достаточно гладкой границей, в случае,
когда кручение граничной кривой положительно, теория работает и
для областей с негладкой верхней границей. Причина этого явления
в том, что условие на знак кручения зависит лишь от нижней гра-
ницы. Пусть (x1, x

2
1) – точка пересечения прямой, проходящей через

точки (0, ε2) и (λ, λ2 + ε2), с нижней параболой. В таком случае,

x1 =
λ

2
−
√
λ2

4
+ ε2. (2.21)
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Рис. 2. Фолиация функции Беллмана.

Воспользовавшись аффинностью функции B на отрезке
[(x1, x

2
1), (λ, λ2 + ε2)] и тождеством (2.20), получаем

B(λn, λ2n2 + ε2)

=
λ

λ/2+
√
λ2/4+ε2+(λ/2−

√
λ2/4+ε2)eλµ

eµ(λn+λ/2−
√
λ2/4+ε2),

n ∈ Z. (2.22)

Условие (1.13) гарантирует, что приведённая формула задаёт положи-
тельные значения. Значения в остальных точках области Ω восстанав-
ливаются по линейности из приведённой выше формулы и структуры
фолиации. Оставим проверку локальной вогнутости функции B чита-
телю. Интегрируемость функции eµϕ доказана.

Для доказательства точности оценки рассмотрим специальную фун-
кцию ϕ; её конструкция, опять же, навеяна общей теорией, изложенной
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в разделе 5 работы [6]. Положим

a = 1− λ

λ/2 +
√
λ2/4 + ε2

(2.23)

и зададим функцию ϕ : [0, 1]→ R по правилу

ϕ(t) =
(
n+

1

2

)
λ−

√
λ2

4
+ ε2, t ∈ [an+1, an], n > 0. (2.24)

Нетрудно заметить, что 〈eµϕ〉
[0,1]

= B(0, ε2) и кривая

γ(t) =
(
〈ϕ〉

[0,t]
, 〈ϕ2〉

[0,t]

)
(2.25)

следует вдоль верхней границы области Ωconv из +∞ в точку (0, ε2).
Таким образом, из теории раздела 5 монографии [6] (точнее, след-
ствия 5.1.4), имеем ϕ ∈ AΩO\int conv ΩI

. Это и доказывает точность на-
ших оценок. �

Доказательство следствия 1.6. Чтобы доказать оценку, рассмот-
рим соответствующую векторную функцию ψ : T→ R2, заданную фор-
мулой ψ(t) = (ϕ(t), ϕ2(t)). Тогда ψ ∈ A◦Ω, где область Ω определена
формулами (2.2) и (2.9). Согласно теореме 2.4, 〈ψ〉T /∈ int conv ΩI, и
поэтому мы можем применить теорему 2.9. Эта теорема показывает
интегрируемость функции eµϕ, если µ удовлетворяет оценке (1.13).

Для доказательства точности мы просто сошлёмся на лемму 3.3 ра-
боты [21], которая позволяет сконструировать такую функцию ψ̃ ∈
A◦

Ω̃
, что 〈eµψ̃1〉T > BΩ̃,eµ·(〈ψ̃〉T). Область Ω̃ здесь построена стандарт-

ным образом по множеству ΩO и выпуклому множеству Ω̃I, которое
слегка меньше множества conv ΩI. �

3. Доказательство теоремы 2.4

3.1. Доказательство. Предположим противное, пусть x = 〈ψ〉
[0,1]
∈

int(conv ΩI) \ ΩI для некоторой функции ψ ∈ A◦Ω. Мы будем неявно
отождествлять функцию ψ : T → Rd с её периодизацией ψper : R → Rd
и надеемся, что это не приведёт к путанице.

Из определения следует, что x ∈ ωj для некоторого индекса j. Мно-
жества Ej , введённые в требовании (2.7), позволяют определить мо-
мент остановки τ(t):

τ(t) = inf
{
s ∈ R

∣∣∣ s > 0, 〈ψ〉
[t,t+s]

∈ Ej
}
, t ∈ R. (3.1)
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С этого места и до конца доказательства мы будем опускать индекс j
в наших обозначениях. Мы также будем пользоваться специальным
определением точек Лебега, см. его в подразделе A.1. Во-первых, τ(t)>
0 для всякой точки Лебега t, так как кривая s 7→ 〈ψ〉

[t,t+s]
, s ∈ (0, 1],

стремится к точке ψ(t) ∈ ∂ΩO при стремлении s→ 0+, а множество E
отделено от границы ∂ΩO согласно требованию (2.4). Во-вторых, τ(t) 6
1 для всякой точки Лебега t, так как пресловутая кривая соединяет
точку x с множеством ∂ΩO и, следовательно, пересекает множество E
(она пересекает множество ∂ω по соображениям непрерывности и не
пересекает ΩI из-за условия ψ ∈ A◦Ω).

Для произвольного числа δ > 0 рассмотрим множество

Ũδ = {t ∈ R | t – точка Лебега функции ψ и τ(t) > δ}. (3.2)

По непрерывности меры, |[0, 1] \ Ũδ| → 0 при стремлении δ → 0.
Пусть Uδ ⊂ Ũδ – такое замкнутое 1-периодичное множество, что

|[0, 1] \ Uδ| 6 2|[0, 1] \ Ũδ|+ δ. (3.3)

В частности, |[0, 1] \ Uδ| → 0 при δ → 0.
Построим последовательность {tn}n∈N∪{0} по правилу

tn+1 = inf
{
u ∈ R

∣∣∣u > tn + τ(tn) и u ∈ Uδ
}

; (3.4)

положим также t0 = 0 (не умаляя общности, предположим, что 0 ∈
Uδ). Построенная последовательность обладает тремя простыми свой-
ствами:

1) 〈ϕ〉
[tn,tn+τ(tn)]

∈ E;
2) tn+1 > tn + δ;
3) [tn + τ(tn), tn+1] ⊂ R \ Uδ.
Второе из перечисленных свойств, в частности, влечёт предельное со-
отношение tn →∞. Пусть число N достаточно велико. Тогда,

〈ψ〉
[0,tN ]

=

∑N−1
0 τ(tn)

tN

N−1∑
n=0

τ(tn)∑N−1
k=0 τ(tk)

〈ψ〉
[tn,tn+τ(tn)]

+
1

tN

N−1∑
n=0

tn+1∫
tn+τ(tn)

ψ(s) ds. (3.5)
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Второе слагаемое оценим при помощи третьего свойства последова-
тельности {tn}:∣∣∣∣ 1

tN

N−1∑
n=0

tn+1∫
tn+τ(tn)

ψ(s) ds

∣∣∣∣ 6 1

tN

∫
[0,tN ]\Uδ

|ψ(s)| ds 6 tN + 1

tN
Er, (3.6)

где Er =
∫

[0,1]\Uδ |ψ|. Из абсолютной непрерывности интеграла следует
предельное соотношение Er→ 0 при δ → 0.

Отметим, что первая сумма в формуле (3.5) (без коэффициента
t−1
N

∑N−1
0 τ(tn)) принадлежит множеству convE, лежащему в гипер-

плоскости L по требованию (2.7). Коэффициент, в свою очередь, мож-
но оценить величиной∑N−1

0 τ(tn)

tN
> 1− |[0, tN ] \ Uδ|

tN
> 1− tN + 1

tN
|[0, 1] \ Uδ|. (3.7)

В частности, он стремится к единице при δ → 0. Чтобы придти к про-
тиворечию, достаточно правильными образом подобрать параметры.
Сначала выберем число δ столь малым, что расстояние от точки λx до
плоскости L больше, чем 2Er при всяком выборе λ ∈ [1−4δ, (1−4δ)−1],
а потом уже выберем достаточно большое число N . В таком случае,
приведённые выше неравенства противоречат тем двум фактам, что
первая сумма в формуле (3.5) лежит в L, в то время как всё выражение
сходится к x ∈ int conv ΩI. �

3.2. Полезная лемма. Приведённая ниже лемма понадобится нам
в доказательстве теоремы 2.9. Её доказательство опирается на тот же
круг идей, что и доказательство теоремы 2.4.

Лемма 3.1. Пусть функция ψ ∈ AΩ задана на отрезке [0, 1], а точ-
ка 〈ψ〉

[0,1]
= x лежит в множестве ωj для некоторого индекса j. Для

всякого числа ε > 0 найдётся такое число t ∈ (0, ε), что 〈ψ〉
[0,t]

/∈ ωj.

Замечание 3.2. С формальной точки зрения, предположение x ∈ ωj
не нужно. Однако оно удобно для приложений.

Доказательство опирается на следующую лемму (являющуюся пря-
мым следствием леммы Цорна).

Лемма 3.3. Для всякого семейства I = {Ix |x ∈ (0, 1]} непустых
полуинтервалов Ix = (y, x] ⊂ (0, 1] найдётся такое множество C ⊂
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(0, 1], что ∪x∈CIx = (0, 1] и для всяких точек y, z ∈ C, y 6= z, интер-
валы Iy и Iz дизъюнктны.

Иными словами, лемма строит дизъюнктные интервалы, в объеди-
нении дающие весь отрезок (0, 1]; о ней можно думать как об одномер-
ной версии теоремы Безиковича о покрытии.

Доказательство леммы 3.1. Предположим противное. Не умаляя
общности, предположим, что ε = 1 и 〈ψ〉

[0,t]
∈ ω для всех t ∈ (0, 1]. Сим-

волом L обозначим множество лебеговых точек функции ψ в полуин-
тервале (0, 1]. Так же, как и в доказательстве из предыдущего подраз-
дела, мы опускаем индекс j в наших обозначениях и пишем просто ω, E
и L, подразумевая ωj , Ej и Lj , соответственно. Для всякой точки t ∈ L
найдётся такой непустой полуинтервал It = (s, t], что 〈ψ〉

It
∈ E (так

как 〈ψ〉
(0,t]
∈ ω и 〈ψ〉

[s,t]
→ ∂ΩO при s→ t−). Рассмотрим дизъюнктное

семейство {Ji} открытых подынтервалов полуинтервала (0, 1], покры-
вающих (0, 1]\L, суммарная длина которых не превосходит δ. Число δ
мало, точное значение будет предъявлено позже. Всякая точка t /∈ L
принадлежит некоторому интервалу Ji = (ai, bi). Положим It = (ai, t].

Применим лемму 3.3 и выберем не более чем счётное дизъюнктное
подсемейство {Ii}i нашего семейства {It}t∈(0,1]. Интервалы Ii, соответ-
ствующие точкам Лебега, обозначим символами gi, а соответствующие
не-лебеговым точкам – символами bi. В таком случае,∑

i

|bi| 6 δ, ∀i 〈ψ〉gi ∈ L. (3.8)

Остаётся провести рассуждение, подобное использованному в дока-
зательстве теоремы 2.4. Представим

x = 〈ψ〉
[0,1]

=

∫
∪ibi

ψ +
∑
i

|gi|
∑
k

|gk|∑
i |gi|
〈ψ〉gk . (3.9)

Первое слагаемое мало по абсолютной непрерывности интеграла и
суммируемости функции ψ, второе слагаемое (без учёта коэффици-
ента

∑
i |gi|) лежит в плоскости L, а коэффициент

∑
i |gi| близок к 1.

Всё это приводит нас к противоречию с тем, что x /∈ L. �
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4. Доказательство теоремы 2.9

4.1. Доказательство леммы о разбиении. Приведём доказатель-
ство леммы 2.8. Не умаляя общности (см. замечание 2.6), будем пред-
полагать, что I = [0, 1]. Рассмотрим два случая.
Случай А: x /∈ conv ΩI. Этот случай похож на классическую лемму 1.1.
Рассмотрим разбиение I+(t) = [0, t], I−(t) = [t, 1], порождённое точ-
кой t ∈ (0, 1). Для краткости будем писать x± = xI± (напомним, что
символ xJ обозначает среднее 〈ψ〉

J
). Отметим, что точки x± непре-

рывно зависят от параметра t. Начнём рассмотрение с t = 1/2. Если в
этом случае [x+, x−]∩ int conv ΩI = ∅, то доказательство завершено. В
противном случае, один из отрезков [x+, x) и (x, x−] пересекает множе-
ство int conv ΩI. Из выпуклости следует, что не более, чем один из двух
отрезков может пересекать множество int conv ΩI. Не умаляя общно-
сти, будем считать, что [x+, x) ∩ int conv ΩI 6= ∅. Теперь перейдём к
рассмотрению произвольных чисел t ∈ (0, 1). Отметим, что x+(t)→ x
при стремлении t → 1. Поэтому отрезок [x+(t), x] не пересекает мно-
жество int conv ΩI, если число t достаточно близко к 1. Пусть t0 – наи-
меньшее среди таких чисел t > 1/2, что [x+(t), x] ∩ int conv ΩI = ∅.
В таком случае, [x+(t0), x] ∩ conv ΩI 6= ∅ и из выпуклости следует,
что [x, x−(t0)] ∩ conv ΩI = ∅. Положив I+ := I+(t0) и I− := I−(t0),
завершаем рассмотрение случая А.
Случай Б: x ∈ conv ΩI. В этом случае x ∈ Lj для некоторого индекса j
по формуле (2.8) и так как x /∈ int conv ΩI. По лемме 3.1, надутся такие
числа a и b, что 0 < a < 1/2 < b < 1 и

A = 〈ψ〉
[0,a]

/∈ ωj , B = 〈ψ〉
[b,1]

/∈ ωj . (4.1)

Будем говорить, что точка лежит выше (или ниже) плоскости Lj , ес-
ли она лежит в том же (противоположном) замкнутом полупростран-
стве относительно Lj , что и множество ΩI; слова “строго выше” или
“строго ниже” означают то же самое, но с заменой замкнутых полу-
пространств открытыми. Опять же, для краткости будем опускать ин-
декс j в наших обозначениях до конца доказательства. Мы хотим най-
ти такое число t ∈ (0, 1), что 〈ψ〉

[0,t]
∈ L; это и определит искомое

разбиение. Рассмотрим два подслучая.
Подслучай 1: либо точка A, либо точка B лежит выше L. Не умаляя
общности, предположим, что точка A лежит строго выше L (случай,
когда A ∈ L, очевиден). Рассмотрим кривую γ : [a, 1] → Rd, заданную
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по правилу
γ(t) = 〈ψ〉

[0,t]
, t ∈ [a, 1]. (4.2)

Кривая γ соединяет точки A и x. Положим

t0 = inf{s ∈ [a, 1] | γ(s) ∈ L}. (4.3)

Достаточно доказать, что t0 < 1. Предположим противное, пусть t0 =1.
Следовательно, точка γ(s) не может лежать ниже L ни для какого
числа s ∈ (a, 1), так как точка γ(a) лежит строго выше L. В таком
случае, γ(s) ∈ ω для достаточно близких к 1 значений параметра s,
благодаря замечанию 2.2. Так как точка A лежит вне множества ω,
найдётся такая точка t, что γ(t) ∈ E ⊂ L. Это противоречие. Следова-
тельно, t0 ∈ [a, 1).
Подслучай 2: обе точки A и B лежат ниже L. В этом подслучае точ-
ка 〈ψ〉

[0,b]
лежит выше L, значит, существует такая точка t0 ∈ [a, b],

что 〈ψ〉
[0,t0]

∈ L. Остаётся положить I+ = [0, t0] и I− = [t0, 1]. �

4.2. Трансфинитная беллмановская индукция. Введём обозна-
чения перед тем, как переходить к доказательству теоремы 2.9. Для
всякого замкнутого содержащего точки 0 и 1 множества S ⊂ [0, 1]
обозначим символом IS множество дополнительных к множеству S
интервалов. Для суммируемой на отрезке [0, 1] функции ψ, принима-
ющей значения в пространстве Rd, положим

ESψ(x) =

{
ψ(x), x ∈ S;

〈ψ〉
I
, x ∈ I ∈ IS .

(4.4)

Иными словами, функция ESψ – условное математическое ожидание
случайной величины ψ относительно σ-алгебры, порождённой интер-
валами семейства IS и всеми измеримыми подмножествами множе-
ства S. Если S1 ⊂ S2 – замкнутые множества, то

ES1
ψ = ES1

(ES2
ψ). (4.5)

Лемма 4.1. Пусть S1 ⊂ S2 ⊂ S3 . . . ⊂ Sn ⊂ . . . – возрастающая
последовательность замкнутых подмножеств интервала [0, 1] (как
обычно, мы предполагаем, что {0, 1} ⊂ S1). Пусть S = cl(∪nSn). То-
гда ESnψ(x) → ESψ(x) для почти всех точек x ∈ [0, 1], коль скоро
функция ψ суммируема на отрезке [0, 1].

Доказательство. Обозначим символом L множество лебеговых то-
чек функции ESψ. Рассмотрим несколько случаев.
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Случай x /∈ S. Найдётся интервал I ∈ IS , содержащий точку x. Суще-
ствуют также интервалы In ∈ ISn , сходящиеся к I. В таком случае, по
непрерывности интеграла,

ESnψ(x)
(4.5)
= 〈ψ〉

In
→ 〈ψ〉

I
= ESψ(x), n→∞. (4.6)

Случай x ∈ ∪nSn. В этом случае просто ESnψ(x) = ESψ(x) для доста-
точно большого числа n.
Случай x ∈ S \ ∪nSn. Во-первых, мы можем исключить из рассмотре-
ния точки x ∈ [0, 1], являющиеся концами интервалов семейства I ∈
IS , потому что их не более, чем счётное число. Во-вторых, можем не
учитывать точки x /∈ L, так как они образуют множество нулевой
меры. Для каждой из оставшихся точек найдётся такая последова-
тельность {In}n, что для всякого индекса n ∈ N справедливо включе-
ние x ∈ In ∈ ISn . Так как Sn ⊂ Sn+1, верно и вложение In+1 ⊂ In. Сле-
довательно, последовательность {In}n либо стягивается в точку x, ли-
бо сходится к некоторому интервалу I ∈ IS . В последнем случае, точ-
ка x – один из концов отрезка I, так как мы предположили, что x ∈ S.
В первом же случае желаемая сходимость следует из формулы (4.5) и
того факта, что x – точка Лебега функции ESψ:

ESnψ(x)
(4.5)
= ESn(ESψ)(x) = 〈ESψ〉In → ESψ(x). (4.7)

�

Пусть функция ψ удовлетворяет условиям теоремы 2.9. Рассмотрим
набор множеств S:

S =
{
S ⊂ [0, 1]

∣∣∣S замкнуто, {0, 1} ⊂ S, ∀I ∈ IS 〈ψ〉
I
/∈ int conv ΩI

}
.

(4.8)
Также мы будем использовать величину

chS = max
{
|I|
∣∣∣ I ∈ IS}. (4.9)

Замечание 4.2. Пусть S1, S2, . . . , Sn, . . . – такая же последователь-
ность, как и в лемме 4.1, а S = cl(∪nSn). Если все множества Sn при-
надлежат классу S, то и S ∈ S. Более того, chS = limn chSn.

Перед тем, как перейти к доказательству теоремы 2.9, отметим, что
функции BΩO\int conv ΩI,f и BΩconv,f совпадают на их общей области
определения (см. предложение A.4 в приложении). Для краткости обо-
значим эту совпадающую функцию символом B.
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Доказательство теоремы 2.9. Мы хотим применить лемму Цорна
и поэтому вводим частичный порядок на множестве S. Будем писать,
что S1 ≺ S2, S1, S2 ∈ S, если либо S1 = S2, либо выполнены все три
приведённые ниже условия:

1) S1 ⊂ S2;
2) chS2 < chS1;
3) 〈B(ES2

ψ)〉
[0,1]
6 〈B(ES1

ψ)〉
[0,1]

.

Чтобы применить лемму Цорна, нужно убедиться, что всякая цепь
имеет верхнюю границу. Рассмотрим цепь {Sα}α∈A; для удобства пе-
реименуем индексы: пусть α := chSα. Следовательно, A ⊂ [0, 1] и Sα ≺
Sβ , коль скоро α > β.

Пусть S = cl(∪αSα). Если значение inf A достигается на некотором
элементе α ∈ A, то доказывать нечего. Так как chS = inf A, chS <
chSα для всякого α ∈ A. Если нам удастся показать, что

〈B(ESψ)〉
[0,1]
6 〈B(ESαψ)〉

[0,1]
(4.10)

для всякого индекса α, то Sα ≺ S для всякого α, и предположение
леммы Цорна будет выполнено (отметим, что S ∈ S благодаря заме-
чанию 4.2). Для доказательства соотношения (4.10) рассмотрим после-
довательность αn индексов α, убывающую к числу inf A. Достаточно
доказать, что

〈B(ESψ)〉
[0,1]
6 lim

n
〈B(ESαnψ)〉

[0,1]
; (4.11)

отметим, что предел в правой части неравенства существует как пре-
дел невозрастающей последовательности. Предельное соотношение
(4.11), в свою очередь, следует из леммы 4.1, полунепрерывности снизу
функции B (см. предложение A.3 в приложении) и леммы Фату:

〈B(ESψ)〉
[0,1]

= 〈B(lim
n

ESαnψ)〉
[0,1]
6 〈lim

n
B(ESαnψ)〉

[0,1]

6 lim
n
〈B(ESαnψ)〉

[0,1]
.

(4.12)

Чтобы применять лемму Фату, необходимо проверить неотрицатель-
ность функции B. Она, в свою очередь, следует из неотрицательности
функции f и требования (2.5), см. леммы 2.4 и 4.8 работы [29].

Согласно лемме Цорна, существует максимальный элемент Smax в
множестве S. Если Smax 6= [0, 1], то семейство ISmax

непусто. Пусть I ∈
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ISmax
– интервал. Применив к нему лемму 2.8, получим такое разбие-

ние I = I+ ∪ I−, что

B
(
〈ψ〉

I

)
>
|I+|
|I|

B
(
〈ψ〉

I+

)
+
|I−|
|I|

B
(
〈ψ〉

I−

)
, (4.13)

благодаря локальной вогнутости функции B на множестве

ΩO \ int conv ΩI.

Таким образом, применяя лемму 2.8 к каждому из самых длинных ин-
тервалов семейства ISmax

, получим новый элемент семейства S, пре-
восходящий Smax. А это противоречит максимальности последнего.
Следовательно, Smax = [0, 1], и неравенство (2.18) следует из опре-
деления порядка. �

Приложение A

A.1. О точках Лебега. Сформулируем нужную нам версию теоре-
мы Лебега о диффенцировании интеграла, она слегка отличается от
общепринятой. Пусть функция ϕ : R→ Rd локально суммируема. Точ-
ку t ∈ R назовём точкой Лебега функции ϕ, если

lim
I→t
〈|ϕ−A|〉

I
→ 0 (A.1)

для некоторого фиксированного числа A = A(t). Символом I здесь
обозначен произвольный замкнутый отрезок, содержащий точку t. В
частности, точка t может быть концом отрезка I. Сходимость I → t
означает сходимость концов отрезка I к точке t.

Теорема A.1 (теорема Лебега о дифференцировании интеграла). По-
чти все точки – точки Лебега и A(t) = ϕ(t) для почти всех точек t.

Детали доказательства можно найти в разделе 2.2 книги [4]. По
сути, теорему A.1 можно вывести из L1 → L1,∞ ограниченности соот-
ветствующего максимального оператора

Mϕ(t) = sup
I : t∈I

〈|ϕ|〉
I

(A.2)

стандартным образом. Этот максимальный оператор, в свою очередь,
допускает поточечную оценку классической центрированной макси-
мальной функцией Харди–Литтлвуда, что и влечёт нужную ограни-
ченность.
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Положим ϕ(t) := A(t) и заметим, что если t – точка Лебега функ-
ции ϕ, то

lim
I→t
〈ϕ〉

I
= ϕ(t) (A.3)

при стремлении замкнутого отрезка I, содержащего точку t, к t.

A.2. Вспомогательные геометрические результаты. Доказа-
тельство леммы 2.1 основано на элементарном наблюдении о выпук-
лых телах без лучей на границе. Такое условие (отсутствие лучей на
границе выпуклого множества) уже появлялось в смежном контексте
в работе [1].

Лемма A.2. Пусть C ⊂ Rd – замкнутое выпуклое множество,
а L – гиперплоскость. Если множество C ∩ L непусто и не содер-
жит лучей, то множество C ∩ (L + Br(0)) компактно для всякого
числа r > 0.1

Доказательство. Ввиду непустоты множества C∩L, найдётся точка
x ∈ C ∩ L. Множество C ∩ (L + Br(0)) замкнуто, поэтому нам нужно
лишь доказать его ограниченность. Предположим противное: пусть
нашлась такая последовательность {yn}n, что yn ∈ C ∩ (L + Br(0)) и
|yn| → +∞. Пусть {ynk}k – такая её подпоследовательность, что суще-
ствует предел e = limk

ynk
|ynk |

. Из выпуклости и замкнутости множества
C следует, что включение

{x+ αe |α ∈ [0, +∞)} ⊂ C ∩ L, (A.4)

что противоречит предположениям. Следовательно, множество C ∩
(L+Br(0)) компактно. �

Доказательство леммы 2.1. Предположим противное, пусть наш-
лась точка x ∈ ∂ convF \ convF . Рассмотрим опорную к множеству
cl convF в точке x гиперплоскость L. Согласно лемме A.2, множе-
ство (cl convF )∩(L+Br(0)) компактно. Следовательно, F ∩(L+Br(0))
– тоже компакт. Значит, и множества

Hr = conv
(
F ∩ (L+Br(0))

)
(A.5)

компактны. С другой стороны, Hr ⊆ convF , что влечёт x /∈ Hr.

1Здесь и далее Br(0) – открытый шар радиуса r с центром в 0, черта сверху
обозначает замыкание.
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Рис. 3. Иллюстрация к доказательству леммы 2.1.

Множество H0 непусто, так как F ∩ L 6= ∅ (если F ∩ L = ∅,
то F ∩ (L+ Br(0)) = 0 для некоторого числа r > 0, что противоречит
предположению x ∈ convF ). Пусть ` – гиперплоскость аффинного про-
странства L, строго отделяющая точку x от множества H0. Пусть Er –
содержащая пространство ` гиперплоскость пространства Rd, строго
отделяющая точку x от множества Hr. Такая гиперплоскость суще-
ствует, так как x /∈ Hr и множество Hr компактно. Ввиду включения
x ∈ cl convF , гиперплоскость Er не отделяет точку x от множества F .
Следовательно, найдётся такая точка yr ∈ F , что точки x и yr ле-
жат в одном и том же полупространстве E+

r относительно Er. Так
как yr ∈ F \ Hr, |yr| → ∞ при r → ∞. Пусть {rk}k – такая стре-
мящаяся к бесконечности последовательность, что существует предел
e = limk yrk/|yrk |. Тогда

{x+ αe |α ∈ [0, +∞)} ⊂ cl convF. (A.6)

Достаточно проверить справедливость вложения

{x+ αe |α ∈ [0, +∞)} ⊂ L, (A.7)

чтобы получить противоречие и завершить доказательство.
Пусть вложение (A.7) не имеет места. В таком случае, гиперплос-

кость
E∞ = {αe |α ∈ R}+ ` (A.8)
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не равна L и x /∈ E∞. Пусть гиперплоскость L разбивает простран-
ство Rd на два полупространства L+ и L−, L− – то из них, которое
содержит множество F . В таком случае, Hr ⊂ E−r ∩ L−. Обозначим
символом Ẽrk гиперплоскость, являющуюся аффинной оболочкой ги-
перплоскости ` и точки yrk ; символом Ẽ+

rk
– полупространство отно-

сительно этой гиперплоскости, содержащее точку x. В таком случае,
Hr ⊂ E−rk ∩ L

− ⊂ Ẽ−rk ∩ L
−. Однако E∞ – предел плоскостей Ẽrk . Та-

ким образом, имеем вложения F ⊂ E−∞ и x ∈ E+
∞. Следовательно,

плоскость E∞ строго разделяет точку x и множество F . А это проти-
воречит тому факту, что x ∈ cl convF . �

Предложение A.3. Пусть ΩI – выпуклое множество с непустой
внутренностью. Пусть функция f : ∂ΩO → R непрерывна. Если функ-
ция BΩO\int ΩI

конечна, то она полунепрерывна снизу.

Мы не будем приводить полное формальное доказательство пред-
ложения A.3. Отметим, что локально вогнутая функция непрерывна
во внутренних точках. Более того, если функция f непрерывна, то
функция BΩO\int ΩI

тоже непрерывна в точках множества ∂ΩO соглас-
но предложению 2.7 работы [19]. Таким образом, остаётся доказать
полунепрерывность снизу в точках множества ∂ΩI. В случае, если мно-
жество ΩI строго выпукло, указанная непрерывность была доказана в
работе [19] (см. предложение 2.8 той статьи). По сути, полунепрерыв-
ность снизу и сверху доказывались по отдельности, и доказательство
полунепрерывности снизу не использовало предположение о строгой
выпуклости множества ΩI, а лишь о выпуклости. Стало быть, доказа-
тельство предложения A.3 содержится в работе [19].

Отметим, что доказательство предложения 2.8 работы [19] не ис-
пользует предположение о минимальности: всякая конечная локально
вогнутая функция непрерывна в точках множества ∂ΩI, коль скоро
это множество строго выпукло. Утверждение становится неверным,
если множество ΩI выпукло, но не является строго выпуклым. Мы не
знаем, обязательно ли функция BΩO\int ΩI

непрерывна в этом случае.

Предложение A.4. Предположим, что множество ΩI замкнуто,
выпукло, имеет непустую внутренность, а его граница не содержит
лучей. Тогда,

BΩO\ΩI
(x) = BΩO\int ΩI

(x) (A.9)
для всех точек x ∈ ΩO \ ΩI.
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Рис. 4. Иллюстрация доказательства предложения A.4.

Доказательство. Данное доказательство – пересказ доказательства
предложения 5.4 в работе [29]. Пусть x – точка на границе множе-
ства ΩI. Напомним, что отрезок ` ⊂ Ω с концом x называется транс-
версальным, если продолжение отрезка ` за точку x лежит внутри
множества ΩI. Пусть G – конечная локально вогнутая функция на
множестве ΩO \ ΩI, пусть `1 и `2 – два трансверсальных отрезка с
концами в точке x. Докажем следующее утверждение:

lim
y→x
y∈`1

G(y) = lim
y→x
y∈`2

G(y). (A.10)

Отметим, что оба предела существуют как пределы вогнутых функций
одной переменной. Вопрос об их конечности пока открыт, но мы вскоре
на него ответим.

Для доказательства утверждения достаточно проверить неравен-
ство

lim
y→x
y∈`1

G(y) > lim
y→x
y∈`2

G(y). (A.11)

Рассмотрим двумерную аффинную плоскость, натянутую на отрез-
ки `1 и `2, и выберем точку P в этой плоскости так, как показано
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на рис. 4. В таком случае,

G(y1) > αG(y2) + (1− α)G(P ), (A.12)

для всяких точек y1 и y2, таких как на рис. 4. Коэффициент α стре-
мится к единице при стремлении y1 → x вдоль `1, что и подтверждает
неравенство (A.11) и завершает доказательство утверждения.

Теперь отметим, что если граница множества ΩI не содержит лучей,
то для всякой точки x ∈ ∂ΩI найдутся такие точки y, z ∈ int ΩO \ ΩI,
что x ∈ [y, z] и [y, z] ∩ int ΩI = ∅. Докажем, что предел в равен-
стве (A.10) конечен. Предположим, что трансверсальный отрезок `1
достаточно короткий и рассмотрим отрезки `y и `z – образы этого от-
резка при сдвигах, переводящих точку x в точки y и z, соответственно.
В таком случае, для всякой точки x1 ∈ `1 справедлива оценка

G(x1) >
|y − x|
|y − z|

G(z1) +
|z − x|
|y − z|

G(y1), (A.13)

для некоторых точек y1 ∈ `y и z1 ∈ `z. Это доказывает неравенство

lim
x1→x
x1∈`1

G(x1) >
|y − x|
|y − z|

G(z) +
|z − x|
|y − z|

G(y). (A.14)

В частности, предел в его левой части конечен.
Пришло время доказать равенство (A.9). Отметим, что

BΩO\ΩI
(x) > BΩO\int ΩI

(x), x ∈ ΩO \ ΩI. (A.15)

Для доказательства обратного неравенства, продолжим функцию
BΩO\ΩI

на множество ∂ΩI при помощи формулы (A.10) (подставим на-
шу функцию вместо G). Достаточно доказать локальную вогнутость
продолжения, которое мы обозначим символом H. Требуется прове-
рить неравнство

H(x) >
|y − x|
|y − z|

H(z) +
|z − x|
|y − z|

H(y), x ∈ [y, z] ⊂ Ω. (A.16)

Случай произвольных точек x, y, z следует из случаев, когда либо
[y, z] ⊂ Ω\∂ΩI, либо x ∈ ∂ΩI, так как вогнутость – локальное понятие.
В первом случае неравенство справедливо, так как функция H|ΩO\∂ΩI

равна BΩO\ΩI
. Во втором случае, искомое неравенство подобно нера-

венству (A.14). Следовательно, функция H локально вогнута на всей
области ΩO \ int ΩI, H > BΩO\int ΩI

, и поэтому соотношение (A.9) вер-
но. �
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We enlarge the area of applicability of the Bellman function method to
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