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Ïîñâÿùàåòñÿ âûäàþùåìóñÿ ìàòåìàòèêó

Íèíå Íèêîëàåâíå Óðàëüöåâîé

�1. Ââåäåíèå. Îïèñàíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Óðàâíåíèå Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà â ñëó÷àå òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ut + bux + ∆ux + uux = f(t, x, y, z) (1.1)

(u = u(t, x, y, z), b � äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, ∆ = ∂2
x + ∂2

y + ∂2
z

� îïåðàòîð Ëàïëàñà). Âïåðâûå ýòî óðàâíåíèå áûëî âûâåäåíî â ñòà-
òüå [1] äëÿ îïèñàíèÿ èîííî-àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ïëàçìå, ïîìåùåííîé
â ìàãíèòíîå ïîëå, ïðè÷åì èìåííî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Â äàëüíåé-
øåì ýòî óðàâíåíèå ñòàëî ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäåëüíîå äëÿ îïèñà-
íèÿ íåëèíåéíûõ âîëí â ñðåäàõ ñ äèñïåðñèåé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â
çàäàííîì íàïðàâëåíèè (x) è èñïûòûâàþùèõ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ.
Ñòðîãèé âûâîä ýòî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [2, 3]. Óðàâ-
íåíèå Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ îáîáùåíèÿ
óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà ut + bux + uxxx + uux = f(t, x) íà ìíî-
ãîìåðíûé ñëó÷àé (äðóãèì âàðèàíòîì îáîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð,
óðàâíåíèå Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè).

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è â
îáëàñòè Π+

T = (0, T )×Σ+, ãäå T > 0 � ïðîèçâîëüíî, Σ+ = R+×Ω, R+ =
(0,+∞) � ïîëóîñü ïî ïåðåìåííîé x, à Ω � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ
îáëàñòü ïî ïåðåìåííûì y, z (óñëîâèÿ íà ýòó îáëàñòü áóäóò óòî÷íåíû
äàëåå) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u
∣∣
t=0

= u0(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ+, (1.2)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à,
ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, åäèíñòâåííîñòü, óáûâàíèå ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ âðå-
ìåíàõ .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 23-11-00056.
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êðàåâûì óñëîâèåì íà ëåâîé ãðàíèöå

u
∣∣
x=0

= µ(t, y, z), (t, y, z) ∈ BT = (0, T )× Ω, (1.3)

è îäíèì èç äâóõ âèäîâ îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé íà Γ+
T = (0, T )×

R+ × ∂Ω:

èëè óñëîâèå Äèðèõëå a) u
∣∣
Γ+
T

= 0,

èëè óñëîâèå Íåéìàíà b)
∂u

∂n̄

∣∣
Γ+
T

= 0
(1.4)

(ñèìâîë ∂
∂n̄ êàê îáû÷íî îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ âíåø-

íåé íîðìàëè ê ∂Ω). Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
�çàäà÷à (1.1)�(1.4)� äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ.

Òåîðèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ â íàèáîëüøåé ñòåïåíè ðàçðàáîòàíà
äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà

ut + bux + uxxx + uxyy + uux = f(t, x, y)

(è åãî îáîáùåíèé íà íåëèíåéíîñòè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ðîñòà).
Çäåñü ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü áèáëèîãðàôèþ ïî ýòîìó âîïðîñó.

Ñëó÷àé æå òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà (è åãî îáîá-
ùåíèé íà íåëèíåéíîñòè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ðîñòà) èçó÷åí çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå. Íàèáîëåå èññëåäîâàííîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Êîøè, ãäå
ïðèìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî òîíêèå ìåòîäû àíàëèçà. Çäåñü ìîæíî îòìå-
òèòü ñòàòüè [4�12]. Â ÷àñòíîñòè â [12] óñòàíîâëåíà ãëîáàëüíàÿ êîððåêò-
íîñòü çàäà÷è Êîøè ïðè íà÷àëüíîé ôóíêöèè èç L2(R3) èëèH1(R3). Ðÿä
ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åí äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ íà îáëàñòÿõ âèäà
I × R2, ãäå I � íåêîòîðûé îãðàíè÷åííûé èëè íåîãðàíè÷åííûé èíòåð-
âàë íà îñè x, â ñòàòüÿõ [13�17].

Âìåñòå ñ òåì, èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà óðàâíåíèÿ, íå ìåíåå, à
ìîæåò äàæå áîëåå åñòåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è,
â êîòîðûõ òðàíñâåðñàëüíûå ïåðåìåííûå èçìåíÿþòñÿ â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè.

Â ñòàòüÿõ [18�20] èçó÷àëèñü íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1.1), çàäàííîãî íà îãðàíè÷åííîì ïðÿìîóãîëüíèêå â R3. Â [18] ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü çàäà÷à íà (0, 1) × (−π/2, π/2)2 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=1

= ux
∣∣
x=1

= 0 è ëèáî îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå,

ëèáî ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ïðè y = ±π/2, z = ±π/2. Áûëè ïî-
ëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñóøåñòâîâàíèè ãëîáàëüíîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ
äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà L2. Â ñòàòüå [19] ðàññìàòðè-
âàëàñü çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) íà àíàëîãè÷íîé îáëàñòè, ïðè ýòîì â
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îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé ðàáîòû êðàåâûå óñëîâèÿ ïî x ïðåäïîëàãàëèñü
òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèìè. Áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè
ãëîáàëüíîãî ïî âðåìåíè áîëåå ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ ïðè íà÷àëüíîé
ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà H1. Íàêîíåö, â ñòàòüå [20] ðàññìàòðèâàëàñü
çàäà÷à íà îáëàñòè (0, L0)× (0, L1)× (0, L2) ñ îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè
Äèðèõëå íà ãðàíèöå îáëàñòè è äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ux

∣∣
x=L0

= 0.

Ïðè óñëîâèè ëèáî ìàëîñòè îäíîé èç âåëè÷èí Lj ëèáî ìàëîñòè ðåãóëÿð-
íîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè áûë óñòàíîâëåí ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè è
åäèíñòâåííîñòè ãëîáàëüíîãî ïî âðåìåíè ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ è åãî
óáûâàíèè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ.

Çàäà÷à àíàëîãè÷íàÿ (1.1)�(1.4) ïðè µ ≡ 0 è îäíîðîäíûõ óñëîâèÿõ
Äèðèõëå íà Γ+

T â ñëó÷àå Ω = (0, L1)× (0, L2) ðàíåå áûëà ðàññìîòðåíà â
ñòàòüå [21]. Ïðè óñëîâèè ëèáî ìàëîñòè îäíîé èç âåëè÷èí Lj , ëèáî ìàëî-
ñòè ðåãóëÿðíîé ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàþùåé ïðè x→ +∞ íà-
÷àëüíîé ôóíêöèè (u0, u0x, u0yy, u0zz,∆u0x ëåæàò â âåñîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå L2 íà îáëàñòè Σ+ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âåñîì ïðè x → +∞) áûë
óñòàíîâëåí ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ãëîáàëüíîãî
ïî âðåìåíè ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ è åãî óáûâàíèè ïðè áîëüøèõ âðåìå-
íàõ.

Â ñòàòüå [8] äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) áûëà ðàññìîòðåíà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ
çàäà÷à íà ñëîå Σ = R×Ω, ãäå Ω ëèáî îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé
êëàññà C3, ëèáî ïðÿìîóãîëüíèê (0, L1)×(0, L2), ñ îäíîðîäíûì êðàåâûì
óñëîâèåì Äèðèõëå. Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäïîëàãàëàñü ïðèíàäëåæà-
ùåé íåêîòîðîìó âåñîâîìó ïðîñòðàíñòâó ïðè x→ +∞ ëèáî L2, ëèáîH

1.
Â êà÷åñòâå âåñîâ äîïóñêàëèñü êàê ñòåïåííûå , òàê è ýêñïîíåíöèàëüíûå
ôóíêöèè. Â ñëó÷àå L2 áûë óñòàíîâëåí ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè ãëî-
áàëüíîãî ïî âðåìåíè ñëàáîãî ðåøåíèÿ, à â ñëó÷àå H1 � ñóùåñòâîâàíèè
è åäèíñòâåííîñòè áîëåå ðåãóëÿðíîãî ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ. Áîëåå òîãî,
ïðè ýêñïîíåíöèàëüíûõ âåñàõ è ìàëîñòè íà÷àëüíîé ôóíêöèè, à â ñëó-
÷àå b > 0 òàêæå íåêîòîðîì îãðàíè÷åíèè íà ðàçìåð îáëàñòè Ω, áûëî
äîêàçàíî ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ
âðåìåíàõ.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
(1.1)�(1.4) îçíà÷àåò ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåõìåðíûõ âîëí
â êàíàëå îãðàíè÷åííîé øèðèíû îò íà÷àëüíîé ñòåíêè. Îäíîðîäíîå
óñëîâèå Äèðèõëå a) ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè îòñóòñòâèÿ äåôîðìàöèé íà
ãðàíèöàõ êàíàëà, à îäíîðîäíîå óñëîâèÿ Íåéìàíà b) � óñëîâèþ íåïðî-
òåêàíèÿ ÷åðåç ýòè ãðàíèöû.
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Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåí-
íîñòè ãëîáàëüíûõ ïî âðåìåíè ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�
(1.4) â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, à òàêæå èõ óáûâàíèè ïðè
áîëüøèõ âðåìåíàõ. Â êà÷åñòâå âåñîâ äîïóñêàþòñÿ êàê ñòåïåííûå, òàê
è ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè. Ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-
ñòâåííîñòè ñîâïàäàþò äëÿ îáîèõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.4), ïðè-
÷åì áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåð âõîäíûõ äàííûõ, ðåçóëü-
òàòû îá óáûâàíèè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ óñòàíîâëåíû òîëüêî â ñëó-
÷àå óñëîâèé Äèðèõëå, ïðèìåíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ âåñîâ, µ ≡ 0,
f ≡ 0 è ìàëîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â ñëó÷àå äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ
Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ðàíåå óñòàíîâëå-
íû â ñòàòüå [22].

Ãëîáàëüíûå ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà îöåíêàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
àíàëîãàìè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�
Êóçíåöîâà â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè, à èìåííî,

∫
R3

u2 dxdydz = const,

∫
R3

(
u2
x + u2

y + u2
z −

1

3
u3

)
dxdydz = const. (1.5)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ñèòóàöèè, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ òîëü-
êî àíàëîã ïåðâîãî èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ (1.5), è íàçûâàòü ïîäîáíûå
ðåøåíèÿ ñëàáûìè, è êîãäà èñïîëüçóþòñÿ àíàëîãè îáîèõ, è íàçûâàòü â
ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ ñèëüíûìè.

Âî âñåé ïîñëåäóþùåé ÷àñòè ðàáîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü Ω
îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
ëèáî 1) ∂Ω ∈ C10 (â îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå, ñì., íàïðèìåð, [23]),
ëèáî 2) Ω � ïðÿìîóãîëüíèê (0, L1)× (0, L2) äëÿ íåêîòîðûõ L1, L2 > 0
(ìîæíî ââåñòè áîëåå ñëîæíûå óñëîâèÿ íà Ω, òàê ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå
ÿâëÿþòñÿ èõ ÷àñòíûì ñëó÷àåì è âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñîõðàíÿþòñÿ,
íî äëÿ ïðîñòîòû ìû îñòàíîâèìñÿ íà óêàçàííîì âàðèàíòå).

Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà ν = (ν1, ν2) ïîëîæèì ∂νy,z = ∂ν1y ∂
ν2
z , |ν| = ν1 +ν2.

Ïîëîæèì ∆⊥ = ∂2
y + ∂2

z . Äëÿ öåëîãî k ∈ [0, 10] ââåäåì ñïåöèàëüíûå

ïîäïðîñòðàíñòâà H̃k(Ω) ïðîñòðàíñòâà Hk(Ω), ó÷èòûâàþùèå ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ (1.4), à èìåííî, ϕ(y, z) ∈ H̃k(Ω), åñëè ϕ ∈ Hk(Ω) è
â ñëó÷àå a) (∆⊥)mϕ

∣∣
∂Ω

= 0 ïðè öåëûõ m ∈ [0, k/2),

â ñëó÷àå b) ∂
∂n̄ (∆⊥)mϕ

∣∣
∂Ω

= 0 ïðè öåëûõ m ∈ [0, (k − 1)/2).
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Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå õîðîøî èçâåñòíûå
ôàêòû îá îïåðàòîðå Ëàïëàñà (ñì., íàïðèìåð, [23]). Ñóùåñòâóåò îðòî-
íîðìàëüíàÿ â L2(Ω) ñèñòåìà âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé {ψl(y, z), l = 1, 2 . . . } îïåðàòîðà −∆⊥ íà Ω ñ îäíîðîäíûìè êðàåâû-
ìè óñëîâèÿìè íà ∂Ω èëè Äèðèõëå èëè Íåéìàíà (áóäåì èñïîëüçîâàòü

îäíî è òî æå îáîçíà÷åíèå â îáîèõ ñëó÷àÿõ), ïðè÷åì ψl ∈ H̃10(Ω). Åñëè
λl � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, òî λl > 0 ∀l, λl → +∞ êîãäà
l→ +∞. Åñëè ϕl = (ϕ,ψl), ãäå ñèìâîë ( · , · ) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå â L2(Ω), òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ϕ(y, z) ïðèíàäëåæàëà

ïðîñòðàíñòâó H̃k(Ω) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà ðàçëàãàëàñü
â ðÿä Ôóðüå

ϕ =

+∞∑
l=1

ϕlψl,

ñõîäÿùèéñÿ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Hk(Ω). Ïðè ýòîì,

‖ϕ‖2
H̃k(Ω)

6 c1

+∞∑
l=1

(λkl + 1)|ϕl|2 6 c2‖ϕ‖2H̃k(Ω)
(1.6)

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c1, c2, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò ñâîéñòâ îáëàñòè
Ω. Êðîìå òîãî, åñëè m 6 5, òî

‖ϕ‖H̃2m(Ω) 6 c
(
‖(∆⊥)mϕ‖L2(Ω) + ‖ϕ‖L2(Ω)

)
. (1.7)

Äëÿ öåëîãî k > 0 è ôóíêöèè ϕ(x, y, z) ïîëîæèì

|Dkϕ| =
( ∑
j+|ν|=k

(∂jx∂
ν
y,zϕ)2

)1/2

, |Dϕ| = |D1ϕ|.

Ïîëîæèì Lp,+ = Lp(Σ+), Hs
+ = Hs(Σ+), W k

p,+ = W k
p (Σ+), Ckb,+ =

Ckb (Σ+) (ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ k�ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìûõ íà Σ+ ôóíêöèé ñî âñåìè îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè). Àíà-

ëîãè÷íî H̃k(Ω) äëÿ öåëîãî k ∈ [0, 10] ââåäåì ïîäïðîñòðàíñòâà H̃k
+ =

H̃k(Σ+), ñîñòîÿùèå èç ôóíêöèé ϕ(x, y, z) ∈ Hk
+, äëÿ êîòîðûõ

â ñëó÷àå a) (∆⊥)mϕ
∣∣
R+×∂Ω

= 0 ïðè öåëûõ m ∈ [0, k/2),

â ñëó÷àå b)
∂

∂n̄
(∆⊥)mϕ

∣∣
R+×∂Ω

= 0 ïðè öåëûõ m ∈ [0, (k − 1)/2).
(1.8)

Ââåäåì ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.



ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È 341

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü u0 ∈ L2,+, µ ∈ L2(BT ), f ∈ L1(0, T ;L2,+).
Ôóíêöèÿ u∈L2(Π+

T ) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1)�(1.4),

åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ∈L∞(0,T ;H̃2
+), òàêîé ÷òî φt∈L∞(0,T ;L2,+),

φx ∈ L∞(0, T ; H̃2
+), φ

∣∣
t=T
≡ 0, φ

∣∣
x=0

= φx
∣∣
x=0
≡ 0, ñïðàâåäëèâî èíòå-

ãðàëüíîå òîæäåñòâî∫
Π+
T

(
u(φt + bφx + ∆φx) +

1

2
u2φx + fφ

)
dxdydzdt

+

∫
Σ+

u0φ
∣∣
t=0

dxdydz +

∫
BT

µφxx
∣∣
x=0

dydzdt = 0. (1.9)

Çàìå÷àíèå 1.1. Â ñèëó èçâåñòíîãî âëîæåíèÿ H2 ⊂ L∞ â ëþáîé îá-
ëàñòè íà R3 âñå èíòåãðàëû â ëåâîé ÷àñòè (1.9) ñóùåñòâóþò.

Áåñêîíå÷íî ãëàäêóþ, ïîëîæèòåëüíóþ íà R+ ôóíêöèþ ψ(x) áóäåì
íàçûâàòü äîïóñòèìîé âåñîâîé ôóíêöèåé è îáîçíà÷àòü ψ ∈ A, åñëè

|ψ(j)(x)| 6 c(j)ψ(x) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî j è ∀x > 0. (1.10)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ψ ∈ A, òî ïîñêîëüêó ïðè x1, x2 > 0, |x1 − x2| 6 1∣∣∣∣ln ψ(x2)

ψ(x1)

∣∣∣∣ =
∣∣∣ x2∫
x1

ψ′(x)

ψ(x)
dx
∣∣∣ 6 c(1),

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

max
x∈[n,n+1]

ψ(x) 6 c min
x∈[n,n+1]

ψ(x)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c > 0 è ∀n > 0.
(1.11)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ψ ∈ A î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ψ(x) 6 ψ(0)ec(1)x ∀x > 0. (1.12)

Â ñòàòüå [16] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ψs ∈ A äëÿ ëþáîãî s ∈ R, åñëè ψ ∈ A.
Ïðè α ∈ R ôóíêöèè ψ(x) ≡ e2αx, ψ(x) ≡ (1 + x)2α ∈ A, áîëåå òîãî,
åñëè α > 0, òî èõ ïðîèçâîäíûå ψ′ ∈ A. Äðóãèì âàæíûì ïðèìåðîì
äîïóñòèìîé âåñîâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ρ0(x) ≡ 1 + 2

π arctg x. Çàìåòèì,
÷òî ρ′0 ∈ A.

Äëÿ äîïóñòèìîé âåñîâîé ôóíêöèè ψ(x) ñèìâîëîì H̃k,ψ
+ îáîçíà÷èì

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ϕ(x, y, z), òàêèõ ÷òî ϕψ1/2 ∈ H̃k
+, ‖ϕ‖H̃k,ψ+

=
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‖ϕψ1/2‖Hk+ . Ïóñòü L
ψ
2,+ = H̃0,ψ

+ = {ϕ(x, y, z) : ϕψ1/2 ∈ L2,+}, â ÷àñòíî-
ñòè, ‖ϕ‖Lψ2,+ = ‖ϕψ1/2‖L2,+. Î÷åâèäíî, ÷òî L

ρ0
2,+ = L2,+.

Ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ áóäåì ñòðîèòü â ïðîñòðàíñòâàõ

Xk,ψ
w (Π+

T ) = Cw([0, T ]; H̃k,ψ
+ ) ∩ L2(0, T ; H̃k+1,ψ′

+ )

(ñèìâîë Cw îáîçíà÷àåò ñëàáóþ íåïðåðûâíîñòü) ïðè k = 0 (ñëàáûå ðå-
øåíèÿ) è k = 1 (ñèëüíûå ðåøåíèÿ) äëÿ ôóíêöèé ψ(x), äëÿ êîòîðûõ
ψ,ψ′ ∈ A. Ïóñòü Xψ

w(Π+
T ) = X0,ψ

w (Π+
T ).

Ïîëîæèì òàêæå

σ+(u;T ) = sup
x0>0

T∫
0

x0+1∫
x0

∫
Ω

u2 dydzdxdt. (1.13)

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ãðàíè÷íîé ôóíêöèè µ ââåäåì ñïåöèàëüíûå
àíèçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü B = R×Ω. Äëÿ ôóíêöèè µ(t, y, z) ∈
L2(B) ïîëîæèì

µ̂(θ, l)=Ft→θ[µl(t)](θ)= lim
T→+∞

T∫
−T

e−iθt
∫
Ω

µ(t, y, z)ψl(y, z) dydzdt, (1.14)

ãäå ïðè ôèêñèðîâàííûõ θ è l ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(B).
Äëÿ s ∈ [0, 10] (âîîáùå ãîâîðÿ, íåöåëîãî) ââåäåì ïðîñòðàíññòâî

H̃s/3,s(B) êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé µ ∈ L2(B), äëÿ êîòîðûõ

‖µ‖H̃s/3,s(B) =
(+∞∑
l=1

∥∥(|θ|2/3 + λl + 1)s/2µ̂(θ, l)
∥∥2

L2(Rθ)

)1/2

<∞

(çäåñü è äàëåå â àíàëîãè÷íûõ ñèòóàöèÿõ âåðõíèé èíäåêñ θ îçíà÷àåò,
÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ýòîé ïåðåìåííîé). Ïðî-

ñòðàíñòâî H̃s/3,s(BT ) îïðåäåëèì êàê ïðîñòðàíñòâî ñóæåíèé íà BT
ôóíêöèé èç H̃s/3,s(B) ñ åñòåñòâåííîé íîðìîé. Íàïðèìåð, ïðè s =

3 ïðîñòðàíñòâî H̃1,3(BT ) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ôóíêöèé µ ∈
L2(0, T ; H̃3(Ω)), µt ∈ L2(BT ).

Èñïîëüçîâàíèå ïîäîáíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæåò áûòü
îáîñíîâàíî ñëåäóþùèì ðàññóæäåíèåì. Ïóñòü v(t, x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì çàäà÷è Êîøè

vt + ∆vx = 0, v
∣∣
t=0

= v0(x, y, z)
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èç ïðîñòðàíñòâà Cb(Rt;Hs(R3)), êîòîðîå ëåãêî ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Òîãäà èñïîëüçóÿ ìåòîäû èç ñòàòüè [24], ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R∥∥D1/3

t v
∥∥2

H
s/3,s

t,(y,z)
(R3)

+
∥∥∇x,y,zv∥∥2

H
s/3,s

t,(y,z)
(R3)
∼ ‖v0‖2Hs(R3) (1.15)

(çäåñü ñèìâîë Dα îáîçíà÷àåò ïîòåíöèàë Ðèññà ïîðÿäêà −α, ïðîñòðàí-
ñòâî H

s/3,s
t,(y,z)(R

3) � àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ïîðÿäêà s/3

ïî ïåðåìåííîé t è ïîðÿäêà s ïî y è z, ñì., íàïðèìåð, [16]).
Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Â íèõ ïî óìîë-

÷àíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò ââåäåííûì âûøå
óñëîâèÿì.

Òåîðåìà 1.1 (Ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ ðåøåíèé). Ïóñòü u0 ∈ Lψ2,+, µ ∈
H̃s/3,s(BT ), f ∈ L1(0, T ;Lψ2,+) äëÿ íåêîòîðûõ T > 0, s > 2 è ôóíêöèè

ψ(x), äëÿ êîòîðîé ψ,ψ′ ∈ A. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è

(1.1)�(1.4) u ∈ Xψ
w(Π+

T ), äëÿ êîòîðîãî σ+(|Du|;T ) <∞.

Çàìå÷àíèå 1.2. Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè ρ0 ñëåäóåò, ÷òî åñëè u0 ∈ L2,+,

µ ∈ H̃s/3,s(BT ), f ∈ L1(0, T ;L2,+), òî ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå çà-
äà÷è (1.1)�(1.4) u ∈ Cw([0, T ];L2,+), äëÿ êîòîðîãî σ+(|Du|;T ) < ∞. Â
ñëó÷àå àíàëîãè÷íîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíå-
íèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà íà ïîëóïîëîñå R+×(0, L) â ñòàòüå [22] íàðÿäó
ñ ñóùåñòâîâàíèåì ñëàáîãî ðåøåíèÿ óñòàíîâëåíà òàêæå åãî åäèíñòâåí-
íîñòü ïðè äîñòàòî÷íîé ñêîðîñòè âîçðàñòàíèÿ âåñîâîé ôóíêöèè íà +∞.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñèëüíûì ðåøåíèÿì, ïîä êîòîðûìè áóäåì ïî-
íèìàòü ñëàáûå ðåøåíèÿ, ëåæàùèå â áîëåå ðåãóëÿðíîì ïðîñòðàíñòâå
X1,ψ
w (Π+

T ).

Òåîðåìà 1.2 (Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñèëüíûõ ðåøåíèé).

Ïóñòü u0 ∈ H̃1,ψ
+ , µ ∈ H̃s/3,s(BT ), f ∈ L2(0, T ; H̃1,ψ

+ ) äëÿ íåêîòîðûõ

T > 0, s > 2 è ôóíêöèè ψ(x), òàêîé ÷òî ψ,ψ′ ∈ A, u0(0, y, z) ≡
µ(0, y, z). Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)�(1.4) u ∈
X1,ψ
w (Π+

T ), äëÿ êîòîðîãî σ+(|D2u|;T ) < ∞. Åñëè äîïîëíèòåëüíî èç-

âåñòíî, ÷òî ψ1/3(x) 6 cψ′(x) ∀x > 0, òî ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)�(1.4)
åäèíñòâåííî â ïðîñòðàíñòâå X1,ψ

w (Π+
T ).

Çàìå÷àíèå 1.3. Åñëè u0 ∈ H̃1
+, µ ∈ H̃s/3,s(BT ), f ∈ L2(0, T ; H̃1

+),
u0(0, y, z) ≡ µ(0, y, z), òî ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)�(1.4)

u ∈ Cw([0, T ]; H̃1
+), äëÿ êîòîðîãî σ+(|D2u|;T ) < ∞. Ñîãëàñíî (1.15)
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ïðè íà÷àëüíîé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà H̃1
+ åñòåñòâåííûì ñ òî÷êè

çðåíèÿ ãëàäêîñòè êðàåâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå µ ∈ H̃2/3,2(BT ),
òàê ÷òî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ε-áëèçêèì ê åñòåñòâåííîìó.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëîêàëüíûé ïî âðåìåíè ðåçóëüòàò ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè åñòåñòâåííûõ óñëî-
âèÿõ ãëàäêîñòè ôóíêöèè µ. Óñëîâèþ åäèíñòâåííîñòè óäîâëåòâîðÿåò
ýêñïîíåíöèàëüíûé âåñ e2αx ïðè ëþáîì α > 0 è ñòåïåííîé âåñ (1 + x)2α

ïðè α > 3/4.

Â ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî çàäà÷à ñ êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå (1.4). Ïóñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè
ðàíåå îáîçíà÷åíèÿìè λ1 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà
−∆⊥ â îáëàñòè Ω ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Èç-
âåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå λ1 > 0. Íàïîìíèì, äëÿ ïðèìåðà, ÷òî â ñëó÷àå
Ω ⊂ (0, L1)× (0, L2) ñïðàâåäëèâà îöåíêà λ1 > π2(1/L2

1 + 1/L2
2).

Òåîðåìà 1.3 (Óáûâàíèå ñëàáûõ ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ). Ñó-
ùåñòâóåò Λ(b), òàêîå ÷òî Λ(b) = 0 ïðè b 6 0, Λ(b) > 0 ïðè b > 0, äëÿ
êîòîðîãî, åñëè λ1 > Λ(b), òî ñóùåñòâóþò α0 > 0, ε0 > 0 è β > 0, òà-

êèå ÷òî, åñëè u0 ∈ Lψ2,+ äëÿ ψ(x) ≡ e2αx ïðè α ∈ (0, α0], ‖u0‖L2,+
6 ε0,

µ ≡ 0, f ≡ 0, òî ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå u(t, x, y, z) çàäà÷è (1.1)�
(1.4) â ñëó÷àå êðàåâîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå a), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàí-

ñòâàì Xψ
w(Π+

T ) ∀T > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

‖u(t, · , · , · )‖Lψ2,+ 6 e
−αβt‖u0‖Lψ2,+ ∀t > 0. (1.16)

Òåîðåìà 1.4 (Óáûâàíèå ñèëüíûõ ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ).
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3 è ïóñòü âåëè÷èíû Λ(b), a0,

ε0, β îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå â òåîðåìå 1.3. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî èç-

âåñòâíî, ÷òî, ÷òî u0 ∈ H̃1,ψ
+ , ψ(x) ≡ e2αx, α ∈ (0, α0], u0(0, y, z) ≡ 0.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c, çàâèñÿùåé îò b, α, β, ‖u0‖H̃1,ψ
+

,

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî åäèíñòâåííîãî ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

(1.1)�(1.4) èç ïðîñòðàíñòâ X1,ψ
w (Π+

T ) ∀T > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖u(t, · , · , · )‖H̃1,ψ
+
6 ce−αβt ∀t > 0. (1.17)

Çàìå÷àíèå 1.4. Åñëè b 6 0, òî êàêèå-ëèáî îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü
Ω (êðîìå ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèé ãëàäêîñòè ãðàíèöû) â òåîðå-
ìàõ 1.3 è 1.4 îòñóòñòâóþò. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3 ñëåäóåò, ÷òî
Λ(b) 6 8b â ñëó÷àå b > 0; β > λ1/8 ïðè ëþáîì b (ýòè îöåíêè çàâåäîìî
íåòî÷íû). Â ÷àñòíîñòè, β > π2(1/L2

1+1/L2
2)/8, åñëè Ω ⊂ (0, L1)×(0, L2).
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Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 ââåäåíû íåêîòîðûå
äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå èíòåðïîëÿöè-
îííûå íåðàâåíñòâà è ðàññìîòðåíû íà÷àëüíî�êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ëè-
íåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Çàõàðîâà�Êóçíåöîâà. �3 ñîäåðæèò äîêàçà-
òåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé, �4 � îá èõ åäèíñòâåí-
íîñòè è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè, à �5 � îá óáûâàíèè ïðè áîëüøèõ
âðåìåíàõ.

�2. Âñïîìîãàòåëüíûå ìàòåðèàëû

Â äàëüíåéøåì íå áóäåì óêàçûâàòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ Σ+.
Òàêæå äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà ïî P = (x, y, z) áóäåì ïèñàòü dP âìåñòî
dxdydz.

Ñèìâîëîì η(x) áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ òèïà ñðåçêè, à èìåííî,
áåñêîíå÷íî ãëàäêóþ íåóáûâàþùóþ íà R ôóíêöèþ, òàêóþ ÷òî η(x) = 0
ïðè x 6 0, η(x) = 1 ïðè x > 1, η(x) + η(1− x) ≡ 1.

Ââåäåì àíèçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñî ñâîéñòâàìè ãëàä-

êîñòè òîëüêî ïî òðàíñâåðñàëüíûì ïåðåìåííûì. Ñèìâîëîì H̃
(0,k)
+ îáî-

çíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ϕ(x, y, z), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò âñå
ïðîèçâîäíûå ∂νy,zϕ ∈ L2,+ ïðè |ν| 6 k è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.8), ñ
åñòåñòâåííîé íîðìîé

‖ϕ‖
H̃

(0,k)
+

=
(∑
|ν|6k

‖∂νy,z‖2L2,+

)1/2

.

.
Òàêæå ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

H
(−1,0)
+ =

{
ϕ(x, y, z) = ϕ0(x, y, z) + ∂xϕ1(x, y, z) : ϕj ∈ L2,+

}
ñ åñòåñòâåííîé íîðìîé ‖ϕ‖

H
(−1,0)
+

=
(
‖ϕ0‖2L2,+

+ ‖ϕ1‖2L2,+

)1/2
.

Ëåììà 2.1. Åñëè ϕ ∈ L2,+, ϕxxx ∈ H(−1,0)
+ (ïðîèçâîäíàÿ ïîíèìàåòñÿ

â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà îáëàñòè Σ+), òî ϕx ∈ L2,+ è äëÿ

íåêîòîðîé êîíñòàíòû c âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖ϕx‖L2,+
6 c
(
‖ϕxxx‖H(−1,0)

+
+ ‖ϕ‖L2,+

)
. (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ϕ( · , y, z)∈L2(R+), ϕxxx( · , y, z)∈H−1(R+)
äëÿ ïî÷òè âñåõ (y, z) ∈ Ω, òî äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç [25, ëåì-
ìà A.3], ãäå îíî áûëî äîêàçàíî â îäíîìåðíîè ñëó÷àå (ïðè áîëåå îáùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ). �
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Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî èíòåðïîëÿöèîííûõ íåðàâåíñòâ.

Ëåììà 2.2. Åñëè ψ(x) � äîïóñòèìàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùåñòâó-
åò êîíñòàíòà c > 0, çàâèñÿùàÿ îò ñâîéñòâ ôóíêöèè ψ, òàêàÿ ÷òî

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ(x, y, z), äëÿ êîòîðîé ϕxx, ϕ ∈ Lψ2,+, ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:∫

ϕ2
xψ dP 6 c

(∫
ϕ2
xxψ dP

)1/2(∫
ϕ2ψ dP

)1/2

+ c

∫
ϕ2ψ dP, (2.2)∫

Ω

(ϕ2
xψ)
∣∣
x=0

dydz6c
(∫

ϕ2
xxψ dP

)3/4(∫
ϕ2ψ dP

)1/4

+c

∫
ϕ2ψ dP. (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ýëåìåíòàðíîì íåðà-
âåíñòâå

sup
x>0

f2(x) 6 2
(∫
R+

(f ′)2 dx
)1/2(∫

R+

f2 dx
)1/2

è ðàâåíñòâå∫
R+

(f ′)2ψ dx = −(f ′fψ)
∣∣
0
−
∫
R+

f ′′fψ dx−
∫
R+

f ′fψ′ dx.

Òîãäà∫
Ω

|ϕxϕψ|
∣∣
x=0

dydz 6 2
(∫

Ω

sup
x>0

ϕ2
xψ dydz

)1/2(∫
Ω

sup
x>0

ϕ2ψ dydz
)1/2

6 c
(∫

(ϕ2
xx + ϕ2

x)ψ dP
)1/4(∫

(ϕ2
x + ϕ2)ψ dP

)1/2(∫
ϕ2ψ dP

)1/4

è, ñëåäîâàòåëüíî, âûâîäèì ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.10), ÷òî∫
ϕ2
xψ dP

6 c
(∫

(ϕ2
xx + ϕ2

x)ψ dP
)1/4(∫

(ϕ2
x + ϕ2)ψ dP

)1/2(∫
ϕ2ψ dP

)1/4

+
(∫

ϕ2
xxψ dP

)1/2(∫
ϕ2ψ dP

)1/2

+ c
(∫

ϕ2
xψ dP

)1/2(∫
ϕ2ψ dP

)1/2

,

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (2.2). Íàêîíåö,∫
Ω

(ϕ2
xψ)
∣∣
x=0

dydz 6 c
(∫

(ϕ2
xx + ϕ2

x)ψ dP
)1/2(∫

ϕ2
xψ dP

)1/2
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è íåðàâåíñòâî (2.3) ñëåäóåò èç (2.2). �

Ëåììà 2.3. Ïóñòü ψ1(x), ψ2(x) � äâå äîïóñòèìûå âåñîâûå ôóíêöèè,
ïðè÷åì ψ1(x) 6 c0ψ2(x) ∀x > 0 äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c0 > 0.
Ïóñòü ëèáî 1) k = 1,m = 0, ëèáî 2) k = 2,m = 1, ëèáî 3) k = 2,m = 0;
q ∈ [2, 6] â ñëó÷àÿõ 1) è 2), q ∈ [2,+∞] â ñëó÷àå 3). Òîãäà ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà c > 0, çàâèñÿùàÿ îò ñâîéñòâ âåñîâûõ ôóíêöèé, k, m, q
è îáëàñòè Ω, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ(x, y, z), äëÿ êîòîðîé

|Dkϕ| ∈ Lψ1

2,+, ϕ ∈ L
ψ2

2,+, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∥∥|Dmϕ|ψs1ψ
1/2−s
2

∥∥
Lq,+

6 c
∥∥|Dkϕ|

∥∥2s

L
ψ1
2,+

∥∥ϕ∥∥1−2s

L
ψ2
2,+

+
∥∥ϕ∥∥

L
ψ2
2,+

, (2.4)

ãäå

s = s(k,m, q) =
2m+ 3

4k
− 3

2kq
. (2.5)

Åñëè ϕ
∣∣
R+×∂Ω

= 0, òî ëèáî â ñëó÷àå 1), ëèáî â ñëó÷àå 2) ïðè q = 2,

ëèáî â ñëó÷àå 3) ïðè q 6 6 êîíñòàíòà c â (2.4) íå çàâèñèò îò Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðè q < +∞ äîñëîâíî ïîâòîðÿåò
äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1 èç [8], ãäå îíî áûëî ïðîâåäåíî äëÿ ñëó÷àÿ
îáëàñòè Σ = R×Ω, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé âûêëàäêè äëÿ k = 2, m = 1,
q = 2, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå âûãëÿäèò òàê:∫

|Dϕ|2ψ1/2
1 ψ

1/2
2 dP = −

∫
∆ϕψ

1/2
1 · ϕψ1/2

2 dP

−
∫
ϕϕx(ψ

1/2
1 ψ

1/2
2 )′ dP +

∫
R+×∂Ω

ϕ(ϕyny + ϕznz)ψ
1/2
1 ψ

1/2
2 dS

−
∫
Ω

(
ϕϕxψ

1/2
1 ψ

1/2
2

)∣∣
x=0

dydz,

ãäå íîâûì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè. Òîãäà∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(
ϕϕxψ

1/2
1 ψ

1/2
2

)∣∣
x=0

dydz

∣∣∣∣∣∣
6
(∫

Ω

(
ϕ2ψ

1/4
1 ψ

3/4
2

)∣∣
x=0

dydz
)1/2(∫

Ω

(
ϕ2
xψ

3/4
1 ψ

1/4
2

)∣∣
x=0

dydz
)1/2

6 c
(∫

(ϕ2
xxψ1 + ϕ2

xψ
1/2
1 ψ

1/2
2 ) dP

)1/4(∫
(ϕ2
xψ

1/2
1 ψ

1/2
2 + ϕ2ψ2) dP

)1/2
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×
(∫

ϕ2ψ2 dP
)1/4

è ïî àíàëîãèè ñ [8] òàêæå ïîëó÷àåì îöåíêó (2.4) â óêàçàííîì ñëó÷àå.
Â ñëó÷àå æå q = +∞ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì èíòåðïîëÿöèîííûì

íåðàâåíñòâîì èç [26, òåîðåìà 10.1]: åñëè Qn = (n, n+ 1)× Ω, òî

‖f‖L∞(Qn) 6 c(Ω)
(
‖∆f‖2L2(Qn) + ‖f‖2L2(Qn)

)3/8

‖f‖1/4L2(Qn).

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó (1.11)

sup
(x,y)∈Qn

|ϕ|ψ3/8
1 ψ

1/8
2 6c min

x∈[n,n+1]
ψ

3/8
1 (x) min

x∈[n,n+1]
ψ

1/8
2 (x) · ‖ϕ‖L∞(Qn)

6 c(Ω)
(∫
Qn

(
(∆ϕ)2 + ϕ2

)
ψ1 dP

)3/8(∫
Qn

ϕ2ψ2 dP
)1/8

,

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (2.4) ïðè m = 0, k = 2, q = +∞. �

Ïðè èçó÷åíèè âîïðîñà îá óáûâàíèè ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ
áóäåì èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà (ñì. [23]): äëÿ ϕ ∈ H1

0 (Ω)

‖ϕ‖2L2(Ω) 6
1

λ1

(
‖ϕy‖2L2(Ω) + ‖ϕz‖2L2(Ω)

)
, (2.6)

ãäå λ1 > 0 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå ÷èñëî îïåðàòîðà −∆⊥ â îáëàñòè
Ω ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåàðè-
çîâàííîãî óðàâíåíèÿ

ut + bux + ∆ux = f(t, x, y, z) (2.7)

ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2)�(1.4). Ïîíÿòèå ñëàáîãî ðå-
øåíèÿ çäåñü ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ 1.1. Ïðåæäå âñåãî
ðàññìîòðèì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ðåãó-
ëÿðíûõ ðåøåíèé, â êîòîðîì íå áóäåì ñòðåìèòüñÿ ê òî÷íîñòè óñëîâèé
íà äàííûå çàäà÷è. Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî èìåííî äëÿ ñïðà-
âåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ââåäåíû óñëîâèÿ íà îáëàñòü Ω.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü µ ≡ 0, ∂jxu0 ∈ H̃
(0,10)
+ , ∂jxu0

∣∣
x=0
≡ 0 äëÿ ëþáîãî

öåëîãî j > 0, ∂mt ∂
j
xf ∈ C([0, T ]; H̃

(0,10)
+ ), ∂mt f

∣∣
t=0
≡ 0 äëÿ ëþáûõ öåëûõ

j,m > 0. Ïóñòü òàêæå u0 = f ≡ 0 ïðè x > R äëÿ íåêîòîðîãî R > 0.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2.7), (1.2)�(1.4), òàêîå ÷òî

u ∈ L∞(0, T ; H̃
(0,4)
+ ), ux ∈ L∞(0, T ; H̃2

+),

ut ∈ L∞(0, T ; H̃
(0,2)
+ ), ut ∈ L∞(0, T ; H̃1

+), utt ∈ L∞(0, T ;L2,+).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïðîäîëæèì ôóíêöèè u0 è f íà îòðè-
öàòåëüíóþ ïîëóîñü ïî x ñ ñîõðàíåíèåì êëàññà è ôèíèòíîñòè. Ðàññìîò-
ðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó â ΠT = (0, T )×Σ, Σ = R×Ω, äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (2.7) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (1.2) íà Σ è êðàåâûì óñëîâèåì (1.4)
a) èëè b) íà ΓT = (0, T )×R×∂Ω. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îáîçíà÷èì ÷åðåç
w(t, x, y, z). Ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
è ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì àíàëîãè÷íî [8, ëåììà 2.1], à
èìåííî,

w(t, x, y, z) =
1

2π

∫
R

+∞∑
l=1

eiξxψl(y, z)û(t, ξ, l) dξ, (2.8)

ãäå

û(t, ξ, l) = û0(ξ, l)ei(ξ
3−bξ+ξλl)t +

t∫
0

f̂(τ, ξ, l)ei(ξ
3−bξ+ξλl)(t−τ) dτ,

û0(ξ, l) ≡
∫
Σ

e−iξxψl(y, z)u0(x, y, z) dP,

f̂(t, ξ, l) ≡
∫
Σ

e−iξxψl(y, z)f(t, x, y, z) dP.

Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé ψl è ïðîñòðàíñòâ H̃k(Ω)

(1 + |x|)n∂mt ∂jx∂νy,zw ∈ C([0, T ];L2(Σ))

äëÿ ëþáûõ n, j è 2m + |ν| 6 10. Êðîìå òîãî, w(t, x, ·, ·) ∈ H̃10(Ω) äëÿ
ëþáûõ t ∈ [0, T ] è x ∈ R.

Ïîëîæèì µ(t, y, z) ≡ −w(t, 0, y, z) è ðàññìîòðèì â Σ+ íà÷àëüíî êðà-
åâóþ çàäà÷ó (2.7), (1.2)�(1.4) ïðè u0 ≡ 0, f ≡ 0, îáîçíà÷èì åå ðåøåíèå
÷åðåç v(t, x, y, z).

Çàìåòèì, ÷òî ∂mt µ ∈ C([0, T ]; H̃10−2m
+ ), ∂mt µ(0, y, z) ≡ 0 ïðè m 6 5.

Ïîëîæèì Ψ(t, x, y, z) ≡ µ(t, y, z)η(1− x), F (t, x, y, z) ≡ −(Ψt + bΨx +

∆Ψx)(t, x, y, z). Òîãäà ∂mt ∂
j
xΨ ∈ C([0, T ]; H̃10−2m

+ ) ïðè m 6 5 è ëþáîì j,

∂mt ∂
j
xF ∈ C([0, T ]; H̃

(0,8−2m)
+ ), ∂mt F (0, x, y, z) ≡ 0 ïðè m 6 4 è ëþáîì j.
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Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (2.7), (1.2)�(1.4) äëÿ u0 ≡
0, µ ≡ 0, f ≡ F . Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è V (t, x, y, z) = v(t, x, y, z) −
Ψ(t, x, y, z) áóäåì ñòðîèòü ìåòîäîì Ãàëåðêèíà.

Ïóñòü {ϕj(x) : j = 1, 2, . . . } � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèé {ϕ ∈ H3(R+) : ϕ(0) = ϕ′(0) = 0}. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â âèäå

Vk(t, x, y, z) =

k∑
j,l=1

ckjl(t)ϕj(x)ψl(y, z), (2.9)

èñõîäÿ èç óñëîâèé äëÿ t ∈ [0, T ], i,m = 1, . . . , k∫ [
Vktϕiψm − Vk(bϕ′iψm + ϕ′′′i ψm + ϕ′i∆

⊥ψm)
]
dP

−
∫
Fϕiψm dP = 0,

(2.10)

ckjl(0) = 0. (2.11)

Óìíîæèâ ðàâåíñòâî (2.10) íà 2ckim(t) è ïðîñóììèðîâàâ ïî i è m, ïî-
ëó÷èì, ÷òî

2

∫ [
VktVk − Vk(bVkx + 2Vkxxx + ∆⊥Vkx)− FVk

]
dP = 0, (2.12)

èç êîòîðîãî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âûâîäèì ðàâåíñòâî

d

dt

∫
V 2
k dP = 2

∫
FVk dP, (2.13)

îòêóäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (2.11) ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî k

‖Vk‖L∞(0,T ;L2,+) 6 c. (2.14)

Äàëåå, óìíîæèì ðàâåíñòâî (2.10) íà λ4
m, òîãäà ïîñêîëüêó λ4

mψm =
(∆⊥)4ψm, íàõîäèì, ÷òî∫ [

Vktϕi(∆
⊥)4ψm−Vk(bϕ′i(∆

⊥)4ψm+ϕ′′′i (∆⊥)4ψm+ϕ′i(∆
⊥)5ψm)

]
dP

−
∫
Fϕi(∆

⊥)4ψm dP = 0 (2.15)

(èìåííî ýòà âûêëàäêà ïîòðåáîâàëà, ÷òîáû ψm ∈ H̃10(Ω), à ñëåäîâà-
òåëüíî, è ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ íà îáëàñòü Ω). Óìíîæèâ ýòî ðà-
âåíñòâî íà 2ckim(t) è ïðîñóììèðîâàâ ïî i è m, ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî
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(2.12), ÷òî

2

∫ [
Vkt(∆

⊥)4Vk − Vk(b(∆⊥)4Vkx + 2(∆⊥)4Vkxxx + (∆⊥)5Vkx)

− F (∆⊥)4Vk
]
dP = 0, (2.16)

îòêóäà àíàëîãè÷íî (2.13) ñëåäóåò, ÷òî

d

dt

∫
((∆⊥)2Vk)2 dP = 2

∫
(∆⊥)2F · (∆⊥)2Vk dP, (2.17)

à òîãäà ðàâíîìåðíî ïî k

‖(∆⊥)2Vk‖L∞(0,T ;L2,+) 6 c. (2.18)

Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî (1.7), ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî k

‖Vk‖L∞(0,T ;H̃
(0,4)
+ )

6 c. (2.19)

Äàëåå, ïîëàãàÿ â (2.10) t = 0, óìíîæàÿ ðàâåíñòâî íà c′kim(0) è ñóì-
ìèðóÿ ïî i è m, íàõîäèì, ÷òî∫

V 2
kt

∣∣
t=0

dP =

∫
F
∣∣
t=0

Vkt
∣∣
t=0

dP, (2.20)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Vkt
∣∣
t=0

= 0, (2.21)

òàê êàê F
∣∣
t=0
≡ 0. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî (2.10) ïî t, âûâî-

äèì ðàâåíñòâî∫ [
Vkttϕiψm−Vkt(bϕ′iψm+ϕ′′′i ψm+ϕ′i∆

⊥ψm)
]
dP−

∫
FtϕiψmdP =0. (2.22)

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà 2c′kim(t) è ïðîñóììèðîâàâ ïî i èm, ïîëó÷èì
àíàëîãè÷íî (2.12), (2.13) ÷òî

d

dt

∫
V 2
kt dP = 2

∫
FtVkt dP, (2.23)

à òîãäà ðàâíîìåðíî ïî k

‖Vkt‖L∞(0,T ;L2,+) 6 c. (2.24)

Â ñâîþ î÷åðåäü, óìíîæèì ðàâåíñòâî (2.22) íà λ2
m, òîãäà ïîñêîëüêó

λ2
mψm = (∆⊥)2ψm, íàõîäèì àíàëîãè÷íî (2.15)�(2.18), ÷òî

‖∆⊥Vkt‖L∞(0,T ;L2,+) 6 c, (2.25)
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îòêóäà îïÿòü ïðèìåíÿÿ (1.7), ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî k

‖Vkt‖L∞(0,T ;H̃
(0,2)
+ )

6 c. (2.26)

Íàêîíåö, àíàëîãè÷íî (2.21) èç ðàâåíñòâà (2.22) ñëåäóåò, ÷òî
Vktt

∣∣
t=0

= 0, à ïîòîì ïîñëå åãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àíàëîãè÷íî (2.24)
ñëåäóåò, ÷òî

‖Vktt‖L∞(0,T ;L2,+) 6 c. (2.27)

Èç îöåíîê (2.19), (2.26) è (2.27) ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì íàõî-
äèì ôóíêöèþ V êàê ïðåäåë ôóíêöèé Vk ïî íåêîòîðîé ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè, ïðè÷åì V ∈ L∞(0, T ; H̃
(0,4)
+ ), Vt ∈ L∞(0, T ; H̃

(0,2)
+ ), Vtt ∈

L∞(0, T ;L2,+), V
∣∣
t=0

= 0 è ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ñìûñëå àíàëîãà èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (1.9).
Èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâåíñòâà (2.7) ñëåäóåò, ÷òî

Vxxx = F − Vt − bVx −∆⊥Vx. (2.28)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà â ñèëó óæå óñòàíîâëåííûõ ñâîéñòâ ôóíê-

öèè V ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L∞(0, T ;H
(−1,0)
+ ), òî åñòü Vxxx ∈

L∞(0, T ;H
(−1,0)
+ ). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.1) íàõîäèì, ÷òî

Vx∈L∞(0, T ;L2,+).
Äàëåå, ñîãëàñíî (2.28)

∆⊥Vxxx = ∆⊥F −∆⊥Vt − b∆⊥Vx − (∆⊥)2Vx. (2.29)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

L∞(0, T ;H
(−1,0)
+ ), òî åñòü (∆⊥V )xxx ∈ L∞(0, T ;H

(−1,0)
+ ). Èñïîëüçóÿ

íåðàâåíñòâî (2.1) íàõîäèì, ÷òî ∆⊥Vx ∈ L∞(0, T ;L2,+), à òîãäà ñîãëàñ-

íî íåðàâåíñòâó (1.7) Vx ∈ L∞(0, T ; H̃
(0,2)
+ ). Âîçâðàùàÿñü ê ðàâåíñòâó

(2.28), íàõîäèì, ÷òî Vxxx ∈ L∞(0, T ;L2,+), â èòîãå, Vx ∈ L∞(0, T ; H̃2
+).

Íàêîíåö, ñîãëàñíî (2.28)

Vtxxx = Ft − Vtt − bVtx −∆⊥Vtx, (2.30)

îòêóäà àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî Vtx∈L∞(0, T ;L2,+).
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ V îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè ãëàäêî-

ñòè, ÷òî è ôóíêöèÿ u â óñëîâèè ëåììû. Êðîìå òîãî, ñòàíäàðòíûì
ðàññóæäåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî V

∣∣
x=0

= 0.
Èñêîìîå ðåøåíèå u = w + V + Ψ. �

Ëåììà 2.5. Ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.7), (1.2)�(1.4) åäèíñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñòàíäàðòíûì ðàñ-
ñóæäåíèåì ìåòîäà Õîëüìãðåíà íà îñíîâå íèæåñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà
î ñóùåñòâîâàíèè ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è. �

Ëåììà 2.6. Íà îáëàñòè Σ+ ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

äëÿ óðàâíåíèÿ

ut − bux −∆ux = f(t, x, y, z) (2.31)

c íà÷àëüíûì óñëîâèåì (1.2) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.4),

u
∣∣
x=0

= µ0(t, y, z), ux
∣∣
x=0

= µ1(t, y, z), (t, y, z) ∈ BT . (2.32)

Ïóñòü u0 ≡ 0, µ0 = µ1 ≡ 0, f ∈ C∞0 (Π+
T ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

ýòîé çàäà÷è èç òîãî æå êëàññà, ÷òî è â ëåììå 2.4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.4 âíà÷àëå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à íà îáëàñòè Σ. Åå ðåøåíèå w
ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå àíàëîãè÷íîé (2.8) ñ åñòåñòâåííûìè èçìåíåíèÿ-
ìè, ïðè ýòîì ñâîéñòâà ôóíêöèè w íå ìåíÿþòñÿ.

Äàëåå ïîëîæèì µ0(t, y, z) ≡ −w(t, 0, y, z), µ1 ≡ −wx(t, 0, y, z) è ðàñ-
ñìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (2.31), (1.2), (1.4), (2.32) ïðè u0 ≡ 0,
f ≡ 0.

Ïîëîæèì Ψ(t, x, y, z) ≡ µ0(t, y, z)η(1−x)+µ1(t, y, z)xη(1−x) è îïðå-
äåëèì ôóíêöèþ F òàê æå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.4. Òîãäà
ôóíêöèè Ψ è F îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è â äîêàçàòåëü-
ñòâå ëåììû 2.4.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (2.31), (1.2), (1.4), (2.32) äëÿ
u0 ≡ 0, µ0 = µ1 ≡ 0, f ≡ F . Åå ðåøåíèå V (t, x, y, z) òàêæå áó-
äåì ñòðîèòü ìåòîäîì Ãàëåðêèíà â âèäå (2.9), ãäå â îòëè÷èå îò äî-
êàçàòåëüñòâà ëåììû 2.4 {ϕj(x) : j = 1, 2, . . . } � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
{ϕ ∈ H3(R+) : ϕ(0) = 0}, èñõîäÿ èç óñëîâèé (2.11) è∫ [

Vktϕiψm+Vk(bϕ′iψm+ϕ′′′i ψm+ϕ′i∆
⊥ψm)

]
dP−

∫
Fϕiψm dP =0,

t ∈ [0, T ], i,m = 1, . . . , k. (2.33)

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ðàâåíñòâà (2.33) íà 2ckim(t) è ñîîòâåòñòâóþùåãî ñóì-
ìèðîâàíèÿ â îòëè÷èå îò (2.13) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

d

dt

∫
V 2
k dP +

∫
Ω

V 2
kx

∣∣
x=0

dydz = 2

∫
FVk dP, (2.34)
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êîòîðîå âñå ðàâíî ïðèâîäèò ê îöåíêå (2.14). Àíàëîãè÷íûå äîïîëíè-
òåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè
ïðîâåäåíèè ïîñëåäóþùèõ âûêëàäîê êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåì-
ìû 2.4, ÷òî òàêæå ïðèâîäèò ê îöåíêàì (2.19), (2.26), (2.27). Íà îñíî-
âàíèè ýòèõ îöåíîê ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì íàõîäèì ôóíêöèþ V , îáëà-
äàþùóþ òåìè æå ñâîéñòâàìè ãëàäêîñòè, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå ëåì-
ìû 2.4 è ÿâëÿþùóþñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â
ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

T∫
0

∫ (
V (φt − bφx −∆φx) + Fφ

)
dPdt = 0,

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ L∞(0, T ; H̃2
+), òàêîé ÷òî φt ∈

L∞(0, T ;L2,+), φx ∈ L∞(0, T ; H̃2
+), φ

∣∣
t=T
≡ 0, φ

∣∣
x=0
≡ 0.

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 2.4 ñ åñòåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè â ðàâåíñòâàõ (2.28)�
(2.30). êðîìå òîãî, çäåñü ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî
òàêæå Vx

∣∣
x=0

= 0. �

Ëåììà 2.7. Ïóñòü ψ(x) � ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ψ,ψ′ ∈ A, u0 ∈ Lψ2,+,
µ ≡ 0, f ≡ f0 + f1x, ãäå f0 ∈ L1(0, T ;Lψ2,+), f1 ∈ L2(0, T ;L

ψ2/ψ′

2,+ ).

Òîãäà ñóùåñòâóþò (åäèíñòâåííîå) ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.7), (1.2)�
(1.4) èç ïðîñòðàíñòâà Xψ

w(Π+
T ) è ôóíêöèÿ µ1 ∈ L2(BT ), òàêèå ÷òî

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ L∞(0, T ; H̃2
+), òàêîé ÷òî φt ∈ L∞(0, T ;L2,+),

φx ∈ L∞(0, T ; H̃2
+), φ

∣∣
t=T
≡ 0, φ

∣∣
x=0
≡ 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

T∫
0

∫ [
u(φt + bφx + ∆φx) + f0φ− f1φx

]
dPdt

+

∫
u0φ

∣∣
t=0

dP −
∫
BT

µ1φx
∣∣
x=0

dydzdt = 0. (2.35)

Áîëåå òîãî, äëÿ t ∈ (0, T ]

‖u‖Xψw(Π+
t ) + ‖µ1‖L2(Bt)

6 c(T )
(
‖u0‖Lψ2,+ + ‖f0‖L1(0,t;Lψ2,+) + ‖f1‖L2(0,t;L

ψ2/ψ′
2,+ )

)
, (2.36)
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è äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T )

d

dt

∫
u2(t, x, y, z)ψ(x) dP+

∫
(3u2

x+u2
y+u2

z)ψ
′ dP−

∫
u2 ·(bψ′+ψ′′′) dP

+ ψ(0)

∫
Ω

µ2
1 dydz = 2

∫
f0uψ dP − 2

∫
f1(uψ)x dP. (2.37)

Åñëè f1 ≡ 0, òî â ðàâåíñòâå (2.37) ìîæíî ïîëîæèòü ψ ≡ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìàëüíî ðàâåíñòâî (2.37) äëÿ µ1≡ux
∣∣
x=0

â ïðåä-
ïîëîæåíèè çàêîííîñòè âñåõ ïðîâîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ
óìíîæåíèåì ðàâåíñòâà (2.7) íà 2u(t, x, y, z)ψ(x) è ïîñëåäóþùèì èíòå-
ãðèðîâàíèåì ïî îáëàñòè Σ+ (òàêæå îíî ñïðàâåäëèâî è ïðè ψ ≡ 1).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0 ∈ C∞0 (Σ+), f0, f1 ∈
C∞0 (Π+

T ) è ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå â ëåììå 2.4.
Äëÿ ëþáîãî r > 1 ïîëîæèì

ψr(x) ≡ ψ(x)η(r + 1− x) + ψ(r + 1)η(x− r).

ßñíî, ÷òî ψr(x) =ψ(x) ïðè x6 r, ψr(x) =ψ(r + 1) ïðè x>r+1, ôóíê-
öèÿ ψr îãðàíè÷åíà âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè (â îòëè÷èå îò ψ) è
ψr(x)→ ψ(x) ïðè r → +∞ äëÿ ëþáîãî x > 0. Íåòðóäíî òàêæå âèäåòü,
÷òî ψr ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé âåñîâîé ôóíêöèåé (íî íå ψ′r), ïðè÷åì ñî-
îòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû â (1.10), (1.11) ðàâíîìåðíû ïî r. Êðîìå òîãî
ψr(x) 6 cψ(x) ðàâíîìåðíî ïî r äëÿ ëþáîãî x > 0.

Òîãäà âûêëàäêà, ïðèâîäÿùàÿ ê ðàâåíñòâó (2.37) äëÿ ðåãóëÿðíûõ
ðåøåíèé ïðè çàìåíå ψ íà ψr ñïðàâåäëèâà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà, íàõîäèì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî r

‖uψr‖L∞(0,T ;L2,+) +
∥∥|Du|ψ′r∥∥L2(Π+

T )
+ ‖ux

∣∣
x=0
‖L2(BT ) 6 c,

à òîãäà ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè r → +∞, ÷òî

∫
u2(t, x, y, z)ψ(x) dP +

t∫
0

∫
(3u2

x + u2
y + u2

z)ψ
′ dPdτ

−
t∫

0

∫
u2 · (bψ′ + ψ′′′) dPdτ + ψ(0)

t∫
0

∫
Ω

ux
∣∣2
x=0

dydzdτ



356 À. Â. ÔÀÌÈÍÑÊÈÉ

=

∫
u2

0ψ dP + 2

t∫
0

∫ [
f0uψ − f1(uψ)x

]
dPdτ. (2.38)

Êðîìå òîãî äëÿ ôóíêöèè u ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.35) (ñ çàìåíîé
µ1 íà ux

∣∣
x=0

). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0∣∣∣2 ∫ f1uxψ dP
∣∣∣ 6 ε∫ u2

xψ
′ dP +

1

ε

∫
f2

1

ψ2

ψ′
dP. (2.39)

Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.38) ñëåäóåò, ÷òî

‖u‖L∞(0,t;Lψ2,+) +
∥∥|Du|ψ′∥∥

L2(Π+
t )

+ ‖ux
∣∣
x=0
‖L2(Bt)

6 c(T )
(
‖u0‖Lψ2,+ + ‖f0‖L1(0,t;Lψ2,+) + ‖f1‖L2(0,t;L

ψ2/ψ′
2,+ )

)
. (2.40)

Â îáùåì ñëó÷àå, àïïðîêñèìèðóÿ ôóíêöèè u0, f0, f1 óêàçàííûìè
âûøå ñîîòâåòñòâóþùèìè ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó,

ïîëó÷àåì ñëàáîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è u ∈ L∞(0, T ;Lψ2,+),

|Du| ∈ L2(0, T ;Lψ
′

2,+) è ôóíêöèþ µ1 ∈ L2(BT ), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëè-

âî ðàâåíñòâî (2.35), íåðàâåíñòâî (2.40) è ðàâåíñòâî (2.38) (ïîñëåäíèå
äâà � ñ çàìåíîé ux

∣∣
x=0

íà µ1).

Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (2.38) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

Y (t) ≡
∫
u2(t, x, y, z)ψ(x) dP

àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, T ], ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ (0, T ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.37).

Íàêîíåö, èç ðàâåíñòâà (2.7) è îöåíêè (2.40) ñëåäóåò, ÷òî
ut ∈ L1(0, T ;H−3

+ ), à òîãäà ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî

u ∈ Cw([0, T ];Lψ2,+). �

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè ñëàáîå ðåøåíèå u îáëàäàåò ñîîòâåòñòâóþùåé
äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòüþ, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì,
òî èç ðàâåíñòâà (2.35) ñëåäóåò, ÷òî µ1 ≡ ux

∣∣
x=0

.

Ëåììà 2.8. Ïóñòü ψ(x) � ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ψ,ψ′ ∈ A, u0 ∈
H̃1,ψ

+ , u0

∣∣
x=0
≡ 0, µ ≡ 0, f ≡ f0 + f1, ãäå f0 ∈ L2(0, T ; H̃1,ψ

+ ), f1 ∈
L2(0, T ;L

ψ2/ψ′

2,+ ). Òîãäà ñóùåñòâóþò (åäèíñòâåííîå) ñèëüíîå ðåøåíèå
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çàäà÷è (2.7), (1.2)�(1.4) u(t, x, y, z) èç ïðîñòðàíñòâà X1,ψ
w (Π+

T ) è ôóíê-
öèÿ µ2 ∈ L2(BT ), òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ (0, T ]

‖u‖X1,ψ
w (Π+

t ) + ‖µ2‖L2(Bt)

6 c(T )
[
‖u0‖H̃1,ψ

+
+ ‖f0‖L2(0,t;H̃1,ψ

+ ) + ‖f1‖L2(0,t;L
ψ2/ψ′
2 )

]
, (2.41)

è äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T )

d

dt

∫
|Du(t, x, y, z)|2ψ(x) dP +

∫
(3u2

xx + 4u2
xy + 4u2

xz + (∆⊥u)2)ψ′ dP

−
∫
|Du|2(bψ′ + ψ′′′) dP +

∫
Ω

(µ2
2ψ + 2µ2uxψ

′ − u2
xψ
′′ + bu2

xψ)
∣∣
x=0

dydz

= 2

∫
(f0xux + f0yuy + f0zuz)ψ dP + 2

∫
Ω

(f0uxψ)
∣∣
x=0

dydz

− 2

∫
f1[(uxψ)x + uyyψ + uzzψ] dP. (2.42)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ãëàäêîì ñëó÷àå äëÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé ðàâåí-
ñòâî (2.42), ãäå µ2 ≡ uxx

∣∣
x=0

, ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì ðàâåíñòâà (2.7)

íà −2[(uxψ)x + uyyψ + uzzψ] è ïîñëåäóþùåì èíòåãðèðîâàíèè ïî Σ+.
Àíàëîãè÷íî (2.39)∣∣∣2 ∫ f1(∆u)ψ dP

∣∣∣ 6 ε∫ |D2u|2ψ′ dP +
c

ε

∫
f2

1

ψ2

ψ′
dP. (2.43)

Òîãäà îáîñíîâàíèå óòâåðæäåíèÿ ëåììû ïðîâîäèòñÿ ïîëíîñòüþ àíà-
ëîãè÷íî ëåììå 2.7 (ñ ó÷åòîì óæå ïîëó÷åííîé îöåíêè (2.40)). �

Ëåììà 2.9. Ïóñòü óñëîâèÿ ëåììû 2.8 âûïîëíåíû â ñëó÷àå ψ(x) ≡
e2αx äëÿ íåêîòîðîãî α>0. Ðàññìîòðèì ñèëüíîå ðåøåíèå u∈X1,ψ

w (Π+
T )

çàäà÷è (2.7), (1.2)�(1.4). Ïóñòü ρ(x) � äîïóñòèìàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ,

òàêàÿ ÷òî ρ(x) 6 cψ(x) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c > 0 è âñåõ x > 0.
Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

− 1

3

d

dt

∫
u3(t, x, y, z)ρ(x) dP +

b

3

∫
u3ρ′ dP

+ 2

∫
uux∆uρ dP +

∫
u2∆uρ′ dP = −

∫
fu2ρ dP. (2.44)



358 À. Â. ÔÀÌÈÍÑÊÈÉ

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ãëàäêîì ñëó÷àå äëÿ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé (ñì. äî-
êàçàòåëüñòâî ëåììû 2.7) óìíîæèâ ðàâåíñòâî (2.7) íà −u2(t, x, y, z)ρ(x)
è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî Σ+, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2.44).

Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóåì çàìûêàíèå â ïðîñòðàíñòâå X1,ψ
w (Π+

T )
(âíà÷àëå ïðîèíòåãðèðîâàâ ðàâåíñòâî (2.44) ïî t). Çàìåòèì, ÷òî ñî-

ãëàñíî (2.4) (äëÿ q = 4, ψ1 = ψ2 = ψ) òàê êàê u ∈ L∞(0, T ;H1,ψ
+ ) ∩

L2(0, T ;H2,ψ
+ ) (çäåñü ψ′ ∼ ψ), òî

u ∈ L∞(0, T ;Lψ4,+), |Du| ∈ L2(0, T ;Lψ4,+),

è òîãäà ïåðåõîä ê ïðåäåëó êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.7 ëåãêî
îáîñíîâûâàåòñÿ. �

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïðè íåíóëåâîé ôóíêöèè µ,
ââåäåì ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè òèïà �ãðàíè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ�. Ñ ýòîé
öåëüþ ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

z3 − (λl − b)z + p = 0, p = ε+ iθ ∈ C.
Äëÿ ε > 0 ÷åðåç z0(p, l) îáîçíà÷èì åäèíñòâåííûé êîðåíü ýòîãî óðàâíå-
íèÿ, äëÿ êîòîðîãî Re z0 < 0. Â ñòàòüå [22, ëåììà 2.5] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ñóùåñòâóåò

lim
ε→+0

z0(ε+ iθ, l) = r0(θ, l) = p(θ, l) + iq(θ, l),

ãäå r0(·, l) ∈ C(R), r0(−θ, l) = r0(θ, l), p(θ, l), q(θ, l) ∈ R è

p(θ, l) 6 0, |r0(θ, l)| 6 c(|θ|1/3 + λ
1/2
l + 1), c = const > 0. (2.45)

Î÷åâèäíî, ÷òî r0(θ, l) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

r3 − (λl − b)r + iθ = 0. (2.46)

Â ýòîé ëåììå áûëè èçó÷åíû è äðóãèå ñâîéñòâà r0, èç êîòîðûõ, â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò l0 è θ0 > 1, òàêèå ÷òî 1) äëÿ l > l0 è
âñåõ θ è 2) äëÿ |θ| > θ0 è âñåõ l ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

p(θ, l) 6 −c0(|θ|1/3 + λ
1/2
l + 1), c0 = const > 0. (2.47)

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ ∈ L2(B) òàêîâà, ÷òî µ̂(θ, l) = 0
ïðè l 6 l0, |θ| 6 θ0. Ïîëîæèì ïðè x > 0, (y, z) ∈ Ω, t ∈ R

J(t, x, y, z;µ) ≡
+∞∑
l=1

F−1
θ→t

[
er0(θ,l)xµ̂(θ, l)

]
(t)ψl(y, z), (2.48)

ãäå ôóíêöèÿ µ̂(θ, l) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (1.14).
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Ëåììà 2.10. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 2.1, òî äëÿ ëþáîãî

x > 0 è ëþáîãî öåëîãî n > 0 ôóíêöèÿ ∂nxJ(·, x, ·, ·;µ) ∈ H̃10/3,10(B) è

äëÿ ëþáîãî x0 > 0 è ëþáîãî s ∈ [0, 10]

sup
x>x0

‖∂nxJ(·, x, ·, ·;µ)‖H̃s/3,s(B) 6 c(x0, n, s)‖µ‖L2(B). (2.49)

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ J óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.7) äëÿ f ≡ 0 ïðè
x > 0, (y, z) ∈ Ω, t ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2.48)

∂nxJ(t, x, y, z;µ) ≡
+∞∑
l=1

F−1
θ→t

[
rn0 (θ, l)er0(θ,l)xµ̂(θ, l)

]
(t)ψl(y, z), (2.50)

à òîãäà ñîãëàñíî (2.45), (2.47)

‖∂nxJ(·, x, ·, ·;µ)‖2
H̃s/3,s(B)

6 c
+∞∑
l=1

∥∥(|θ|2/3 + λl + 1)(n+s)/2e−c0x0(|θ|1/3+λ
1/2
l +1)µ̂(θ, l)

∥∥2

L2(Rθ)

6 c(x0)‖µ‖2L2(B).

Ðàâåíñòâî (2.7) äëÿ u ≡ J , f ≡ 0 ñëåäóåò èç (2.46). �

Ëåììà 2.11. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ ∈ H̃s/3,s(B) äëÿ íåêîòîðîãî s ∈
[0, 10], µ̂(θ, l) = 0 ïðè l 6 l0, |θ| 6 θ0, òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ∈ [0, s]

ñóùåñòâóåò ∂nxJ(t, x, y, z;µ) ∈ Cb(R
x

+; H̃(s−n)/3,s−n(B)) è ðàâíîìåðíî

ïî x > 0

‖∂nxJ(·, x, ·, ·;µ)‖H̃(s−n)/3,s−n(B) 6 c(s)‖µ‖H̃s/3,s(B). (2.51)

Êðîìå òîãî,

lim
x→+0

J(t, x, y, z;µ) = µ(t, y, z). (2.52)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (1.14) è (2.50)

∂nx Ĵ(θ, x, l;µ) = rn0 (θ, l)er0(θ,l)xµ̂(θ, l) (2.53)

è òîãäà óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç (2.45). �
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Ëåììà 2.12. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ ∈ H̃(k+1)/3,k+1(B) äëÿ k = 0 èëè

k = 1, µ̂(θ, l) = 0 ïðè l 6 l0, |θ| 6 θ0, òîãäà J(t, x, y, z;µ) ∈ Cb(Rt; H̃k
+)

è ðàâíîìåðíî ïî t ∈ R

‖J(t, ·, ·, ·;µ)‖H̃k+ 6 ‖µ‖H̃(k+1)/3,k+1(B). (2.54)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñõîäèòü èç ðàâåíñòâà

∂nx∂
ν
y,zJ(t, x, y, z;µ)

=

+∞∑
l=1

1

2π

∫
R

rn0 (θ, l)eitθer0(θ,l)xµ̂(θ, l) dθ ∂νy,zψl(y, z), (2.55)

ñïðàâåäëèâîãî, íàïðèìåð, ñîãëàñíî (2.48) ïðè |ν| 6 10, åñëè ôóíêöèÿ µ
ðàâíîìåðíî ïî (y, z) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà áûñòðî óáû-
âàþùèõ ôóíêöèé (îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ çàìûêàíèåì).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå íåðàâåíñòâî èç
[27]: åñëè íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ r(κ) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó Re r(κ) 6 −ε|κ| äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 è âñåõ κ ∈ R, òî∥∥∥∫

R

er(κ)xf(κ) dκ
∥∥∥
L2(Rx+)

6 c(ε)‖f‖L2(R).

Çàìåòèì, ÷òî íà íîñèòåëå ôóíêöèè µ̂(θ, l) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(2.47), à òîãäà åñëè èñïîëüçîâàòü çàìåíó θ = γ3, òî

Re r0(γ3, l) 6 −c0|γ|.

Èìååì äëÿ n = 0 èëè n = 1 â ñèëó îðòîíîðìàëüíîñòè ñèñòåìû ôóíêöèé
ψl â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω)

‖∂nxJ(t, · , · , · ;µ)‖L2,+

=
1

2π

(+∞∑
l=1

∥∥∥∫
R

rn0 (θ, l)eitθer0(θ,l)xµ̂(θ, l) dθ
∥∥∥2

L2(Rx+)
‖ψl‖2L2(Ω)

)1/2

=
1

2π

(+∞∑
l=1

∥∥∥∫
R

rn0 (γ3, l)eitγ
3

er0(γ3,l)xµ̂(γ3, l)3γ2 dγ
∥∥∥2

L2(Rx+)

)1/2

6 c
(+∞∑
l=1

∥∥∥∫
R

(γ2 + λl + 1)n/2e−c0|γ|x|µ̂(γ3, l)|γ2 dγ
∥∥∥2

L2(Rx+)

)1/2
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6 c1
(+∞∑
l=1

∥∥(γ2 + λl + 1)n/2µ̂(γ3, l)γ2
∥∥2

L2(Rγ)

)1/2

6c2
(+∞∑
l=1

∥∥(|θ|2/3+λl + 1)(n+1)/2µ̂(θ, l)
∥∥2

L2(Rθ)

)1/2

=c2‖µ‖H̃(n+1)/3,n+1(B).

(2.56)

Äàëåå, ïîñêîëüêó

(ψly, ψmy)L2(Ω) + (ψlz, ψmz)L2(Ω) = 0, l 6= m,

‖ψly‖2L2(Ω) + ‖ψlz‖2L2(Ω) = λl,

òî (
‖Jy(t, · , · , · ;µ)‖2L2,+

+ ‖Jz(t, · , · , · ;µ)‖2L2,+

)1/2

=
1

2π

(+∞∑
l=1

∥∥∥∫
R

eitθer0(θ,l)xµ̂(θ, l) dθ
∥∥∥2

L2(Rx+)
λl

)1/2

=
1

2π

(+∞∑
l=1

∥∥∥∫
R

eitγ
3

er0(γ3,l)xµ̂(γ3, l)3γ2 dγ
∥∥∥2

L2(Rx+)
λl

)1/2

6 c
(+∞∑
l=1

∥∥∥∫
R

e−c0|γ|x|µ̂(γ3, l)|γ2 dγ
∥∥∥2

L2(Rx+)
λl

)1/2

(2.57)

6 c1
(+∞∑
l=1

∥∥λ1/2
l µ̂(γ3, l)γ2

∥∥2

L2(Rγ)

)1/2

6 c2
(+∞∑
l=1

∥∥(|θ|2/3 + λl + 1)µ̂(θ, l)
∥∥2

L2(Rθ)

)1/2

= c2‖µ‖H̃2/3,2(B). �

Ëåììà 2.13. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ ∈ H̃(s−1/2)/3,s−1/2(B) äëÿ s ∈ [2, 3],
µ̂(θ, l) = 0 ïðè l 6 l0, |θ| 6 θ0, òîãäà J(t, x, y, z;µ) ∈ L2(Rt;Hs

+) è

‖J( · , · , · , · ;µ)‖L2(R;Hs+) 6 ‖µ‖H̃(s−1/2)/3,s−1/2(B). (2.58)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü öåëîå n ∈ [0, 3], âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
(2.50):

‖∂nxJ( · , · , · , · ;µ)‖L2(Rt×Σ+)
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=
(+∞∑
l=1

∥∥rn0 (θ, l)er0(θ,l)xµ̂(θ, l)
∥∥2

L2(Rθ×R+)
‖ψl‖2L2(Ω)

)1/2

=
(+∞∑
l=1

∥∥∥rn0 (θ, l)
(∫
R+

e−2p(θ,l)xdx
)1/2

µ̂(θ, l)
∥∥∥2

L2(Rθ)

)1/2

6c
(+∞∑
l=1

∥∥∥(|θ|2/3+λl+1)n/2
(∫
R+

e−2c0(|θ|1/3+λ1/2
l +1)xdx

)1/2

µ̂(θ, l)
∥∥∥2

L2(Rθ)

)1/2

6 c1
(+∞∑
l=1

∥∥(|θ|2/3 + λl + 1)(n−1/2)/2µ̂(θ, l)
∥∥2

L2(Rθ

)1/2

6 c2‖µ‖H̃max(0,n−1/2)/3,max(0,n−1/2)(B). (2.59)

Äàëåå, ïîñêîëüêó ñèñòåìà ôóíêöèé ∆⊥ψl îðòîãîíàëüíà â L2(Ω) è
‖∆⊥ψl‖L2(Ω) = λl, òî àíàëîãè÷íî (2.59)

‖∆⊥J( · , · , · , · ;µ)‖L2(Rt×Σ+)

=
(+∞∑
l=1

∥∥er0(θ,l)xµ̂(θ, l)
∥∥2

L2(Rθ×R+)
‖∆⊥ψl‖2L2(Ω)

)1/2

=
(+∞∑
l=1

∥∥∥(∫
R+

e−2p(θ,l)xdx
)1/2

µ̂(θ, l)
∥∥∥2

L2(Rθ)
λ2
l

)1/2

6 c
(+∞∑
l=1

∥∥∥λl(∫
R+

e−2c0(|θ|1/3+λ
1/2
l +1)xdx

)1/2

µ̂(θ, l)
∥∥∥2

L2(Rθ)

)1/2

6c1
(+∞∑
l=1

∥∥(|θ|2/3+λl+1)3/4µ̂(θ, l)
∥∥2

L2(Rθ)

)1/2

6c1‖µ‖H̃1/2,3/2(B). (2.60)

Íàêîíåö, àíàëîãè÷íî (2.57) è (2.60)

(
‖∆⊥Jy( · , · , · , · ;µ)‖2L2(Rt×Σ+) + ‖∆⊥Jz( · , · , · , · ;µ)‖2L2(Rt×Σ+)

)1/2

=
(+∞∑
l=1

∥∥er0(θ,l)xµ̂(θ, l)
∥∥2

L2(Rθ×R+)

(
‖∆⊥ψly‖2L2(Ω) + ‖∆⊥ψlz‖2L2(Ω)

))1/2
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=
(+∞∑
l=1

∥∥∥(∫
R+

e−2p(θ,l)xdx
)1/2

µ̂(θ, l)
∥∥∥2

L2(Rθ)
λ3
l

)1/2

6 c
(+∞∑
l=1

∥∥∥λ3/2
l

(∫
R+

e−2c0(|θ|1/3+λ
1/2
l +1)xdx

)1/2

µ̂(θ, l)
∥∥∥2

L2(Rθ)

)1/2

6 c1
(+∞∑
l=1

∥∥(|θ|2/3 + λl + 1)5/4µ̂(θ, l)
∥∥2

L2(Rθ)

)1/2

6 c1‖µ‖H̃5/6,5/2(B).

Äëà ïîëó÷åíèÿ îöåíêè (2.58) ïðè íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ s ïðèìåíÿåì
èíòåðïîëÿöèþ. �

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü µ ∈ H̃s/3,s(B) äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ (2, 3),
µ̂(θ, l) = 0 ïðè l 6 l0, |θ| 6 θ0. Òîãäà

‖J( · , · , · , · ;µ)‖L2(Rt;C1
b,+) 6 c(s)‖µ‖H̃s/3,s(B). (2.61)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç (2.58) è

õîðîøî èçâåñòíîãî âëîæåíèÿ H
k+3/2+ε
+ ⊂ Ckb,+. �

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè µ ∈ L2(B) ïîëîæèì

µ0(t, y, z) ≡
l0∑
l=1

Fθ−1→t
[
µ̂(θ, l)χθ0(θ)

]
(t)ψl(y, z),

µ1(t, y, z) ≡ µ(t, y, z)− µ0(t, y, z),

ãäå âåëè÷èíà µ̂(θ, l) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (1.14), χθ0 � õàðàêòåðèñòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [−θ0, θ0], à âåëè÷èíû l0 è θ0 îïðåäåëåíû â
íåðàâåíñòâå (2.47). Òîãäà ôóíêöèÿ µ1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäå-
ëåíèÿ 2.1 è ìîæíî ââåñòè ôóíêöèè

Ψ0(t, x, y, z) ≡
[
µ0(t, y, z) + J(t, x, y, z;µ1)

]
η(2− x), (2.62)

F0(t, x, y, z) ≡ −(Ψ0t + bΨ0x + ∆Ψ0x)(t, x, y, z). (2.63)

Î÷åâèäíî, ÷òî Ψ0 = F0 ≡ 0 ïðè x > 2, Ψ0

∣∣
x=0
≡ µ.

Ëåììà 2.14. Åñëè µ ∈ H̃(k+1)/3,k+1(BT ) äëÿ k = 0 èëè k = 1, òî

∂nxF0 ∈ C([0, T ]; H̃
(0,8)
+ ) äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 0,

Ψ0 ∈ C([0, T ]; H̃k
+) ∩ L2(0, T ; H̃k+1

+ ), (2.64)
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à åñëè µ ∈ H̃s/3,s(BT ) äëÿ s > 2, òî

Ψ0 ∈ L2(0, T ;C1
b,+). (2.65)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâè-
åì óñòàíîâëåííûõ ðàíåå ñâîéñòâ ôóíêöèé J . �

�3. Ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü

Äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

ut + bux + ∆ux + (g(u))x + (Ψ(t, x, y, z)u)x = f(t, x, y, z) (3.1)

â îáëàñòè Π+
T ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè è

êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2)�(1.4). Ñëàáîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîíèìà-
åòñÿ â ñìûñëå àíàëîãè÷íîì îïðåäåëåíèþ 1.1.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü g ∈ C1(R), g(0) = 0, |g′(u)| 6 c ∀u ∈ R, Ψ ∈
L2(0, T ;L∞,+), u0 ∈ L2,+, f ∈ L1(0, T ;L2,+) è u0 = f ≡ 0, åñëè x > R
äëÿ íåêîòîðîãî R > 0, µ ≡ 0. Òîãäà çàäà÷à (3.1), (1.2)�(1.4) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t, x, y, z), äëÿ êîòîðîãî u ∈ Xψ

w(Π+
T ), ψ(x) ≡

e2αx, äëÿ ëþáîãî α > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Çà-
ôèêñèðóåì α > 0 è ψ(x) ≡ e2αx. Äëÿ t0 ∈ (0, T ] îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
Λ íà Xψ

w(Π+
t0) ñëåäóþùèì îáðàçîì: u = Λv ∈ Xψ

w(Π+
t0) � ñëàáîå ðåøåíèå

ëèíåéíîé çàäà÷è

ut + bux + ∆ux = f − (g(v))x − (Ψv)x (3.2)

â Π+
t0 ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2)�(1.4).

Çàìåòèì, ÷òî ψ2/ψ′ ∼ ψ, |g(v)| 6 c|v| è, ñëåäîâàòåëüíî,

‖g(v)‖L2(0,t0;Lψ2 ) 6 ct
1/2
0 ‖v‖L∞(0,t0;Lψ2 ), (3.3)

‖Ψv‖L2(0,t0;Lψ2 ) 6 ‖Ψ‖L2(0,t0;L∞,+)‖v‖L∞(0,t0;Lψ2 ), (3.4)

à òîãäà â ñèëó Ëåììû 2.7 îòîáðàæåíèå Λ ñóùåñòâóåò. Áîëåå òîãî, äëÿ
ôóíêöèé v, ṽ ∈ Xψ

w(Π+
t0) ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (2.36) àíàëîãè÷íî (3.3),

(3.4)

‖Λv − Λṽ‖Xψw(Π+
t0

) 6
(
ct

1/2
0 + ‖Ψ‖L2(0,t0;L∞,+)

)
‖v − ṽ‖L∞(0,t0;Lψ2 )

6 ω(t0)‖v − ṽ‖Xψw(Π+
t0

),

ãäå ω(t0)→ 0 ïðè t0 → +0.
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Òàê êàê êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ðàâíîìåðíà ïî
u0, ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì ðåøåíèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî øàãàì íà
âåñü îòðåçîê âðåìåíè [0, T ]. �

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåçóëüòàòó ðàçðåøèìîñòè èç òåîðåìû 1.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ â
òåîðåìå 1.1. Ïðåæäå âñåãî îáíóëèì ãðàíè÷íûå äàííûå ïðè x = 0, äëÿ
÷åãî ïîëîæèì

U0(x, y, z) ≡ u0(x, y, z)−Ψ0(0, x, y, z), (3.5)

F (t, x, y, z)≡f(t, x, y, z)−F0(t, x, y, z)−Ψ0(t, x, y, z)Ψ0x(t, x, y, z), (3.6)

ãäå Ψ0, F0 ââåäåíû â (2.62), (2.63). Ïîëîæèì

U(t, x, y, z) ≡ u(t, x, y, z)−Ψ0(t, x, y, z). (3.7)

Òîãäà u ∈ Xψ
w(Π+

T ) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1)�(1.4) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà U ∈ Xψ
w(Π+

T ) � ñëàáîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è â Π+
T äëÿ óðàâíåíèÿ

Ut + bUx + ∆Ux + UUx + (Ψ0U)x = F, (3.8)

ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

U
∣∣
t=0

= U0, U
∣∣
x=0

= 0 (3.9)

è óñëîâèÿìè (1.4) äëÿ ôóíêöèè U . Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû 2.14
ôóíêöèè U0, F óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå
ôóíêöèè u0, f â óñëîâèè òåîðåìû.

Äëÿ h ∈ (0, 1] ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ â Π+
T

Ut + bUx + Uxxx + Uxyy + (gh(U))x + (Ψ0U)x = Fh (3.10)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.4) è

U
∣∣
t=0

= U0h, U
∣∣
x=0

= 0, (3.11)

ãäå

Fh(t, x, y, z) ≡ F (t, x, y, z)η(1/h− x),

U0h(x, y, z) ≡ U0(x, y, z)η(1/h− x)
(3.12)

è

gh(u) ≡
u∫

0

[
θη(2− h|θ|) +

2 sign θ

h
η(h|θ| − 1)

]
dθ (3.13)
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(ôóíêöèÿ η îïðåäåëåíà â íà÷àëå ÷àñòè 2). Çàìåòèì, ÷òî gh(u) = u2/2
åñëè |u| 6 1/h, |g′h(u)| 6 2/h ∀u ∈ R è |g′h(u)| 6 2|u| ðàâíîìåðíî ïî h.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

Uh ∈ Xe2αx

w (Π+
T ) äëÿ α = c(1)/2, ãäå c(1) � êîíñòàíòà èç (1.12) .

Òåïåðü óñòàíîâèì äëÿ ôóíêöèé Uh îöåíêè, ðàâíîìåðíûå ïî h (äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ h â ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäêàõ). Ïðå-

æäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè g′(U)Ux,Ψ0Ux,Ψ0xU,F ∈L1(0,T ;Lψ2,+),

òàê ÷òî óñëîâèÿ ëåììû 2.12 âûïîëíåíû (ïðè f1 ≡ 0). Òîãäà èç ðàâåí-
ñòâà (2.37) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî äëÿ ρ(x) ≡ 1, ëèáî äëÿ ρ(x) ≡ ψ(x)

d

dt

∫
U2ρ dP +

∫
(3U2

x + U2
y + U2

z )ρ′ dP

−
∫
U2 · (bρ′ + ρ′′′) dP + ρ(0)

∫
Ω

µ2
1 dydz = 2

∫
FUρ dP

+

∫
(Ψ0ρ

′ −Ψ0xρ)U2 dP + 2

∫ ( U∫
0

g′(θ)θ dθ
)
ρ′ dP. (3.14)

Âûáèðàÿ ρ ≡ 1, íàõîäèì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî h (è òàêæå ðàâíîìåðíî
ïî Ω)

‖uh‖L∞(0,T ;L2,+) + ‖µ1h‖L2(BT ) 6 c. (3.15)

Äàëåå, âûáåðåì ρ ≡ ψ. Çàìåòèì, ÷òî

∣∣∣ U∫
0

g′(θ)θ dθ
∣∣∣ 6 c|U |3.

Ïðèìåíèâ èíòåðïîëÿöèîííîå íåðàâåíñòâî (2.4) äëÿ ψ1 = ψ2 ≡ ψ′, âû-
âîäèì, ÷òî∫
|U |3ψ′ dP 6

(∫
U2 dP

∫
U4(ψ′)2 dP

)1/2

6c
(∫

U2 dP
)1/2[(∫

|DU |2ψ′ dP
)3/4(∫

U2ψ′ dP
)1/4

+

∫
U2ψ′ dP

]
(3.16)

(çàìåòèì, ÷òî çäåñü êîíñòàíòà c òàêæå ðàâíîìåðíà ïî Ω â ñëó÷àå a)
êðàåâîãî óñëîâèÿ (1.4)). Òàê êàê íîðìû ôóíêöèé uh â ïðîñòðàíñòâå
L2,+ óæå îöåíåíû â (3.15), èç (3.14) è (3.16) ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîìåðíî
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ïî h
‖uh‖Xψw(Π+

T ) 6 c. (3.17)

Íàêîíåö, çàïèøåì ðàâåíñòâî (3.14) äëÿ ρ(x) ≡ ρ0(x−x0) ïðè ëþáîì
x0 > 0. Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ (3.17) ïîëó÷àåì, ÷òî (ñì. (1.13))

σ+(|Duh|;T ) 6 c. (3.18)

Èç ñàìîãî óðàâíåíèÿ (3.10), îöåíêè (3.15) è õîðîøî èçâåñòíîãî âëî-
æåíèÿ L1,+ ⊂ H−2

+ ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî h

‖uht‖L1(0,T ;H−3
+ ) 6 c. (3.19)

Îöåíêè (3.17)�(3.19) ïîçâîëÿþò ñòàíäàðòíûì ðàññóæäåíèåì óñòàíî-
âèòü ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.4) u ∈ Xψ

w(Π+
T ),

σ+(|Du|;T ) < ∞ (ñì., íàïðèìåð, [16]) êàê ïðåäåë ôóíêöèé uh ïðè
h→ +0. �

Ïåðåéäåì ê ñèëüíûì ðåøåíèÿì.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü g(u) ≡ u2/2, Ψ ∈ C([0, T ]; H̃1
+)∩L2(0, T ; H̃2

+), u0 ∈
H̃1

+, u0

∣∣
x=0

≡ 0, f ∈ L2(0, T ; H̃1
+) è u0 = Ψ = f ≡ 0, åñëè x > R

äëÿ íåêîòîðîãî R > 0, µ ≡ 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 0 ñóùåñòâóåò

t0 ∈ (0, T ], äëÿ êîòîðîãî çàäà÷à (3.1), (1.2)�(1.4) èìååò åäèíñòâåííîå

ñèëüíîå ðåøåíèå u(t, x, y, z), òàêîå ÷òî u ∈ X1,ψ
w (Π+

t0) äëÿ ψ(x) ≡ e2αx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì α > 0 è ψ(x) ≡ e2αx. Äëÿ t0 ∈ (0, T ]
îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Λ íà ïðîñòðàíñòâå X1,ψ

w (Π+
t0) ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: u = Λv ∈ X1,ψ
w (Π+

t0) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì ëèíåéíîé çà-
äà÷è

ut + bux + ∆ux = f − vvx − (Ψv)x (3.20)

â Πt0 ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2)�(1.4).
Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (2.4) äëÿ ψ1 = ψ2 ≡ ψ > 1

‖vvx‖L2(0,t0;Lψ2,+) 6
[ t0∫

0

‖vxψ1/2‖2L4,+
‖vψ1/2‖2L4,+

dt
]1/2

6 c
[ t0∫

0

(∥∥|Dvx|∥∥3/2

Lψ2,+
‖vx‖1/2

Lψ2,+
+ ‖vx‖2Lψ2,+

)∥∥|Dv|+ |v|∥∥2

Lψ2,+
dt
]1/2

6 c1t
1/8
0 ‖v‖

3/4

L2(0,t0;H2,ψ
+ )
‖v‖5/4

L∞(0,t0;H1,ψ
+ )
6 c1t

1/8
0 ‖v‖2X1,ψ

w (Π+
t0

)
. (3.21)
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Àíàëîãè÷íî

‖(Ψv)x‖L2(0,t0;Lψ2,+) 6 c1t
1/8
0 ‖Ψ‖X1,ψ

w (Π+
t0

)‖v‖X1,ψ
w (Π+

t0
).

Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê ψ2/ψ′ ∼ ψ, òî óñëîâèÿ ëåììû 2.8 âûïîëíåíû è,
ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå Λ ñóùåñòâóåò. Àíàëîãè÷íî (3.21)

‖vvx−ṽṽx‖L2(0,t0;Lψ2,+)6ct
1/8
0

(
‖v‖X1,ψ

w (Π+
t0

)+‖ṽ‖X1,ψ
w (Π+

t0
)

)
‖v−ṽ‖X1,ψ

w (Π+
t0

).

Òîãäà ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (2.41) äëÿ ìàëûõ t0, çàâèñÿùèõ îò ‖u0‖H̃1,ψ
+
,

îòîáðàæåíèå Λ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà íåêîòîðîì øàðå, îòêóäà ñëå-
äóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ
â Òåîðåìå 1.2. Ââåäåì ôóíêöèè U0, F , U ïî ôîðìóëàì (3.5)�(3.7) è
ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.8), (3.9) (1.4) (äëÿ u ≡ U). Â ñèëó ëåììû 2.14
ôóíêöèè U0, F ëåæàò â òåõ æå ïðîñòðàíñòâàõ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå
ôóíêöèè u0 è f â óñëîâèè òåîðåìû. Êðîìå òîãî,

U0

∣∣
x=0

= u0

∣∣
x=0
− µ

∣∣
x=0
≡ 0.

Äëÿ h ∈ (0, 1] ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ â Π+
T

Ut + bUx + Uxxx + Uxyy + UUx + (Ψ0U)x = Fh (3.22)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.11), (1.4), ãäå ôóíêöèè Fh è U0h çàäàíû
ôîðìóëàìè (3.12). Ñîãëàñíî ëåììå 3.2 äëÿ α = c(1)/2 ñóùåñòâóþò t0 =

t0(h) ∈ (0, T ] è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è uh ∈ X1,e2αx

w (Π+
t0).

Ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ â (3.13)� (3.17) äëÿ g(u) ≡ u2/2, ρ(x) ≡ 1 è
ρ(x) ≡ ψ(x) íàõîäèì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî h è t0

‖uh‖Xψw(Π+
t0

) + ‖uhx
∣∣
x=0
‖L2(Bt0 ) 6 c (3.23)

(ñì. òàêæå çàìå÷àíèå 2.1). Êðîìå òîãî, ïîâòîðèâ ýòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ
ρ(x) ≡ e2αx, íàõîäèì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî t0

‖uh‖Xe2αxw (Π+
t0

) 6 c(h). (3.24)

Äàëåå, òàê êàê óñëîâèÿ ëåììû 2.8 è, ñëåäîâàòåëüíî, ëåììû 2.9 âû-
ïîëíåíû, çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà (2.42), (2.44) è ñëîæèì
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èõ, òîãäà ëèáî äëÿ ρ(x) ≡ ψ(x), ëèáî äëÿ ρ(x) ≡ e2αx

d

dt

∫ (
|DU |2 − 1

3
U3
)
ρ dP +

∫
(3U2

xx + 4U2
xy + 4U2

xz + (∆⊥U)2)ρ′ dP

−
∫
|DU |2(bρ′ + ρ′′′) dP +

∫
Ω

(µ2
2ρ+ 2µ2Uxρ

′ − U2
xρ
′′ + bU2

xρ)
∣∣
x=0

dydz

+
b

3

∫
U3ρ′ dP +

∫
U2∆Uρ′ dP = 2

∫
UU2

xρ
′ dP

+

∫
(2FxUx + 2FyUy + 2FzUz − FU2)ρ dP +

∫
Ω

(FUxρ)
∣∣
x=0

dydz

− 1

4

∫
U4ρ′ dP −

∫
Ω

(Ψ0U
2
xρ)
∣∣
x=0

dydz +

∫
Ψ0|DU |2ρ′ dP

−
∫

Ψ0x(3U2
x + U2

y + U2
z )ρ dP − 2

∫
(Ψ0yUy + Ψ0zUz)Uxρ dP

−2

∫
(Ψ0xxUx+Ψ0xyUy+Ψ0xzUz)UρdP+

1

3

∫
U3(2Ψ0xρ−Ψ0ρ

′)dP

(3.25)

(çäåñü è äàëåå â ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäêàõ îïóñêàåì èíäåêñ h). Àíà-
ëîãè÷íî (3.16) ñ ó÷åòîì óæå óñòàíîâëåííûõ îöåíîê (3.23) (â ñëó÷àå
ρ(x) ≡ ψ(x)) èëè (3.24) (â ñëó÷àå ρ(x) ≡ e2αx)∫

|U |3ρ dP 6
(∫

U2 dP
)1/2(∫

U4ρ2 dP
)1/2

6 c
[( ∫

|DU |2ρ dP
)3/4(∫

U2ρ dP
)1/4

+

∫
U2ρ dP

]
6 c1

(∫
|DU |2ρ dP

)3/4

+ c1 (3.26)

(ãäå çäåñü è äàëåå äëÿ ρ(x) ≡ ψ(x) îöåíêè ðàâíîìåðíûå ïî t0 è h, à
äëÿ ρ(x) ≡ e2αx âîîáùå ãîâîðÿ çàâèñÿò îò h). Äàëåå, ñîãëàñíî (2.4)∣∣∣∫ U2∆Uρ′ dP

∣∣∣6c(∫ U2 dP
)1/2(∫

|D2U |2ρ′ dP
)1/2

sup
(x,y,z)∈Σ+

|U |(ρ′)1/2

6 c1
(∫
|D2U |2ρ′ dP

)1/2[(∫
|D2U |2ρ′ dP

)3/8(∫
U2ρ dP

)1/8
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+
(∫

U2ρ dP
)1/2]

6 ε
∫
|D2U |2ρ′ dP + c(ε)

∫
U2ρ dP, (3.27)

∣∣∣∫ UU2
xρ
′ dP

∣∣∣ 6 (∫ U2 dP
)1/2(∫

|DU |4(ρ′)2 dP
)1/2

6 c
[(∫

|D2U |2ρ′dP
)7/8(∫

U2ρdP
)1/8

+

∫
U2ρdP

]
6 ε

∫
|D2U |2ρ′ dP + c(ε)

∫
U2ρ dP, (3.28)

∣∣∣∫ U4ρ′ dP
∣∣∣ 6 ∫ U2 dP sup

(x,y,z)∈Σ+

U2ρ′

6 c
[(∫

|D2U |2ρ′dP
)3/4(∫

U2ρdP
)1/4

+

∫
|DU |2ρdP

]
6 ε

∫
|D2U |2ρ′ dP + c(ε)

∫
U2ρ dP, (3.29)

∫
|F |U2ρ dP 6 c

(∫
F 2 dP

)1/2(∫
U4ρ2 dP

)1/2

6 c1
(∫

F 2 dP
)1/2[(∫

|DU |2ρ dP
)3/4

+ 1
]
.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.3), íàõîäèì:∣∣∣∫
Ω

(FUxρ)
∣∣
x=0

dydz
∣∣∣ 6 ∫ (F 2 + F 2

x ) dP + ε

∫
U2
xxρ
′ dP + c(ε)

∫
U2
xρ dP,

∣∣∣∫
Ω

(Ψ0U
2
xρ)
∣∣
x=0

dydz
∣∣∣ 6 ε∫ U2

xxρ
′ dP + c(ε) sup

(x,y,z)∈Σ+

Ψ2
0

∫
U2
xρ dP,

∫ (
|DΨ0|+ |Ψ0|

)
|DU |2ρ dP 6 c‖Ψ0‖C1

b,+

∫
|DU |2ρ dP,

∫ (
|Ψ0x|+ |Ψ0|

)
|U3|ρ dP 6 c‖Ψ0‖C1

b,+

[∫
|DU |2ρ dP + 1

]
.
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Íàêîíåö, òàê êàê ρ(x) 6 cρ′(x) äëÿ x ∈ [0, 2], òî∫
|D2Ψ0| · |DU | · |U |ρ dP

6 c
(∫
|D2Ψ0|2 dP

)1/2(∫
U4ρ2 dP

∫
|DU |4(ρ′)7/4ρ1/4 dP

)1/4

6 ε
∫
|D2U |2ρ′ dP + c(ε)

[∫
|D2Ψ0|2 dP + 1

](∫
|DU |2ρ dP + 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (3.25) ñëåäóåò, ÷òî

d

dt

∫ (
|DU |2 − 1

3
U3
)
ρ dP + c

∫
|D2U |2ρ′ dP 6 γ(t)

[∫
|DU |2ρ dP + 1

]
,

ãäå ‖γ‖L1(0,T ) 6 c â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé Ψ0 è F . Òîãäà, èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî (3.26), íàõîäèì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî t0

‖uh‖X1,ρ
w (Π+

t0h
) 6 c.

Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ ρ(x) ≡ e2αx, ïîëó÷àåì ÷òî ýòî ðåøåíèå
ìîæåò ïðîäîëæåíî íà âåñü âðåìåííîé îòðåçîê [0, T ], à òîãäà ïðèìåíÿÿ
åãî äëÿ ρ(x) ≡ ψ(x), ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî h

‖uh‖X1,ψ
w (Π+

T ) 6 c. (3.30)

Àíàëîãè÷íî (3.18) âûâîäèì, ÷òî

σ+(|D2uh|;T ) 6 c. (3.31)

Îöåíêè (3.30), (3.31) è (3.19) ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü èñêîìîå ðåøåíèå
ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè h→ +0. �

�4. Åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü

ðåøåíèé

Ðåçóëüòàò î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â Òåîðåìå 1.2 ïîëó÷àåòñÿ èç
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ψ(x) � ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ψ,ψ′ ∈ A è

ψ1/3(x) 6 c0ψ
′(x) ∀x > 0 äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàí-

òû c0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ T > 0 è M > 0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà

c = c(T,M) > 0, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáûõ ñèëüíûõ ðåøåíèé u(t, x, y, z) è
ũ(t, x, y, z) çàäà÷è (1.1)�(1.4), äëÿ êîòîðûõ ‖u‖X1,ψ

w (Π+
T ), ‖ũ‖X1,ψ

w (Π+
T ) 6
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M ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âõîäíûìè äàííûìè u0, ũ0 ∈ Lψ2,+, µ, µ̃ ∈
H̃1/3,1(BT ), f, f̃ ∈ L1(0, T ;Lψ2,+), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖u−ũ‖Xψw(Π+
T )6c

(
‖u0−ũ0‖Lψ2,++‖µ−µ̃‖H1/3,1(BT )+‖f−f̃‖L1(0,T ;Lψ2,+)

)
. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèè Ψ0, F0 îïðåäåëåíû ôîðìóëà-

ìè (2.62), (2.63), ôóíêöèè Ψ̃0, F̃0 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ µ̃ è Ψ ≡
Ψ0 − Ψ̃0. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè,

‖Ψ‖Xψw(Π+
T ) 6 c(T )‖µ− µ̃‖H1/3,1(BT ). (4.2)

Ïóñòü U0 ≡ u0 − ũ0 −Ψ
∣∣
t=0

, F ≡ f − f̃ + F0 − F̃0, òîãäà

‖U0‖Lψ2,+ 6 ‖u0 − ũ0‖Lψ2,+ + c(T )‖µ− µ̃‖H1/3,1(BT ), (4.3)

‖F‖L1(0,T ;Lψ2,+) 6 ‖f − f̃‖L1(0,T ;Lψ2,+) + c(T )‖µ− µ̃‖H1/3,1(BT ). (4.4)

Ôóíêöèÿ U(t, x, y) ≡ u(t, x, y) − ũ(t, x, y) − Ψ(t, x, y) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì
ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòè Π+

T äëÿ óðàâíåíèÿ

Ut + bUx + ∆Ux = F − 1

2
(u2 − ũ2)x (4.5)

ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.4),

U
∣∣
t=0

= U0, U
∣∣
x=0

= 0. (4.6)

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ψ′(x) > cψ1/3(x) > cψ1/3(0) > 0 äëÿ ëþáîãî
x > 0, òî ψ2(x)/ψ′(x) 6 cψ2(x) è òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]

‖u2‖
L
ψ2/ψ′
2,+

6 c‖u‖2
H̃1,ψ

+

,

â ÷àñòíîñòè, u2 ∈ L∞(0, T ;L
ψ2/ψ′

2,+ ). Ïðèìåíèì ëåììó 2.7, ãäå f1 ≡
−(u2 − ũ2)/2. Òîãäà èç ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà (2.7) ñëåäóåò,
÷òî∫

U2ψ dP +

t∫
0

∫
(3U2

x + U2
y + U2

z )ψ′ dPdτ 6
∫
U2

0ψ dP

+c

t∫
0

∫
U2ψdPdτ+2

t∫
0

∫
FUψdPdτ+

t∫
0

∫
(u2 − ũ2)(Uψ)x dPdτ. (4.7)
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Çäåñü∫
(u2 − ũ2)(Uψ)x dP = −1

2

∫
(u+ ũ)xU

2ψ dP

+
1

2

∫
(u+ ũ)U2ψ′ dP −

∫ (
(u+ ũ)Ψ

)
x
Uψ dP.

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ ψ ñëåäóåò, ÷òî( ψ
ψ′

)3/2

6 cψ,

à òîãäà∫
|ux|(U2 + Ψ2)ψ dP

6 c
(∫

u2
x

( ψ
ψ′

)3/2

dP
)1/2(∫

(U4 + Ψ4)(ψ′)3/2ψ1/2 dP
)1/2

6 c1
(∫

u2
xψ dP

)1/2[(∫ (
|DU |2 + |DΨ|2

)
ψ′ dP

)3/4

×
(∫

(U2 + Ψ2)ψ dP
)1/4

+

∫
(U2 + Ψ2)ψ dP

]
,

∫
|uΨxU |ψ dP

6 c
(∫

u4ψ2 dP
)1/4(∫

U4(ψ′)3/2ψ1/2 dP
)1/4(∫

Ψ2
xψ dP

)1/2

6 ε
∫
|DU |2ψ′ dP + c(ε)

∫
U2ψ dP +

∫
Ψ2
xψ dP,

ãäå àíàëîãè÷íî (4.2)

‖Ψx‖L2(0,T ;Lψ2,+) 6 c(T )‖µ− µ̃‖H1/3,1(BT ),

ïîñêîëüêó Ψ = 0 ïðè x > 2. Òîãäà èñêîìîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (4.7).
�

�5. Óáûâàíèå ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3. Ïóñòü ψ(x) ≡ e2αx äëÿ íåêîòîðîãî
α > 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ðåøåíèé uh ∈ Xψ

w(Π+
T ) ∀T > 0 íà÷àëüíî-

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé

ut + bux + ∆ux + (gh(u))x = 0, (5.1)



374 À. Â. ÔÀÌÈÍÑÊÈÉ

ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.4) è

u
∣∣
t=0

= u0(x) ∈ Lψ2,+, u
∣∣
x=0

= 0, (5.2)

ãäå ôóíêöèè gh çàäàíû ôîðìóëîé (3.13). Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåøå-
íèé óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 3.1.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëîãà ðàâåíñòâà
(3.14) ïðè ρ ≡ 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > 0

‖uh(t, · , · , · )‖L2,+
+ ‖µ1h‖L2(Bt) = ‖u0‖L2,+

. (5.3)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (3.14) äëÿ ρ(x) ≡ ψ(x), òîãäà (îïÿòü
âðåìåííî îïóñêàåì èíäåêñ h) äëÿ ïî÷òè âñåõ t > 0

d

dt

∫
u2ψ dP + 2α

∫
(3u2

x + u2
y + u2

z)ψ dP +

∫
Ω

µ2
1 dydz

6 2α(b+ 4α2)

∫
u2ψ dP + 4α

∫ ( u∫
0

g′(θ)θ dθ
)
ψ dP. (5.4)

Ïðîäîëæàÿ íåðàâåíñòâî (3.16) (â êîòîðîì ψ′ çàìåíåíî íà ψ), íàõîäèì
ñ ïîìîùüþ (5.3), ÷òî ðàâíîìåðíî ïî Ω, h è α

∣∣∣4 ∫ ( u∫
0

g′(θ)θ dθ
)
ψ dP

∣∣∣ 6 1

2

∫
|Du|2ψ dP

+ c0
(
‖u0‖L2,+

+ ‖u0‖4L2,+

) ∫
u2ψ dP. (5.5)

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà (2.6), òîãäà

1

2

∫
(u2
y + u2

z)ψ dP >
λ1

2

∫
u2ψ dP. (5.6)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (5.4)�(5.6), íàõîäèì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî Ω, h è
α

d

dt

∫
u2ψ dP +

αλ1

2

∫
u2ψ dP + α

∫
|Du|2ψ dP +

∫
Ω

µ2
1 dydz

6 α
(
b+ 4α2 + c0‖u0‖L2,+

+ c0‖u0‖4L2,+

) ∫
u2ψ dP. (5.7)
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Âûáåðåì Λ = 8b åñëè b > 0, à òàêæå α0 è ε0, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðà-
âåíñòâó (4α2

0 + c0ε0 + c0ε
4
0) 6 λ1/8, β = λ1/8, òîãäà èç íåðàâåíñòâà (5.7)

ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî h

d

dt

∫
u2ψ dP +2αβ

∫
u2ψ dP +α

∫
|Du|2ψ dP +

∫
Ω

µ2
1 dydz 6 0, (5.8)

îòêóäà âûâîäèì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî h

‖uh(t. · , · , · )‖2
L
ψ(x)
2

6 e−2αβt‖u0‖2Lψ(x)
2

∀t > 0. (5.9)

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè h→ +0, ïîëó÷àåì îöåíêó (1.16). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0∈H̃1,ψ
+ ,

u0(0, y, z)≡0. Ðàññìîòðèì åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå u∈X1,ψ
w (Π+

T )
∀T > 0 çàäà÷è (1.1)�(1.4). Òîãäà âûêëàäêè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 1.3 ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ, â
÷àñòíîñòè, äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (5.8), ãäå µ1 ≡ ux

∣∣
x=0

.
Áîëåå òîãî, ýòî íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

d

dt

[
e2αβt

∫
u2ψ dP

]
+ e2αβt

[∫
Ω

u2
x

∣∣
x=0

dydz + α

∫
|Du|2ψ dP

]
6 0,

à òîãäà íàðÿäó ñ (1.16) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > 0

t∫
0

e2αβτ
[∫

Ω

u2
x

∣∣
x=0

dydz + α

∫
|Du|2ψ dP

]
dτ 6 ‖u0‖2Lψ2,+ . (5.10)

Çàïèøåì äëÿ ðåøåíèÿ u ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî (3.25):

d

dt

∫ (
|Du|2 − 1

3
u3
)
ψ dP + 2α

∫
(3u2

xx + 4u2
xy + 4u2

xz + (∆⊥u)2)ψ dP

−
∫
Ω

(µ2
2 + 4αµ2ux − 4α2u2

x + bu2
x)
∣∣
x=0

dydz = 2α

∫
|Du|2(b+ 4α2)ψ dP

− 2αb

3

∫
u3ψdP−2α

∫
u2∆uψdP+4α

∫
uu2

xψdP−
α

2

∫
u4ψdP. (5.11)

Îöåíâàÿ èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà àíàëîãè÷íî (3.26)�
(3.29) è èñïîëüçóÿ îöåíêó (5.10), íàõîäèì, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî t

e2αβt

∫
(u2
x + u2

y −
1

3
u3)ψ dP 6 c,
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ãäå â ñèëó (3.26)

1

3

∫
u3ψ dxdy 6 c

[(∫
|Du|2ψ dP

)3/4(∫
u2ψ dP

)1/4

+

∫
u2ψ dP

]
,

îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà (1.17). �

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü àíîíèìíîìó ðåöåíçåíòó
çà òðóä ïî ïðî÷òåíèþ ðóêîïèñè è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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and exponential weights are allowed. In the case of Dirichlet boundary
condition large-time decay of small solutions is also obtained.
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