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�1. Ââåäåíèå

Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à î ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ
ñðåä ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè [1]

I0[u, χ, t,Ω] =

∫
Ω

{χ(x)(F+(∇u(x))+t)+(1−χ(x))F−(∇u(x))} dx. (1.1)

Â êîòîðîì Ω ⊂ Rm, m > 2�îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ïîëå ñìåùåíèé
u(x), x ∈ Ω�m-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, (∇u)i,j = uixj , i, j = 1, . . . ,m,

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ χ(x) çàâåäóåò ðàñïðåäåëåíèåì ôàç ñ èí-
äåêñàìè ± â îáëàñòè Ω (â òî÷êàõ, ãäå χ(x) = 1 ðàñïîëàãàåòñÿ ôàçà
ñ èíäåêñîì +, â îñòàâøèõñÿ� ñ èíäåêñîì −), à ÷èñëîâîé ïàðàìåòð t
èãðàåò ðîëü òåìïåðàòóðû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè F± íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîm×m ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö Rm×ms ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈α, β〉 = trαβ, α, β ∈ Rm×ms , (1.2)

ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ A± : Rm×ms → Rm×ms ñî ñâîéñòâàìè

〈A±α, β〉 = 〈α,A±β〉, ν|α|2 6 〈A±α, α〉 6 ν−1|α|2,
α, β ∈ Rm×ms , |α|2 = 〈α, α〉, 0 < ν < 1,

(1.3)

à òàêæå ïàðà ýëåìåíòîâ ζ± ∈ Rm×ms . Â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä âåëè-
÷èíû 2A± íàçûâàþòñÿ òåíçîðàìè ìîäóëåé óïðóãîñòè, à ζ±�òåíçîðàìè
îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè. Ñ ïîìîùüþ ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé çàäàäèì
êâàäðàòè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè äåôîðìàöèé F± êàæ-
äîé èç ôàç ðàâåíñòâîì

F±(∇u) = 〈A±(e(∇u)− ζ±), e(∇u)− ζ±〉, (1.4)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåâûïóêëûå âàðèàöèîííûå çàäà÷è, çàäà÷è ñî ñâîáîäíûìè ïî-
âåðõíîñòÿìè, çàäà÷è î ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä.
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ãäå òåíçîð äåôîðìàöèè e(∇u) ∈ Rm×ms â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè
èìååò âèä

eij(∇u) =
1

2
(uixj + ujxi), i, j = 1, . . . ,m. (1.5)

Â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà (1.1) âîçüì¼ì äëÿ u è χ
ìíîæåñòâà

X(Ω) = W̊ 1
2 (Ω,Rm),

Z′(Ω)�ñîâîêóïíîñòü âñåõ èçìåðèìûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

(1.6)
Âûáîð ìíîæåñòâà X(Ω) îçíà÷àåò, ÷òî â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ïîëå

ñìåùåíèé îáíóëÿåòñÿ íà ∂Ω è íåïðåðûâíî ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû
ðàçäåëà ôàç.

Ïîä ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ äâóõôàçîâîé óïðóãîé ñðåäû ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì çíà÷åíèè t áóäåì ïîíèìàòü ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è

I0[ût, χ̂t, t,Ω]= inf
u∈X(Ω),χ∈Z′(Ω)

I0[u, χ, t,Ω], ût∈X(Ω), χ̂t∈Z′(Ω). (1.7)

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íàçîâ¼ì îäíîôàçîâûì, åñëè χ̂t(x) = 1 èëè
χ̂t(x) = 0 ïî÷òè âñþäó â Ω è äâóõôàçîâûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïåðå÷èñëèì ðÿä ñâîéñòâ çàäà÷è (1.7), äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ ñî-
äåðæèòñÿ â [2�5]. Ñóùåñòâóþò òàêèå íåçàâèñÿùèå îò îáëàñòè Ω òåìïå-
ðàòóðû t± (íàçîâ¼ì èõ òåìïåðàòóðàìè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ), ÷òî

ût ≡ 0, χ̂t ≡ 1, t 6 t−, ût ≡ 0, χ̂t ≡ 0, t > t+

(ïðè t < t− è t > t+ ýòè ðåøåíèèÿ åäèíñòâåííû),

ïðè t ∈ (t−, t+) íåò îäíîôàçîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ,

(1.8)

à êðèòåðèåì ñîâïàäåíèÿ ÷èñåë t± ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî A+ζ+ = A−ζ−. Â
ñëó÷àå åãî âûïîëíåíèÿ çàäà÷à (1.7) ñèëüíî âûðîæäàåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò
ê ñóùåñòâîâàíèþ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïðè âñåõ t ∈ R è ê âîçìîæíî-
ñòè âûïèñàòü èõ â ÿâíîì âèäå. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî

[Aζ] = A+ζ− −A−ζ− 6= 0, (1.9)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, t− < t+. Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ (t−, t+) çàäà÷à
(1.7) îêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé èëè íåðàçðåøèìîé ñðàçó äëÿ âñåõ îáëà-
ñòåé Ω ñ |∂Ω|m = 0 (çäåñü è äàëåå ÷åðåç |E|m îáîçíà÷åíà m-ìåðíàÿ ìåðà
Ëåáåãà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ Rm, ýòî îáîçíà÷åíèå îòíîñèòñÿ êàê
ê îáëàñòÿì Ω, òàê è ê èõ ãðàíèöàì ∂Ω).
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Â ýòîé ðàáîòå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé

A± = A, [ζ] = ζ+ − ζ− 6= 0, m = 2. (1.10)

Åñëè ïðè âûïîëíåíèè ïåðâûõ äâóõ óñëîâèé (1.10) çàäà÷à (1.7) ðàçðå-
øèìà äëÿ íåêîòîðîãî t, òî äëÿ ëþáîãî å¼ ðåøåíèÿ ût, χ̂t âåëè÷èíà

Q̂(t) =
1

|Ω|m

∫
Ω

χ̂t(x) dx (1.11)

ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì Q̄(t)

Q̄(t)=1, t6 t−, Q̄(t)=
t+−t
t+−t−

, t∈(t−, t+), Q̄(t)=0, t> t+, (1.12)

à äëÿ òåìïåðàòóð ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ t± åäèíñòâåííûìè ðåøåíèÿìè
çàäà÷è (1.7) áóäóò îäíîôàçîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ût− ≡ 0, χ̂t−≡1,
ût+ ≡ 0, χ̂t+ ≡ 0.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïåðâîé òåîðåìû ââåä¼ì â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå R2×2

s ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1.2) îðòîíîðèìîâàííûé áàçèñ

e1 =
i√
2
, e2, e3 ∈ R2×2

s , 〈ei, ej〉 = δij , (1.13)

ãäå i � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â R2, à ýëåìåíòû e2, e3 ïîä÷èíåíû ëèøü
óñëîâèÿì îðòîíîðìèðîâàííîñòè (1.13). Êîîðäèíàòû âäîëü îñåé ñ îð-
òàìè ei îáîçíà÷èì ÷åðåç zi, i = 1, 2, 3. Ðàññìîòðèì â ýòèõ êîîðäèíàòàõ
òðè ìíîæåñòâà

K = {ξ ∈ R2×2
s : ξ = z1 e1 +z2 e2 +z3 e3, z1 = ±

√
z2

2 + z2
3}, (1.14)

Kint = {ξ ∈ R2×2
s : ξ = z1 e1 +z2 e2 +z3 e3, |z1| >

√
z2

2 + z2
3}, (1.15)

Kext = {ξ ∈ R2×2
s : ξ = z1 e1 +z2 e2 +z3 e3, |z1| <

√
z2

2 + z2
3}. (1.16)

Ïåðâîå èç íèõ � ïðÿìàÿ êðóãîâàÿ êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ îñüþ âðà-
ùåíèÿ e1 è å¼ óãëîì ñ îáðàçóþùåé êîíóñà ðàâíûì π/4 (âñå óãëû â ïðî-
ñòðàíñòâå Rm×ms ïîðîæäåíû ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì(1.2)). Ìíîæå-
ñòâî (1.15) � êîíóñ ñ ãðàíèöåé K, (1.16) � äîïîëíåíèå ê åãî çàìûêàíèþ
Kint.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.10). Åñëè

[ζ] 6∈ Kint, (1.17)

òî çàäà÷à (1.7) íå èìååò ðåøåíèé ïðè êàæäîì t ∈ (t−, t+) è âñåõ A â

ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 c |∂Ω|m = 0.
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè âòîðîé òåîðåìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Sr(A
1/2[ζ])

ñôåðó â ïðîñòðàíñòâå R2×2
s ñ ðàäèóñîì r > 0 è öåíòðîì â òî÷êå A1/2[ζ].

Òîãäà â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ A ïîâåðõíîñòü
L([ζ], r, A) = A−1/2Sr(A

1/2[ζ]) áóäåò ýëëèïñîèäîì ñ öåíòðîì â òî÷êå [ζ].
Îïðåäåëèì (âîçìîæíî è ïóñòîå) ìíîæåñòâîM([ζ], r, A) ðàâåíñòâîì

M([ζ], r, A) = L([ζ], r, A) ∩ K. (1.18)

Åñëè L([ζ], r, A) ⊂ K̄int, M([ζ], r, A) 6= ∅, òî ìíîæåñòâî M([ζ], r, A) ñî-
ñòîèò èç òî÷åê êàñàíèÿ ýëëèïñîèäà L([ζ], r, A) ñ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ K èçíóòðè êîíóñà Kint.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.10),

[ζ] ∈ Kint, (1.19)

à r è A òàêîâû, ÷òî

L([ζ], r, A) ⊂ K̄int, M([ζ], r, A) 6= ∅. (1.20)

Åñëè ìíîæåñòâî M([ζ], r, A) ñîñòîèò èç îäíîé èëè äâóõ òî÷åê, òî

çàäà÷à (1.7) íå èìååò ðåøåíèé ïðè êàæäîì t ∈ (t−, t+) â ëþáîé îãðà-

íè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 c |∂Ω|m = 0.

Â òðåòüåé òåîðåìå ôîðìóëèðóåòñÿ ðåçóëüòàò î íåðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è (1.7) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.10) äëÿ íåêîòîðûõ ìîäóëåé óïðó-
ãîñòè A è ñêà÷êîâ òåíçîðîâ îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè ζ±. Îí ïðèçâàí
ñëóæèòü èëëþñòðàöèåé ê òåîðåìàì 1, 2.

Ïðè ïðîèçâîëüíîì m > 2 îòîáðàæåíèå A îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
íàáîðîì ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ei è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ
÷èñåë µi

Aei=µiei, ei∈Rm×ms , 〈ei, ej〉=δij ,

µi>0, i, j=1, . . . ,
m(m+ 1)

2
.

(1.21)

Ïî íàáîðó ei, µi îòîáðàæåíèå A âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå

A· = µ1 Id ·+ Σ
m(m+1)

2
j=2 (µj − µ1)〈·, ej〉ej , (1.22)

â êîòîðîé Id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå â Rm×ms . Â ñëó÷àå, êîãäà

e1 =
i√
m
, µ2 = · · · = µm(m+2)

2
, [ζ] = c i, c ∈ R (1.23)

(çäåñü i � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â Rm), óïðóãàÿ ñðåäà íàçûâàåòñÿ èçî-
òðîïíîé. Ïðè óñëîâèÿõ (1.23) çàäà÷à (1.7) ïðè âñåõ t â ëþáîé îáëàñòè
Ω ⊂ Rm, m > 2 ðàçðåøèìà è å¼ ðåøåíèå ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì
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âèäå [6]. Íàøà öåëü � èçáàâèòüñÿ îò óêàçàííîãî â (1.23) ñîâïàäåíèÿ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â ÷àñòíîì ñëó÷àå (1.10).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.10). Åñëè äëÿ ñîáñòâåí-

íûõ ýëåìåíòîâ ei ∈ R2×2
s , ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µi > 0, i = 1, 2, 3 îòîá-

ðàæåíèÿ A è äëÿ òåíçîðîâ îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè ζ± ∈ R2×2
s ñïðà-

âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

e1 =
i√
2
, µ2 6= µ3, [ζ] = c i, c 6= 0, (1.24)

òî çàäà÷à (1.7) íå èìååò ðåøåíèé äëÿ âñåõ t ∈ (t−, t+) â ëþáîé îãðà-

íè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 c |∂Ω|m = 0.

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.7) ïðè ëèíåéíûõ èëè ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ èññëåäîâàëñÿ â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò,
íàïðèìåð [6�11]. Â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 â èíûõ òåðìè-
íàõ ñîäåðæèòñÿ â [9]. Íîâûì â òåîðåìàõ 1�3 ÿâëÿåòñÿ ïðèâÿçêà âî-
ïðîñà î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.7) ïðè óñëîâèÿõ (1.10) ê âçàèìíîìó
ðàñïîëîæåíèþ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè K, òåíçîðà [ζ] è çàâèñÿùåìó
îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ýëëèïñîèäà L([ζ], r, A), ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìîò-
ðåòü áîëåå îáùèå (êàê ýòî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â òåîðåìå 3) òåíçîðû
ìîäóëåé óïðóãîñòè A.

Ôàêò îòñóòñòâèÿ ðåøåíèé ó çàäà÷è (1.7), ïðèçâàííîé îïèñûâàòü ôè-
çè÷åñêèé ïðîöåññ, ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ìîäåðíèçàöèÿì å¼ ïîñòàíîâ-
êè. Îäíà èç âîçìîæíûõ ðåãóëÿðèçàöèé ôóíêöèîíàëà (1.1) ñâîäèòñÿ ê
ó÷¼òó ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç, òî åñòü ê çàìåíå
(1.1) íà

I[u, χ, t, σ,Ω] = I0[u, χ, t,Ω] + σS[χ],

σ > 0, u ∈ X(Ω), χ ∈ Z(Ω),
(1.25)

ãäå Z(Ω) = Z′(Ω)∩BV (Ω), S[χ] � ïëîùàäü ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç, îïðå-
äåëÿåìàÿ êàê ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè χ, à σ > 0 � êîýôôèöèåíò
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Óñòàíîâëåíî [12], ÷òî äëÿ ôóíêöèîíàëà
(1.25) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ t è èìååòñÿ îïðåäå-
ë¼ííàÿ ñâÿçü ñâîéñòâ ýòèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñî ñâîéñòâàìè èñõîä-
íîãî ôóíêöèîíàëà (1.1), íàëè÷èå êîòîðîé äåëàåò èçó÷åíèå çàäà÷è (1.7)
âîñòðåáîâàííûì.
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�2. Ìåòîä Ôóðüå è ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

Â ðàçäåëàõ 1 è 2 ýòîãî ïàðàãðàôà îïèñàí ïðè¼ì ïðåäëîæåííûé â
ðàáîòå [7]. Åãî íåñóùåñòâåííàÿ ïîäãîíêà äëÿ íóæä íàøåé çàäà÷è äàíà
â [13].

1. Ñïåöèàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà Rm×ms . Äëÿ âåê-
òîðîâ k, c ∈ Rm ñ êîîðäèíàòàìè ki, ci, i = 1, . . . ,m â íåêîòîðîì îðòî-
íîðìèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Rm çàäàäèì èõ òåíçîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå (k⊗c)i,j = kicj è åãî ñèììåòðèçàöèþ eij(k⊗c) = 1

2 (kicj +kjci).
Î÷åâèäíî, ÷òî e(k⊗c) ∈ Rm×ms . Ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü
ñîîòíîøåíèé

|e(k ⊗ c)|2 =
1

2

(
|k|2|c|2 + (k · c)2

)
,

〈e(k ⊗ c), e(k′ ⊗ c′)〉 =
1

2

(
(k · k′)(c · c′) + (k · c′)(k′ · c)

)
,

e(k ⊗ c) = e(c⊗ k), αe(k ⊗ c) = e(αk ⊗ c) = e(k ⊗ αc),
〈ξ, e(k ⊗ c)〉 = c · ξk,

ξ ∈ Rm×ms , k, k′, c, c′ ∈ Rm, α ∈ R.

(2.1)

Äëÿ 0 6= k ∈ Rm ïîëîæèì k̄ = k|k|−1. Â äàëüíåéøåì ÷åðòà íàä
âåêòîðîì èç Rm îçíà÷àåò, ÷òî åãî ìîäóëü ðàâåí åäèíèöå, à òî÷êà (êàê
â 1�3 ñòðîêàõ (2.1)) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rm. Ïî êàæäîìó k̄
îïðåäåëèì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Vk̄ ⊂ Rm×ms

Vk̄ = {θ ∈ Rm×ms : θ = e(k̄ ⊗ c), c ∈ Rm}. (2.2)

Áëàãîäàðÿ ïåðâîé ôîðìóëå (2.1), dimVk̄ = m. Òàêèì îáðàçîì, Vk̄ �

m-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî m(m+1)
2 -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rm×ms . Î÷å-

âèäíî, ÷òî Vk̄ = V−k̄. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A
1/2 ïåðåâîäèò ïîäïðî-

ñòðàíñòâî Vk̄ ⊂ Rm×ms íà ïîäïðîñòðàíñòâî A1/2Vk̄ ⊂ Rm×ms òîé æå
ðàçìåðíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

πA1/2Vk̄
, π⊥A1/2Vk̄

= Id−πA1/2Vk̄
(2.3)

îðòîïðîåêòîðû â Rm×ms íà ïîäïðîñòðàíñòâî A1/2Vk̄ è åãî îðòîãîíàëü-
íîå äîïîëíåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ îðòîïðîåêòîðà

πA1/2Vk̄
A1/2[ζ] = A1/2e(k̄ ⊗ ξk̄),

|A1/2([ζ]− e(k̄ ⊗ ξk̄))| = min
c∈Rm

|A1/2([ζ]− e(k̄ ⊗ c))| ξk̄ ∈ Rm.
(2.4)
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Ïîëîæèì

N− = {k̄− ∈ S1 : |π⊥A1/2Vk̄−
A1/2[ζ]| = min

k̄∈S1

|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]|}. (2.5)

(çäåñü è äàëåå S1 � åäèíè÷íàÿ ñôåðà ïðîñòðàíñòâà Rm). Ïîñêîëüêó
âåëè÷èíà |π⊥

A1/2Vk̄
A1/2[ζ]| íåïðåðûâíà ïî k̄ ∈ S1, ìíîæåñòâî N− 6= ∅.

Î÷åâèäíî, ÷òî âìåñòå ñ k̄− ìíîæåñòâî N− ñîäåðæèò òî÷êó −k̄−.
2. Âñïîìîãàòåëüíûå âàðèàöèîííûå çàäà÷è. Ôèêñèðóåì îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ â Rm è â ïîðîæä¼ííîé èì ñèñòåìå êîîðäèíàò îáî-
çíà÷èì ÷åðåçK2π êóá ñ ðåáðîì 2π (ïðèm=2 � êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2π)

K2π = {x ∈ Rm : 0 < xj < 2π, j = 1, . . . ,m}. (2.6)

Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâîì âåêòîð-ôóíêöèé X(K2π) ñ íóëåâûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè íàì ïîòðåáóåòñÿ åù¼ ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé

X#(K2π) = {u ∈W 1
2 (K2π,Rm) : u|xj=0 = u|xj=2π, j = 1, . . .m} (2.7)

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ôóíêöèé u ∈ X#(K2π),
χ ∈ Z′(K2π) ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå, ñõîäÿùèåñÿ â
ïðîñòðàíñòâàõ íà W 1

2 (K2π,Rm) è L2(K2π) , ñîîòâåòñòâåííî:

u(x)=Σk∈N ckvk(x), ck∈Cm, χ(x)−Q=Σk∈Nχkvk(x), χk∈C,

vk(x)=
1

|K2π|1/2m

exp i(k · x), Q=
1

|K2π|m

∫
K2π

χ(x) dx, (2.8)

ãäå N � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â Rm ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîîðäèíàòàìè, à

ck = c′k + ic′′k , c
′
k, c
′′
k ∈ Rm, χk = χ′k + iχ′′k , χ′k, χ

′′
k ∈ R. (2.9)

Ðàçëîæåíèÿ (2.8) îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ u ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòî-
ÿííîãî âåêòîðà è îäíîçíà÷íî � ôóíêöèþ χ−Q.

Äëÿ ôóíêöèîíàëà (1.1) ïðè A± = A ñïðàâåäëèâî ëåãêî ïðîâåðÿåìîå
ïðåäñòàâëåíèå

I0[u, χ, t,K2π] = J [u, χ,K2π]− |K2π||A1/2[ζ]|2Q(1−Q)

+ |K2π|
(
(t− t∗)Q+ |A1/2ζ−|2

)
, t∗ = |A1/2ζ−|2 − |A1/2ζ+|2,

u ∈ X#(K2π), χ ∈ Z′(K2π), (2.10)
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â êîòîðîì

J [u, χ,K2π] =

∫
K2π

∣∣A1/2
(
e(∇u− (χ−Q)[ζ])

)∣∣2 dx. (2.11)

Ðàçëîæåíèÿ (2.8) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ôóíêöèîíàë (2.11) â âèäå

J [u, χ,K2π] = Σk∈N |χk|2|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2

+ Σk∈N |A1/2
(
e(k̄ ⊗ (|k|c′k − χ′′kξk̄))

)
|2

+ Σk∈N |A1/2
(
e(k̄ ⊗ (|k|c′′k + χ′kξk̄))

)
|2,

u ∈ X#(K2π), χ ∈ Z′(K2π), k̄ = k|k|−1, k ∈ N ,

πA1/2Vk̄
A1/2[ζ] = A1/2e(k̄ ⊗ ξk̄), ξk̄ ∈ Rm.

(2.12)

Ïîñêîëüêó X(K2π) ⊂ X#(K2π), ðàâåíñòâî (2.12) ñïðàâåäëèâî è äëÿ
ôóíêöèé u ∈ X(K2π). Èçâåñòíî, ÷òî

inf
u∈X(K2π),χ∈Z′Q(K2π)

J [u, χ,K2π]= inf
u∈X#(K2π),χ∈Z′Q(K2π)

J [u, χ,K2π]

= |K2π|m min
k̄∈S1

|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2Q(1−Q),

Z′Q(K2π)={χ ∈ Z′(K2π) :
1

|K2π|m

∫
K2π

χ(x) dx=Q}, Q ∈ [0, 1].

(2.13)

Áëàãîäàðÿ ÿâíîìó âûðàæåíèþ â ïðàâîé ÷àñòè (2.13), ñïðàâåäëèâû ðà-
âåíñòâà

t± = t∗ ±max
k̄∈S1

|πA1/2Vk̄
A1/2[ζ]|2, t∗ = |A1/2ζ−|2 − |A1/2ζ+|2. (2.14)

Ïðè âûáðàííîì â Rm áàçèñå äëÿ îïðåäåë¼ííîãî â (2.11) ôóíêöèî-
íàëà J [u, χ,K2π] ðàññìîòðèì äâå âàðèàöèîííûå çàäà÷è (âåëè÷èíà Q̄(t)
çàäàíà â (1.12))

J [ût, χ̂t,K2π] = inf
u∈X(K2π),χ∈Z′

Q̄(t)
(K2π)

J [u, χ,K2π],

ût ∈ X(K2π), χ̂t ∈ Z′Q̄(t)(K2π), t ∈ R,
(2.15)

J [u#
t , χ

#
t ,K2π] = inf

u∈X#(K2π),χ∈Z′
Q̄(t)

(K2π)
J [u, χ,K2π],

u#
t ∈ X#(K2π), χ#

t ∈ Z′Q̄(t)(K2π), t ∈ R.
(2.16)



236 Â. Ã. ÎÑÌÎËÎÂÑÊÈÉ

3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.7), (1.10)
ïðè âñåõ t ∈ (t−, t+) â ëþáîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 ñ |∂Ω|2 = 0. Ñâîéñòâà
ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ (2.15), (2.16) ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2.1 Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå (1.10), à ìíîæåñòâî

(2.5) ñîñòîèò èç îäíîé èëè äâóõ ïàð äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-

íûõ òî÷åê. Òîãäà çàäà÷à (1.7) íåðàçðåøèìà ïðè âñåõ t ∈ (t−, t+) â

ëþáîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 ñ |∂Ω|2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A± = A, t ∈ R, m > 2. Â ñèëó (2.13) êàæ-
äîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.15) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.16), à (2.10),
(1.12) ãàðàíòèðóþò ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâ ðåøåíèé çàäà÷ (2.15) è (1.7)
â Ω = K2π. Ïîýòîìó íàëè÷èå òàêèõ t ∈ (t−, t+) è áàçèñîâ â Rm, äëÿ êî-
òîðûõ çàäà÷à (2.16) íå èìååò ðåøåíèÿ u#

t , χ
#
t ñ u#

t ∈ X(K2π) ïðèâîäèò
ê íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.7) äëÿ ýòîãî t è âñåõ Ω⊂Rm ñ |∂Ω|2 =0.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñó-
ùåñòâîâàíèå â Rm ïðè m = 2 òàêîãî áàçèñà, ÷òî â ïîðîæä¼ííîì èì

êâàäðàòå (2.6) çàäà÷à (2.16) ïðè âñåõ t ∈ (t−, t+) íå èìååò ðåøåíèé u#
t ,

χ#
t ñ u#

t ∈ X(K2π).
Âûäåëèì äâå ïðè÷èíû îòñóòñòâèÿ óêàçàííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.16).

Ïåðâàÿ èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàäà÷à (2.16) â ïîðîæä¼ííîì
íåêîòîðûì áàçèñîì êâàäðàòå (2.6) âîîáùå íå èìååò ðåøåíèé äëÿ âñåõ
t ∈ (t−, t+). Ñîãëàñíî âòîðîé � çàäà÷à (2.16) ðàçðåøèìà â ýòîì êâàäðà-
òå äëÿ êàæäîãî t ∈ (t−, t+), íî äëÿ âñåõ óêàçàííûõ t ïåðâàÿ êîìïîíåíòà

ëþáîãî ðåøåíèÿ u#
t , χ

#
t íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó X(K2π). Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîé áàçèñ â
R2, ÷òî â ïîðîæä¼ííîì èì êâàäðàòå (2.6) ðåàëèçóåòñÿ îäíà èç äâóõ
ïðèâåä¼ííûõ ïðè÷èí.

Áëàãîäàðÿ (2.12), (2.13) è ëåãêî ïðîâåðÿåìîé ðàâíîìåðíîé ïî k̄ ∈ S1

îãðàíè÷åííîñòè ÷èñåë |ξk̄|, ïàðà u
#
t ∈ X#(K2π), χ#

t ∈ Z′
Q̄(t)

(K2π) áóäåò

ðåøåíèåì (2.16) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

χ#
k ôóíêöèè χ#

t ( · )− Q̄(t) è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå c#k ôóíêöèè u#
t ( · )

äëÿ âñåõ k ∈ N óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

χ#
k = 0 ïðè k|k|−1 6∈ N−; c#k = i|k|−1ξk̄χ

#
k . (2.17)
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Ïîýòîìó çàäà÷à (2.16) â êóáå (2.6) íåðàçðåøèìà ëèøü ïî ïðè÷èíå îò-

ñóòñòâèÿ ôóíêöèè χ#
t ∈ Z′

Q̄(t)
(K2π) ñ óäîâëåòâîðÿþùèìè ïåðâîìó ðà-

âåíñòâó (2.17) êîýôôèöèåíòàìè χ#
k . Ïîñëåäíåå çàâåäîìî òàê, åñëè

k|k|−1 6∈ N− äëÿ âñåõ k ∈ N ; t ∈ (t−, t+). (2.18)

Äåéñòâèòåëüíî, (2.18) è ïåðâûå óñëîâèÿ (2.17) îçíà÷àþò ðàâåíñòâî

χ#
k = 0 äëÿ âñåõ k ∈ N . Ñëåäîâàòåëüíî, χ#

t (x) = Q̄(t) ïî÷òè âñþäó
â K2π, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ Q̄(t) ∈ (0, 1) ïðè t ∈ (t−, t+).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðâîé ïðè÷èíû äîñòàòî÷íî íàéòè
òàêîé áàçèñ â R2, ÷òî ïîðîæä¼ííîå èì ìíîæåñòâî N óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (2.18).

Äëÿ ðåàëèçàöèè âòîðîé ïðè÷èíû íóæíî ïðåäúÿâèòü òàêîé áàçèñ â

R2, ÷òî â ïîðîæä¼ííîì èì êâàäðàòå (2.6) ìíîæåñòâî ôóíêöèé χ#
t ∈

Z′
Q̄(t)

(K2π) ñ óäîâëåòâîðÿþùèìè (2.17) êîýôôèöèåíòàìè χ#
k íå ïóñòî,

íî ïîñòðîåííûå ïî ëþáîé ôóíêöèè χ#
t èç ýòîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèè

u#
t ∈ X#(K2π) ñ êîýôôèöèåíòàìè c#k èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (2.17), íå
ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó X(K2π). Ïîêàæåì, êàê îãðàíè÷åíèÿ ëåì-

ìû íà ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà N− ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü â R2 áàçèñû ñ
îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè. Ïóñòü ìíîæåñòâî N− ñîñòîèò òîëüêî

èç îäíîé ïàðû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê ±k̄−. Ôèêñèðó-
åì â R2 âåêòîð k̄ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òàíãåíñ óãëà ìåæäó k̄− è k̄ áûë
èððàöèîíàëåí. Â êà÷åñòâå áàçèñà â R2 âîçüì¼ì ïàðó k̄, k̄⊥. Ïîñêîëüêó
òàíãåíñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè k|k|−1 è k̄ ðàöèîíàëåí äëÿ âñåõ k ∈ N ,
îáÿçàíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå (2.18). Ïóñòü ìíîæåñòâî N− ñîñòî-

èò òîëüêî èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ïàð äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî-
÷åê ±k̄′− è ±k̄′′−. Ïóñòü φ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè k̄′− è k̄′′−. Ïîäáèðàÿ
ïðàâèëüíûì îáðàçîì çíàêè ó âåêòîðîâ ýòèõ ïàð, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ ∈ (0, π/2].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ ∈ (0, π/2), à tg φ � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Â ðàñ-
òâîðå ìåæäó âåêòîðàìè k̄′− è k̄′′− ðàçìåñòèì âåêòîð k̄. Îáîçíà÷èì óãîë

ìåæäó âåêòîðàìè k̄′− è k̄ ÷åðåç α, 0 < α < φ. Òîãäà óãîë ìåæäó k̄ è k̄′′−
ñîâïàä¼ò ñ φ− α. Èç ôîðìóë

tg(φ− α) =
tg φ− tgα

1 + tg φ tgα
, tgα =

tg φ− tg(φ− α)

1 + tg φ tg(φ− α)
, (2.19)
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ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïðåäïîëîæåíèè î ðàöèîíàëüíîñòè tg φ îáà ÷èñëà tgα
è tg(φ − α) ðàöèîíàëüíû èëè èððàöèîíàëüíû îäíîâðåìåííî. Ôèêñè-
ðóåì óãîë α ñ èððàöèîíàëüíûì òàíãåíñîì è âûáåðåì â R2 â êà÷åñòâå
áàçèñíûõ îðòîâ âåêòîðû k̄ è k̄⊥. Ïîñêîëüêó òàíãåíñ óãëà ìåæäó âåê-
òîðàìè k|k|−1 è k̄ ðàöèîíàëåí äëÿ âñåõ k ∈ N , îáÿçàíî âûïîëíÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèå (2.18).

Â ñëó÷àå φ = π/2 òà æå êîíñòðóêöèÿ ñ èððàöèîíàëüíûì tgα áåç
èñïîëüçîâàíèÿ (2.19) ïðèâîäèò ê èððàöèîíàëüíîñòè tg(π/2 − α), ÷òî
îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (2.18).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ ∈ (0, π/2), à tg φ � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå áàçèñà â R2 îðòû k̄(1) = k̄′−, k̄
(2) = k̄′

⊥
−. Êîîð-

äèíàòû âåêòîðà x ∈ R2 âäîëü îñè ñ îðòîì k̄(1) îáîçíà÷èì ÷åðåç x1,
à âäîëü îñè ñ îðòîì k̄(2) � ÷åðåç x2. Ïîñêîëüêó tg φ èððàöèîíàëåí,
òîëüêî äëÿ âåêòîðîâ k ∈ N âèäà k = (k1; 0) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

k|k|−1 ∈ N−. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ χ#
t (.) ∈ Z′

Q̄(t)
(K2π) ñ óäîâëåòâîðÿþùè-

ìè ïåðâîìó ðàâåíñòâó (2.17) êîýôôèöèåíòàìè χ#
k çàâèñèò òîëüêî îò

êîîðäèíàòû x1. Ó÷èòûâàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî (2.17), ïðèõîäèì ê âûâî-

äó, ÷òî ñîñ÷èòàííàÿ ïî êîýôôèöèåíòàì ck ôóíêöèÿ u
#
t òàêæå çàâèñèò

ëèøü îò x1. Ïîñêîëüêó Q̄(t) ∈ (0, 1) ïðè t ∈ (t−, t+), ôóíêöèÿ u#
t 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, u#
t 6∈ X(K2π). �

�3 Ãåîìåòðèÿ ïëîñêîñòåé Vk̄ â ïðîñòðàíñòâå R2×2
s

Ïóñòü m = 2. Â ýòîì ñëó÷àå Vk̄ � äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî òð¼õ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R2×2

s . Ïðîèçâîëüíûå äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà R2×2

s áóäåì íàçûâàòü ïëîñêîñòÿìè, à îäíîìåðíûå � ïðÿìûìè. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïîäïðîñòðàíñòâ è òå è äðóãèå ñîäåðæàò íóëåâóþ òî÷êó.
Ïðèâåä¼ì ðÿä ôàêòîâ î ïëîñêîñòÿõ Vk̄ è êðàòêîå èõ äîêàçàòåëüñòâî.

(1). Åñëè m = 2, à ïëîñêîñòè Vk̄′ è Vk̄′′ ñîâïàäàþò, òî k̄
′ = ±k̄′′.

Ïîñêîëüêó dimR2×2
s = 3, dimVk̄′ = dimVk̄′′ = 2 è Vk̄′ = Vk̄′′ , ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ýëåìåíò ξ ∈ R2×2
s ñî

ñâîéñòâàìè ξ ⊥ Vk̄′ , ξ ⊥ Vk̄′′ , |ξ| = 1. Èç óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè â
ñèëó (2.1) èìååì ξk̄′ = ξk̄′′ = 0. Åñëè k̄′ 6= ±k̄′′, òî âåêòîðû k̄′, k̄′′ ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû è ξ = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ íîðìèðîâêîé
|ξ| = 1.

(2). ×åðåç êàæäóþ òî÷êó e(k ⊗ c) ∈ R2×2
s ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè

k, c ∈ R2 ïðîõîäèò òîëüêî äâå ïëîñêîñòè Vk̄ ñ k̄ = k̄′ = ±k|k|−1,
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k̄ = k̄′′ = ±c|c|−1. Èõ ïåðåñå÷åíèå ñîâïàäàåò ñ ïðÿìîé αe(k̄′ ⊗ k̄′′),
α ∈ R.

Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ k è c ñëåäóþò íåðàâåíñòâà
k 6= 0, c 6= 0 è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ k̄′ è k̄′′. Ïîýòîìó
ïëîñêîñòè Vk̄′ è Vk̄′′ ðàçëè÷íû. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé

Vk̄′ 3 e(k̄′ ⊗ αk̄′′) = αe(k̄′ ⊗ k̄′′) = e(k̄′′ ⊗ αk̄′) ∈ Vk̄′′ äëÿ âñåõ α ∈ R

îíè ïåðåñåêàþòñÿ ëèøü ïî ïðÿìîé αe(k̄′ ⊗ k̄′′), ñîäåðæàùåé ïðè α =
|k| |c| òî÷êó e(k⊗c). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè k è c
÷åðåç òî÷êó e(k⊗c) ïðîõîäÿò äâå ïëîñêîñòè ñ óêàçàííûì ïåðåñå÷åíèåì.

Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå îòëè÷íîé îò Vk̄′ è Vk̄′′ ïëîñêîñòè Vk̄′′′ ,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó e(k ⊗ c). Òîãäà âåêòîðû êàæäîé èç ïàð k̄′′′,
k̄′ = k|k|−1 è k̄′′′, k̄′′ = c|c|−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è

Vk̄′′′ ∩ Vk̄′ 3 e(k ⊗ c) ∈ Vk̄′′′ ∩ Vk̄′′ .

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ òàêèå β′, β′′, ÷òî

e(k ⊗ c) = |k| |c| e(k̄′ ⊗ k̄′′) = β′e(k̄′ ⊗ k̄′′′) = β′′e(k̄′′ ⊗ k̄′′′).

Òîãäà e(k̄′⊗ (β′k̄′′′−|k||c|k̄′′)) = e(k̄′′⊗ (β′′k̄′′′−|k||c|k̄′)) = 0, ÷òî â ñèëó
(2.1) ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ êàæäîé èç ïàð k̄′′′, k̄′

è k̄′′′, k̄′′, ïðîòèâîðå÷àùåé ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè k̄′, k̄′′.

(3). Ïóñòü 0 6= k ∈ R2. Òîãäà ÷åðåç òî÷êó e(k⊗k) ∈ R2×2
s ïðîõîäèò

åäèíñòâåííàÿ ïëîñêîñòü Vk̄ ñ k̄ = ±k|k|−1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ïëîñêîñòè Vk̄ è Vk̄′ , k̄
′ 6= ±k̄,

ñîäåðæàùèå òî÷êó e(k ⊗ k). Òîãäà e(k̄ ⊗ k̄) = |k|−2e(k ⊗ k) òàêæå ïðè-
íàäëåæèò ýòèì ïëîñêîñòÿì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâàÿ èç íèõ ñîäåðæèò
äîïîëíèòåëüíî òî÷êó e(k̄ ⊗ k̄′), âòîðàÿ � òî÷êó e(k̄′ ⊗ k̄) = e(k̄ ⊗ k̄′), à
îáå åù¼ è íóëåâóþ òî÷êó. Áëàãîäàðÿ (2.1) è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
âåêòîðîâ k̄, k̄′ ñ åäèíè÷íûìè ìîäóëÿìè, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|〈e(k̄⊗ k̄′), e(k̄⊗ k̄)〉|2 = (k̄ · k̄′)2 <
1

2
(1 + (k̄ · k̄′)2) = |e(k̄⊗ k̄)|2|e(k̄⊗ k̄′)|2.

Ïîýòîìó òî÷êè e(k̄⊗k̄), e(k̄⊗k̄′), 0 ëåæàò íà îáåèõ ïëîñêîñòÿõ, íî íå íà
îäíîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, Vk̄ = Vk̄′ , ÷òî âëå÷¼ò çà ñîáîé ðàâåíñòâî
k̄ = ±k̄′.
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2. Ïëîñêîñòè Vk̄ è îïðåäåëèòåëè ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ ìàòðèö.
Ïóñòü âåêòîðû k, c ∈ R2, ki, ci, i = 1, 2 � èõ êîîðäèíàòû â ôèêñèðîâàí-
íîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R2. Òîãäà

det e(k ⊗ c)=

∣∣∣∣ k1c1 1/2(k1c2+k2c1)
1/2(k1c2+k2c1) k2c2

∣∣∣∣=−1

4
(k · c⊥)2,

c⊥ ∈ R2, |c⊥| = |c|, c⊥ · c = 0.

(3.1)

Âåêòîð c⊥ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ïðè c 6= 0).
Óäîáíî çàäàâàòü åãî êîîðäèíàòû ðàâåíñòâàìè c⊥1 = −c2, c⊥2 = c1. Èç
(3.1) ñëåäóåò, ÷òî det ξ 6 0 äëÿ âñåõ ξ = e(k⊗ c). Ïîñëåäíåå óòâåðæäå-
íèå äîïóñêàåò óòî÷íåíèå, îòìå÷åííîå â [13]:

(4). Êðèòåðèåì òîãî, ÷òî 0 6=ξ ∈ R2×2
s èìååò âèä ξ=e(k̄⊗c) ñ íåêî-

òîðûìè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè k̄, c ∈ R2 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå det ξ < 0,
à ñ ëèíåéíî çàâèñèìûìè � ðàâåíñòâî det ξ = 0.

3. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîñêîñòåé Vk̄ â ïðîñòðàíñòâå R2×2
s . Ôèêñèðó-

åì â R2 âåêòîð k̄ è îðòîãîíàëüíûé ê íåìó k̄⊥. Îïðåäåëèì ei ∈ R2×2
s ,

i = 1, 2, 3 ðàâåíñòâàìè

e1 =
1√
2

i,

e2 =
1√
2
e((k̄ + k̄⊥)⊗ (k̄ − k̄⊥)) =

1√
2

(e(k̄ ⊗ k̄)− e(k̄⊥ ⊗ k̄⊥)),

e3 =
√

2e(k̄ ⊗ k̄⊥),

(3.2)

ãäå i � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â R2. Âûáåðåì â R2 êàêîé-íèáóäü îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ. Ïóñòü k̄i, k̄

⊥
i , i = 1, 2 � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ k̄ è k̄⊥

â ýòîì áàçèñå. Òîãäà

e2 =
1√
2

 k̄1k̄1 − k̄⊥1 k̄⊥1 1/2(k̄1k̄2 − k̄⊥1 k̄⊥2 )

1/2(k̄1k̄2 − k̄⊥1 k̄⊥2 ) k̄2k̄2 − k̄⊥2 k̄⊥2

 ,

e3 =
√

2

 k̄1k̄
⊥
1 1/2(k̄1k̄

⊥
2 + k̄2k̄

⊥
1 )

1/2(k̄1k̄
⊥
2 + k̄2k̄

⊥
1 ) k̄2k̄

⊥
2

 .

(3.3)

Åñëè â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ îðòîâ áàçèñà â R2 âçÿòü âåêòîðû k̄ è
k̄⊥, òî k̄1 = 1, k̄2 = 0, k̄⊥1 = 0, k̄⊥2 = 1. Ïîýòîìó äëÿ áàçèñà â R2 ñ
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êîîðäèíàòíûìè îðòàìè k̄ è k̄⊥

e1 =
1√
2

(
1 0
0 1

)
, e2 =

1√
2

(
1 0
0 −1

)
, e3 =

1√
2

(
0 1
1 0

)
. (3.4)

Ó÷èòûâàÿ ïðåñòàâëåíèåì (3.4), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

〈ei, ej〉 = δij , i, j = 1, 2, 3,

det e1 =
1

2
, det e2 = −1

2
, det e3 = −1

2
.

(3.5)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî k̄ ∈ R2 ýëåìåíòû ei, i = 1, 2, 3 îáðàçóåò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â R2×2

s .
Ïîëüçóÿñü ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

R2×2
s , çàïèøåì ïðîèçâîëüíîå ξ ∈ R2×2

s â âèäå

ξ = |ξ|(e1 cos θ + e2 sin θ cosφ+ e3 sin θ sinφ)

=
|ξ|√

2

(
cos θ + sin θ cosφ sin θ sinφ

sin θ sinφ cos θ − sin θ cosφ

)
,

θ ∈ [0,
π

2
], φ ∈ [0, 2π)

(3.6)

Òîãäà

det ξ = |ξ|2
(

cos2 θ − 1

2

)
. (3.7)

Ñîãëàñíî (3.7) è îïðåäåëåíèÿì (1.14)�(1.16) ìíîæåñòâ K, Kint, Kext

det ξ = 0, ξ ∈ K; det ξ > 0, ξ ∈ Kint; det ξ < 0, ξ ∈ Kext. (3.8)

Ñôîðìóëèðîâàííûå íèæå óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè (2), (3),
è (4).

(5)a. Êàæäàÿ òî÷êà ξ ∈ Kext ïðåäñòàâèìà â âèäå e(k̄ ⊗ c) ñ ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè k̄, c. ×åðåç íå¼ ïðîõîäÿò ðîâíî äâå

ïëîñêîñòè Vk̄, Vk̄′ , k̄
′ = ±c|c|−1. Ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ äðóã

ñ äðóãîì ëèøü âäîëü ïðÿìîé αe(k̄ ⊗ k̄′), α ∈ R è ñîäåðæàò ïðÿìûå

βe(k̄⊗ k̄), β′e(k̄′⊗ k̄′), β, β′ ∈ R, ïî êîòîðûì îíè êàñàþòñÿ êîíè÷åñêîé

ïîâåðõíîñòè K. Âíå òî÷åê êàñàíèÿ ñ K ïëîñêîñòè Vk̄, Vk̄′ íå ïîêèäà-
þò ìíîæåñòâà Kext.

(5)b. Êàæäàÿ òî÷êà ξ ∈ K äëÿ îäíîãî èç çíàêîâ ïðåäñòàâèìà â âèäå

±e(k ⊗ k). Ïðè k 6= 0 ÷åðåç íå¼ ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ïëîñêîñòü Vk̄
ñ k̄ = ±k|k|−1, êàñàþùàÿñÿ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè K âäîëü ïðÿìîé

αe(k̄⊗ k̄), α ∈ R. Âñå òî÷êè èç Vk̄ âíå ïðÿìîé êàñàíèÿ ëåæàò â Kext.
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(5)c. Â Kint íåò òî÷åê ξ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå e(k ⊗ c) ñ êàêèìè-
ëèáî k, c ∈ R2.

Çàìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòü â R2×2
s , ñîñòîÿùàÿ ëèøü èç ýëåìåíòîâ (êðî-

ìå íóëåâîãî) ñ îòðèöàòåëüíûìè îïðåäåëèòåëÿìè íå îáÿçàíà ñîâïàäàòü
ñ Vk̄ ïðè êàêîì-ëèáî k̄. Ïðèìåðîì òàêîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà îðòû e2 è e3.

4. Ïîâåðõíîñòü A1/2K, âåëè÷èíà mink̄∈S1
|π⊥
A1/2Vk̄

A1/2[ζ]| è ìíîæå-
ñòâî N−. Ñâÿçü ìåæäó ïåðå÷èñëåííûìè îáúåêòàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ
â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 3.1 (1) Ïðè [ζ] ∈ Kext

min
k̄∈S1

∣∣π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]

∣∣ = 0, (3.9)

ìíîæåñòâî N− ñîñòîèò èç äâóõ ïàð äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-

íûõ òî÷åê.

(2) Ïðè [ζ] ∈ K
min
k̄∈S1

|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]| = 0, (3.10)

ìíîæåñòâî N− ñîñòîèò èç îäíîé ïàðû äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïî-

ëîæíûõ òî÷åê.

(3) Ïðè [ζ] ∈ Kint

min
k̄∈S1

|π⊥A1/2Vk̄
A1/2[ζ]| = dist

(
A1/2[ζ], A1/2K

)
= min

ξ∈K
|A1/2([ζ]− ξ)|

= |A1/2([ζ]− e(k̄− ⊗ αk̄−))|,
(3.11)

ìíîæåñòâî N− ñîñòîèò èç âñåõ ïàð ±k̄−, íà êîòîðûõ ñ íåêîòîðûì

α ∈ R ðåàëèçóåòñÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíà |π⊥
A1/2Vk̄

A1/2[ζ]| ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì
â ïðîñòðàíñòâå R2×2

s îò òî÷êè A1/2[ζ] äî ïëîñêîñòè A1/2Vk̄. Ñëåäîâà-
òåëüíî, mink̄∈S1

|π⊥
A1/2Vk̄

A1/2[ζ]| � ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî áëèæàé-
øåé ê íåé ïëîñêîñòè óêàçàííîãî âèäà. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâîñòü (3.9)�
(3.11) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (5)a�(5)ñ. �

�4. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ (1.17) è óòâåðæäå-
íèé (1), (2) ëåììû 3.1 âûòåêàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé ëåììû 2.1, ãàðàí-
òèðóþùåé ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.19), r =
dist(A1/2[ζ], A1/2K), à Br(A

1/2[ζ]) ⊂ R2×2
s � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà r

ñ öåíòðîì â òî÷êå A1/2[ζ], Sr(A
1/2[ζ]) � åãî ãðàíèöà. Òîãäà ñîãëàñíî

(3.11)

ìíîæåñòâî N− ïîðîæäàåòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ Sr(A
1/2[ζ])∩A1/2K,

Br(A
1/2[ζ]) ⊂ A1/2Kint.

(4.1)
Òàê êàê ξ ∈ Sr(A

1/2[ζ]) ∩ A1/2K â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
A−1/2ξ ∈ A−1/2Sr(A

1/2[ζ]) ∩ K,

ìíîæåñòâî A−1/2N− ïîðîæäàåòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ

A−1/2Sr(A
1/2[ζ]) ∩ K, A−1/2Br(A

1/2[ζ]) ⊂ Kint.
(4.2)

Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà íà ñôåðå Sr(A
1/2[ζ]) ïðåäñòàâèìà â âèäå

A1/2[ζ] + rκ, κ ∈ R2×2
s , |κ| = 1. Ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü A−1/2Sr(A

1/2[ζ])
èñ÷åðïûâàåòñÿ òî÷êàìè

[ζ] + rA−1/2κ, κ ∈ R2×2
s |κ| = 1. (4.3)

Ïóñòü

Aei = µiei, ei ∈ R2×2
s , 〈ei, ej〉 = δij , µi > 0, i = 1, 2, 3 (4.4)

�ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîì è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ
÷èñåë îòîáðàæåíèÿ A. Åñëè â R2×2

s â êà÷åñòâå áàçèñíûõ îðòîâ âçÿòü
ýëåìåíòû ei, i = 1, 2, 3, òî ñôåðà |κ|2 = κ2

1 + κ2
2 + κ2

3 = r2 (çäåñü
κi � êîîðäèíàòû κ â ýòîì áàçèñå) ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ A−1/2

ïåðåéä¼ò â ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â íóëå

κ2
1

r2µ1
+

κ2
2

r2µ2
+

κ2
3

r2µ3
= 1. (4.5)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (4.2), (4.3) ìíîæåñòâî A−1/2N− ñîñòîèò èç ïàð
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê, ïîðîæäàåìûõ ñîãëàñíî (3.11)
òî÷êàìè êàñàíèÿ ýëëèïñîèäà (4.5) ñ ïåðåìåù¼ííûì â òî÷êó [ζ] öåíòðîì

(κ1 − [ζ]1)2

r2µ1
+

(κ2 − [ζ]2)2

r2µ2
+

(κ3 − [ζ]3)2

r2µ3
= 1,

[ζ]i = 〈[ζ], ei〉, i = 1, 2, 3.

(4.6)
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ñ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ K. ×èñëî r > 0, äëÿ êîòîðîãî ýòî êàñàíèå
ïðîèñõîäèò åäèíñòâåííî. Â òîì ñëó÷àå êîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê êàñà-
íèÿ èñ÷åðïûâàåòñÿ îäíîé èëè äâóìÿ, ññûëêà íà ëåììó 2.1 çàâåðøàò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Çàìåíà [ζ] íà −[ζ] íå ìåíÿåò íè çíà-
êà det[ζ], ïîñêîëüêó m = 2, íè îïðåäåë¼ííîãî â (2.5) ìíîæåñòâà N−.
Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî [ζ] ëåæèò â
âåðõíåé ÷àñòè îïðåäåë¼ííîãî â (1.15) êîíóñà Kint.

(a). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èçîòðîïíûé ñëó÷àé (1.23) ñ m = 2

e1 = e1, µ2 = µ3 = µ, [ζ]2 = [ζ]3 = 0, [ζ]1 = |[ζ]|. (4.7)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî e2 = e2, e3 = e3. Òîãäà
ýëëèïñîèä (4.6) áóäåò ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ âîêðóã îñè e1. Ïîýòîìó
èñêîìûå òî÷êè êàñàíèÿ ñëåäóåò ñíà÷àëà íàéòè â ñå÷åíèè êîíóñà Kint

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü e1 ïëîñêîñòüþ, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñèì-
ìåòðèåé îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ âîêðóã îñè e1. Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó

r = |[ζ]|(µ1 + µ)−1/2,

òî÷êè êàñàíèÿ ýëëèïñîèäà (4.6) ñ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ (1.14) çà-
äàþòñÿ ðàâåíñòâîì

z1 = |[ζ]| µ

µ1 + µ
,
√
z2

2 + z2
3 = |[ζ]| µ

µ1 + µ
. (4.8)

(b). Ïåðåéä¼ì ê óñëîâèÿì (1.24)

e1 = e1, µ2 < µ3, [ζ]2 = [ζ]3 = 0, [ζ]1 = |[ζ]|. (4.9)

Ïðèâåä¼ì ðàññóæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå ñâåñòè óñëîâèå (4.9) ê óæå èñ-
ñëåäîâàííîìó óñëîâèþ (4.7). Êàê è â ñëó÷àå (4.7) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
e2 = e2, e3 = e3. Ïðè âûïîëíåíèè (4.9) ðàññìîòðèì ïîñòðîåííûé â ï.(à)
ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ

(κ1 − |[ζ]|)2

r2µ1
+

κ2
2

r2µ
+

κ2
3

r2µ
= 1, µ = µ3. (4.10)

Çíà÷åíèå r äëÿ íåãî è òî÷êè êàñàíèÿ ñ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ K
óêàçàíû â (4.8). Áëàãîäàðÿ ïðåäïîëîæåíèþ µ2 < µ3 ýëëèïñîèä ñ òåì
æå çíà÷åíèåì r

(κ1 − |[ζ]|)2

r2µ1
+

κ2
2

r2µ2
+

κ2
3

r2µ3
= 1 (4.11)
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ïåðåñåêàåòñÿ ñ ýëëèïñîèäîì (4.10) ëèøü â òî÷êàõ

(κ1 − |[ζ]|)2

r2µ1
+

κ2
3

r2µ3
= 1, κ2 = 0. (4.12)

Îñòàëüíûå òî÷êè (4.11) ëåæàò â îáëàñòè, îõâàòûâàåìîé ýëëèïñîèäîì
(4.10). Ó÷èòûâàÿ (4.8), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (4.9)

r = |[ζ]|(µ1 + µ3)−1/2,

òî÷êè êàñàíèÿ ýëëèïñîèäà (4.6) ñ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ (3.12) çà-
äàþòñÿ ðàâåíñòâîì

z1 = |[ζ]| µ3

µ1 + µ3
, z2 = 0, z3 = ±

∣∣[ζ]
∣∣ µ3

µ1 + µ3
. (4.13)

Ïîñêîëüêó òî÷åê êàñàíèÿ òîëüêî äâå, óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.

Àâòîð áëàãîäàðåí ðåöåíçåíòó çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå òåêñòà.
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Osmolovskii V. G. A two-dimensional problem of phase transitions in
continuum mechanics with identical elastic modules.

We give a su�cient condition for the unsolvability of the two-dimen-
sional problem of phase transitions in the mechanics of two-phase elastic
media with identical tensors of elastic moduli. It is of geometric nature and
is based on the properties of the set of points of contact of the ellipsoid in
the three-dimensional space of 2× 2-symmetric matrices with the conical
surface in this space. The ellipsoid depends on the elasticity moduli tensor
and the di�erence of residual deformation tensors while the conical surface
consists of degenerate matrices.
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