
Çàïèñêè íàó÷íûõñåìèíàðîâ ÏÎÌÈÒîì 536, 2024 ã.Ñ. À. ÍàçàðîâÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÑÓÑËÎÂÈÅÌ ÑÒÅÊËÎÂÀ ÍÀ ÌÅËÊÈÕÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ, �ÀÑÏ�ÅÄÅË�ÅÍÍÛÕÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈ ÂÄÎËÜ ÊÎÍÒÓ�ÀÏîñâÿùàþ Íèíå Íèêîëàåâíå Óðàëüöåâîé,ïîçíàêîìèâøåé ìåíÿ â ñòóäåí÷åñêèå ãîäûñ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ�1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ñîäåðæàíèå ñòàòüè è å�åïðåäûñòîðèÿÏóñòü Ω � îáëàñòü â ïîëóïðîñòðàíñòâå Rd
+ = {x = (x1, . . . , xd) :

xd > 0}, d > 3, ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì Ω = Ω ∪ ∂Ω è êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, ÷àñòü Σ êîòîðîé ðàñïîëîæåíà íà ãèïåðïëîñêîñòè
Rd

0 = {x : xd = 0}. Íà ïëîñêîñòè R2 ∋ (x1, x2) âûäåëèì ïðîñòîé ãëàä-êèé (êëàññà C∞; ñð. ï. 2◦ �9) çàìêíóòûé êîíòóð Γ (ðèñ. 1, a), âëîæåíèå
{x : (x1, x2, 0, . . . , 0) ∈ Γ× {0}d−2} êîòîðîãî íà ãèïåðïëîñêîñòü Rd

0 ïî-ïàäàåò âîâíóòðü Σ. Ïðè êàêîì-òî RΓ > 0 â äâóìåðíîé RΓ-îêðåñòíîñòè
V2
RΓ

êîíòóðà Γ ⊂ R2 ââåä¼ì åñòåñòâåííóþ ñèñòåìó êðèâîëèíåéíûõ êî-îðäèíàò (n, s), ãäå n � îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå äî Γ, n < 0 âíóò-ðè êîíòóðà, à s � äëèíà äóãè, èçìåðåííàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíà÷àëà êîîðäèíàò O. Ìàñøòàáèðîâàíèåì ñâåä¼ì äëèíó êîíòóðà |Γ| êåäèíèöå, ò.å. ñäåëàåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû xj áåçðàçìåðíûìè. Äâó-ìåðíûå ìíîæåñòâà è èõ âëîæåíèÿ â Rd íà Rd
0 ïî óêàçàííîìó ïðàâèëóíå ðàçëè÷àåì â îáîçíà÷åíèÿõ, òî÷êó O ⊂ Σ ñ÷èòàåì íà÷àëîì âñåé äå-êàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x, à ÷åðåç s îáîçíà÷àåì êàê òî÷êè íàêîíòóðå, òàê è èõ êîîðäèíàòû, â ÷àñòíîñòè, sεk = εk, k = 0, . . . , N − 1,Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à Ñòåêëîâà�Äèðèõëå, ìåëêèå ïåðèîäè÷å-ñêèå áûñòðîîñöèëëèðóþùèå âîçìóùåíèÿ âäîëü êîíòóðà, àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ÷èñåë, ëîêàëèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãîîáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò No. 124041500009-8).178



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 179� �öåíòðû� ìåëêèõ ìíîæåñòâ (ðèñ. 1, b)
ωε
k =

{
x =

(
x′, xd

)
: (x1, x2) ∈ V2

RΓ
, z := xd = 0,

ξ′ :=
(
ε−1s− k, ε−1n, ε−1x3, . . . , ε

−1xd−1

)
∈ ω

}
.

(1.1)Çäåñü N � áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ε = 1/N � ìàëûé ïàðàìåòð,
sεN := sε0. à ω � êîíå÷íîå îòêðûòîå (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîå) ìíîæåñòâîñ ãëàäêîé (d− 2)-ìåðíîé ãðàíèöåé, ïðè÷¼ì

ω ⊂ Υ :=
{
ξ′ =

(
ξ1, . . . , ξd−1

)
∈ R

d−1 :

ξ♭ :=
(
ξ2, . . . , ξd−1

)
∈ R

d−2, |ξ1| < 1/2
}
.

(1.2)Â îáëàñòè Ω ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó Ñòåêëîâà�Äèðèõëåäëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà
−∆xu

ε(x) = 0, x ∈ Ω, (1.3)
uε(x) = 0, x ∈ ∂Ω \ ωε, (1.4)

−∂zuε(x) = λεuε(x), x ∈ ωε := ωε
0 ∪ · · · ∪ ωε

N−1, (1.5)ãäå −∂z � ïðîèçâîäíàÿ âäîëü âíåøíåé íîðìàëè íà ãèïåðïëîñêîñòè
∂Rd

+, è å¼ âàðèàöèîííóþ�îðìóëèðîâêó êàê èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî [1℄
(∇xu

ε,∇xψ
ε)Ω = λε(uε, ψε)ωε ∀ ψε ∈ H1

0 (Ω
ε; ∂Ω \ ωε). (1.6)Çäåñü ∇x = grad, ∆x = ∇x · ∇x, λε � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ( · , · )Ω� íàòóðàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà L2(Ω),à H1

0 (Ω; ∂Ω \ωε) � ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé èç êëàññà Ñîáîëåâà, óäîâëå-òâîðÿþùèõ óñëîâèþ Äèðèõëå (1.4). Îòìåòèì, ÷òî ∂ν = −∂z � ïðîèç-âîäíàÿ âäîëü âíåøíåé íîðìàëè ν íà �óïëîù¼ííîì� êóñêå Σ ãðàíèöûîáëàñòè Ω.Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � âûÿñíèòü àñèìïòîòèêó ïðè ε → +0 ñîá-ñòâåííûõ ÷èñåë
λε1 < λε2 6 λε3 6 . . . 6 λεp 6 · · · → +∞ (1.7)è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé uεp ∈ H1

0 (Ω; ∂Ω \ ωε) çàäà÷è(1.3)�(1.5), êîòîðûå, îáîçíà÷èâ ÷åðåç δp,q ñèìâîë Êðîíåêåðà, ïîä÷èíèìóñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè
(uεp, u

ε
q)ωε = δp,q, p, q ∈ N := {1, 2, 3, . . .}. (1.8)�åîìåòðè÷åñêîå ñòðîåíèå ìíîæåñòâà ωε, ñîñòîÿùåãî èç áëèçêî ðàñ-ïîëîæåííûé ìåëêèõ �ïÿòåí� Ñòåêëîâà, ïðè÷èñëÿåò ñ�îðìóëèðîâàí-íóþ çàäà÷ó ê êëàññó çàäà÷ î ïîãðàíè÷íîì îñðåäíåíèè. Êîëè÷åñòâî



180 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂèññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè îãðîìíî (ñì. [2�7℄ � ñïèñîê êîíå÷íîæå íåïîëíûé), íî îñíîâíûå îòëè÷èÿ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà îò ïðåä-øåñòâóþùèõ � ëîêàëèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé uεp îêîëî ïîäìíîãî-îáðàçèÿ Γ ⊂ Σ ⊂ ∂Ω ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè è ïîÿâëåíèå â àñèìïòîòèêåâåëè÷èí λεp ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íåêîòîðîãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà êîíòóðå Γ. �àíåå ïîäîáíûå ý��åêòû ïðè ðàç-íîîáðàçíûõ ïîñòàíîâêàõ ñìåøàííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñïåêòðàëüíûìèóñëîâèÿìè Ñòåêëîâà íå íàáëþäàëèñü.Ïðîâåäåííûé àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ïàðîêîëî ìåëêîçåðíèñòîãî ìíîæåñòâà ωε ãîäèòñÿ è äëÿ âîçìóùåíèé óñëî-âèÿ Äèðèõëå ñïåêòðàëüíûì óñëîâèåì Ñòåêëîâà íà ïîëó÷åííîì �ñëèÿ-íèåì ïÿòåí� òîíêîì òîðîèäàëüíîì ìíîæåñòâå (ðèñ. 1, ñ)
ωε = {x ∈ Vd

RΓ
: s ∈ Γ, xd = 0, ε−1(n, x3, . . . , xd−1) ∈ ω#}, (1.9)ãäå ω# � îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rd−2 ñãëàäêîé ãðàíèöåé. Â òð¼õìåðíîì (d = 3) ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî (1.9)� òîíêàÿ èñêðèâë¼ííàÿ ïîëîñêà ωε = {x ∈ V3

RΓ
: s ∈ Γ, x3 = 0, |n| <

ε/2}, è ïðè çàìåíå óñëîâèÿ Äèðèõëå (1.4) óñëîâèåì Íåéìàíà
∂νu

ε(x) = 0, x ∈ ∂Ω \ ωε, (1.10)çàäà÷à ïðèîáðåòàåò ÿñíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåî-ðèè âîëí íà ïîâåðõíîñòè âåñîìîé æèäêîñòè (ñì., íàïðèìåð, [8℄), àèìåííî, ïîñëå ïåðåíàïðàâëåíèÿ âíèç îñè x3 = z èíòåðïðåòèðóåì Ω êàêïîêðûòûé ëüäîì âîäî¼ì ñ çàìêíóòîé óçêîé ïîëûíü¼é ωε. Àñèìïòîòèêàñîáñòâåííûõ ïàð ñïåêòðàëüíîé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è (1.3), (1.10),(1.5) áûëà èçó÷åíà â ðàáîòå [9℄, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ñ óñëîâèåìÑòåêëîâà íà ãðàíèöå òîíêîãî òîðîèäàëüíîãî ìíîæåñòâà â R3. Ïðè ýòîìâ êà÷åñòâå ïðåäåëüíîé çàäà÷è, äàþùåé ãëàâíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ÷ëå-íû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λεNp, ïîëó÷åíî ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå íà êîíòóðå Γ ñ ãëàâíûì ñèìâîëîì −(2π)−1
(
1 +

(
ln |ζ|

)
+

) (çäåñüè äàëåå ζ ∈ R � äâîéñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è
t+ = (t + |t|)/2 � ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü ÷èñëà t ∈ R), à äëÿ ñîáñòâåí-íûõ ÷èñåë óñòàíîâëåí ðîñò O

(
(ε| ln ε|)−1

) ïðè ε → +0, ÷óòü áîëååìåäëåííûé ÷åì ó ñîáñòâåííûõ ÷èñåë çàäà÷è (1.3)�(1.5) (ñì. òåîðåìó9.1). Æåëàÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïðîöåäóðó îáîñíîâàíèÿ àñèìïòî-òèêè, íî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñåðü¼çíîå îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ äëÿ çà-äà÷è Ñòåêëîâà�Äèðèõëå, â ÷àñòíîñòè, ý��åêò êîíöåíòðàöèè ñîáñòâåí-íûõ �óíêöèé îêîëî ìíîæåñòâà ωε, ââîäèì óñëîâèå äâîéíîé ñèììåòðèè



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 181ìíîæåñòâà ω:
ω={ξ′ :

(
− ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξd−1

)
∈ω}={ξ′ :

(
ξ1,−ξ2, ξ3, . . . , ξd−1

)
∈ω},(1.11)Îíî, ðàçóìååòñÿ, âûïîëíåíî äëÿ òîíêîé èñêðèâë¼ííîé ïîëîñêè íàðèñ. 1, 
. Íîâûå ý��åêòû, âîçíèêàþùèå ïðè íàðóøåíèè òðåáîâàíèÿ(1.11) îáñóæäàþòñÿ â �9, ï. 3◦.

n

s

a)

x
1 x

2

x =z3

b) c)

�èñ. 1. Îáëàñòü Ω (a) ñ êîíòóðîì Γ ⊂ Σ (ïîëóæèðíàÿëèíèÿ), è (b) ñ ñåìåéñòâîì òîíèðîâàííûõ �ïÿòåí� Ñòåê-ëîâà ωε
0, . . . , ω

ε
N−1 ïðè N = 10. Òîíêàÿ êðèâîëèíåéíàÿïîëîñêà Ñòåêëîâà (
).Â �2 ïðèâåäåíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ñïåêòðå ìîäåëüíîé çàäà-÷è Ñòåêëîâà�Äèðèõëå â ïîëóñëîå ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè íà åãîáîêîâûõ ãðàíÿõ. Â ÷àñòíîñòè, óêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà å¼ ïåðâîéñîáñòâåííîé ïàðû {µ1;w1}, èñïîëüçóåìûå ïðè îñðåäíåíèè â ��3, 4 è6, ãäå èçó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå êîððåêòîðû è âûâåäåíî ïðåäåëüíîåîáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ñëó÷àÿõ d > 3 è d = 3ñîîòâåòñòâåííî. Â �5 èññëåäóåòñÿ ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðè-õëå â îáëàñòè Ω ñ îñîáåííîñòüþ O

(dist(x,Γ)2−d
), ñâîéñòâà êîòîðîãîïðåäîïðåäåëÿþò îòëè÷èÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé â òð¼õìåðíîìñëó÷àå, â ÷àñòíîñòè, ïîÿâëåíèÿ áîëüøîãî ïàðàìåòðà | ln ε|. Ñëåäóþùèåäâà ïàðàãðà�à ïîñâÿùåíû ïðîöåäóðå îáîñíîâàíèÿ àñèìïòîòèêè, êîòî-ðàÿ (ïðîöåäóðà) ïî îáûêíîâåíèþ ðàçäåëåíà íà äâà ýòàïà. Åñëè ïåð-âûé, óñòàíàâëèâàþùèé ïîãðåøíîñòü àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû äëÿñîáñòâåííûõ ÷èñåë âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ (òåîðåìà 7.1 è 7.2) è èñïîëü-çóþùèé êëàññè÷åñêóþ ëåììó 7.1 î �ïî÷òè ñîáñòâåííûõ� ÷èñëàõ è âåê-òîðàõ, âïîëíå òðàäèöèîíåí, òî âòîðîé ýòàï, îòíîñÿùèéñÿ ê ïðîâåðêåòåîðåìû 8.1 î ñõîäèìîñòè â ñèòóàöèè d > 3 è ïîòðåáîâàâøèé ðàçðà-áîòêè íîâîãî ïîäõîäà, îêàçàëñÿ òåõíè÷åñêè íàèáîëåå ñëîæíûì ýëå-ìåíòîì ðàáîòû � ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî èìåííî ñ öåëüþ åãî äåìîíñòðàöèè



182 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂâìåñòî òîíêîãî òîðîèäàëüíîãî ìíîæåñòâà (1.9) ñïåêòðàëüíûå óñëîâèÿ(1.5) íàçíà÷åíû íà ïåðèîäè÷åñêîì ñåìåéñòâå ìåëêèõ ìíîæåñòâ. Âìåñòåñ òåì â òð¼õìåðíîé ñèòóàöèè îáîñíîâàòü íàéäåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå�îðìóëû â ïîëíîì îáú¼ìå íå óäàëîñü � ïðè÷èíû óêàçàíû â �9, ï. 3◦.Ôèíàëüíûå òåîðåìû 9.1 è 9.2 îá àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ ïàð
{λεp;uεp} ïðè d > 3 ñ�îðìóëèðîâàíû â íà÷àëå �9, ãäå òàêæå îáñóæ-äàþòñÿ äîñòóïíûå îáîáùåíèÿ è îòêðûòûå âîïðîñû.�2. Ìîäåëüíàÿ çàäà÷àÇàìåíà ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà è ðàñòÿæåíèå êîîðäèíàò
λε 7→µε=ε−1λε è x 7→ξ=

(
ξ′, ξd

)
=
(
ε−1s, ε−1n, ε−1x3, . . . , ε

−1xd
) (2.1)(ñð. îïðåäåëåíèå (1.2)) ñ ïîñëåäóþùèì �îðìàëüíûì ïåðåõîäîì ê ε = 0ïîðîæäàþò â ïîëóñëîå

Ξ := Υ× R
d−2
+ = {ξ = (ξ1, ξ

◦) = (ξ1, ξ
♭, ξd) ∈ R

d :

|ξ1| < 1/2, ξ♭ ∈ R
d−2, ξd > 0}(ðèñ. 2) ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Ñòåêëîâà�Äèðèõëå ñ óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷-íîñòè:

−∆ξw(ξ) = 0, ξ ∈ Ξ, (2.2)
w(ξ′, 0) = 0, ξ′ ∈ (Υ \ ω)× R

d−3, (2.3)
− ∂w

∂ξd
(ξ′, 0) = µw(ξ′, 0), ξ′ ∈ ω × R

d−3, (2.4)
w
(1
2
, ξ◦

)
=w

(
− 1

2
, ξ◦

)
,
∂w

∂ξ1

(1
2
, ξ◦

)
=
∂w

∂ξ1

(
− 1

2
, ξ◦

)
, ξ◦∈R

d−1
+ . (2.5)Ñîîòíîøåíèÿ (2.2)�(2.4) óíàñëåäîâàíû îò èñõîäíîé çàäà÷è (1.3)�(1.5)è ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

∆x =
1

J(n, s)

∂

∂s

1

J(n, s)

∂

∂s
+

1

J(n, s)

∂

∂n
J(n, s)

∂

∂n
+∆#

x +
∂2

∂z2
. (2.6)Çäåñü J(n, s) = 1 + nκ(s) � ÿêîáèàí ïåðåõîäà (x1, x2) 7→ (n, s), κ(s) �êðèâèçíà êîíòóðà Γ â òî÷êå s, âîîáùå ãîâîðÿ, çíàêîïåðåìåííàÿ, ò.å. îò-ðèöàòåëüíàÿ íà âîãíóòûõ ó÷àñòêàõ êîíòóðà, à ∆#

x � îïåðàòîð Ëàïëàñàâ ïðîñòðàíñòâå Rd−3 ∋ x# :=
(
x3, . . . , xd−1

), ïðè÷¼ì ξ# = ε−1x# � ñî-îòâåòñòâóþùèå ðàñòÿíóòûå êîîðäèíàòû. Óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè (2.5),



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 183íàçíà÷åííxûå èñêóññòâåííî, äàëåå, êàê îáû÷íî, èñïîëüçóþòñÿ â àñèìï-òîòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ.
1

    =

1

2

d

    =
2

�èñ. 2. Ïîëîâèíà ñëîÿ Ξ. Îäíî èç îñíîâàíèé, íà êî-òîðûõ íàçíà÷åíû óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè, òîíèðîâàíî.�Ïÿòíî� Ñòåêëîâà ω íà òîðöå Υ ïîëóñëîÿ òîíèðîâàíîãëóáîêî.Îáñëóæèâàþùåå çàäà÷ó (2.2)�(2.5) èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî
(
∇ξw,∇ξψ

)
Ξ
= (w,ψ)ω ∀ ψ ∈ Eper(Ξ), (2.7)ñòàâèòñÿ íà �ýíåðãåòè÷åñêîì� ïðîñòðàíñòâå Eper(Ξ), ïîëó÷åííîì ïî-ïîëíåíèåì ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà C∞

cper

(
Ξ \

(
Υ \ ω

)) (1-ïåðèîäè÷åñêèåïî ïåðåìåííîé ξ1 áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè ñ êîìïàêò-íûìè íîñèòåëÿìè, â ÷àñòíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå êðàåâîìó óñëîâèþ(2.3)) ïî íîðìå Äèðèõëå ‖∇ξw;L
2(Ξ)‖, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþ-ùåé âåñîâîé íîðìå

‖w; Eper(Ξ)‖=
(
‖∇ξw;L

2(Ξ)‖2+‖(1 + |ξ◦|)−1w;L2(Ξ)‖2+‖w;L2(ω)‖2
)1/2

.Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ â íåñêîëüêî øàãîâ. Ñíà÷àëà ïðè ó÷¼-òå óñëîâèÿ Äèðèõëå ïðèìåíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà�Ïóàíêàðå âîáëàñòè
Ξ(Rω) =

{
ξ = (ξ1, ξ

◦) : ρ :=
∣∣ξ◦

∣∣ < Rω, ξd > 0, |ξ1| < 1/2
}
. (2.8)Çàòåì îáû÷íîå ñëåäîâîå íåðàâåíñòâî äà¼ò îöåíêó íîðìû ñëåäà �óíê-öèè w íà ω ⊂ ∂Ξ. Íàêîíåö, íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà íà ïîëóñ�åðå

S
d−2
+ =

{
ξ◦ : ρ = 1, ξd > 0

} (íà ïîëóîêðóæíîñòè ïðè d = 3)
∫

S
d−2
+

∣∣∇ϕW (ϕ)
∣∣2dsϕ>(d−2)

∫

S
d−2
+

|W (ϕ)|2 dsϕ ∀ W ∈H1
0

(
S
d−2
+

) (2.9)



184 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂóìíîæàåòñÿ íà ρd−3 è èíòåãðèðóåòñÿ ïî ρ∈(Rω ,+∞) è ξ1∈(−1/2, 1/2).Çäåñü d − 2 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòî-ðà Áåëüòðàìè�Ëàïëàñà íà ïîëóñ�åðå (ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ � ñëåä íà
S
d−2
+ ìîíîìà ξd), (ρ, ϕ) ∈ R+×S

d−2
+ � ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ïîëó-ïðîñòðàíñòâå R

d−1
+ = {ξ ∈ Rd

+ : ξ1 = 0} ∋ ξ◦, à ðàäèóñ Rω > 0 âûáðàíòàê, ÷òî ω ⊂ ∂Ξ(Rω) ∩Υ.Ïåðå÷èñëèì â öåëîì èçâåñòíûå (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èþ [8℄) èëèëåãêî ïðîâåðÿåìûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ïàð ñ�îðìóëèðîâàííîé çàäà-÷è. Ââèäó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H1(Ξ(Rω)) ⊂ ω å¼ ñïåêòð ÿâëÿåòñÿäèñêðåòíûì è îáðàçóåò ïîëîæèòåëüíóþ ìîíîòîííóþ íåîãðàíè÷åííóþïîñëåäîâàòåëüíîñòü
0 < µ1 < µ2 6 µ3 6 . . . 6 µp 6 · · · → +∞ (2.10)à ñîáñòâåííûå �óíêöèè ìîæíî ïîä÷èíèòü óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòèè íîðìèðîâêè

(wp, wq)ω = δp,q, p, q ∈ N. (2.11)Ïåðâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî µ1 ïðîñòîå, à ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåí-íóþ �óíêöèþ w1 �èêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîé â Ξ ∪ ω, íîðìèðîâàí-íîé â ïðîñòðàíñòâå L2(ω) è èìåþùåé ïîëîæèòåëüíûé ñëåä ïðîèçâîä-íîé ∂w1/∂ξd íà Υ \ ω. Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà îáåñïå÷åíû òåîðåìîéÊðåéíà��óòìàíà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè(ñì., íàïðèìåð, [10, òåîðåìà 1.2.5℄) ëåãêî ïðèñïîñàáëèâàþòñÿ ê çàäà-÷å (2.2)�(2.5) ïî ïðè÷èíàì êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H1(Ξ) ⊂ L2(ω) èîòîæäåñòâëåíèþ áîêîâûõ ãðàíåé ïîëóñëîÿ áëàãîäàðÿ óñëîâèÿì ïåðèî-äè÷íîñòè (2.5), à òàêæå ñîâïàäåíèåì äðîáåé �ýëåÿ äëÿ �óíêöèé w1 è
|w1|.Çàìå÷àíèå 2.1. Òðåáîâàíèå äâîéíîé ñèììåòðèè (1.11) ãàðàíòèðóåò,÷òî �óíêöèÿ w1 ÷¼òíàÿ ïî îáåèì ïåðåìåííûì ξ2 è ξ1. Ýòè ñâîéñòâàñóùåñòâåííî óïðîùàþò ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ è îáîñíîâàíèÿ àñèìï-òîòèêè ñîîòâåòñòâåííî (ñì. êîììåíòàðèè â �9, ï. 3◦). Â ÷àñòíîñòè, ÷¼ò-íîñòü îòíîñèòåëüíî ξ1 îçíà÷àåò, ÷òî {µ1;w1} � ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ïà-ðà ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è Ñòåêëîâà, ïîëó÷åííîé çàìåíîé óñëîâèéïåðèîäè÷íîñòè (2.5) óñëîâèÿìè Íåéìàíà ⊠Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü ∂ω ãëàäêàÿ (ïðè ó÷¼òå ïåðèîäè÷íîñòè) è íàíåé âñòðå÷àþòñÿ óñëîâèÿ Äèðèõëå è Ñòåêëîâà (ãëàâíîé ÷àñòüþ ïîñëåä-íåãî ñëóæèò ïðîèçâîäíàÿ −∂/∂ξd) ðåçóëüòàòû [11�14℄ (ñì. òàêæå [15,



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 185ãë. 11 è 12℄) äàþò äîïóñêàþùóþ äè��åðåíöèðîâàíèå �îðìóëó
w1(ξ) = C1(ς)ρ

1/2 cos
(
ϕ/2

)
+O

(
ρ3/2(1 + | lnρ|)

) ïðè ρ→ +0, (2.12)ãäå (ρ,ϕ) ∈ R+ × (0, π) � ñèñòåìà ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò â ïëîñêîñòÿõ,ïåðïåíäèêóëÿðíûõ (d−2)-ìåðíîìó ðåáðó ∂ω, ς � ëîêàëüíûå êîîðäèíà-òû, ïîðîæä¼ííûå àòëàñîì êàðò íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè ∂ω áåç êðàÿ,à C1 ∈ C∞(Γ) � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ ãàðìîíè-÷åñêîé â R
d−1
+ ∋ ξ◦ ïðè ρ > Rω è îáðàùàþùåéñÿ â íóëü ïðè ϕ = 0 è

ϕ = π �óíêöèè ñðåäíåãî
R

d−1
+ ∋ ξ◦ := (ξ2, . . . , ξd) 7→ w1(ξ

◦) =

1/2∫

−1/2

w1(ξ1, ξ
◦)dξ1, (2.13)âûïîëíåíî ïðåäñòàâëåíèå

w1(ξ
◦) = K1ξdρ

1−d + w̃1(ξ
◦) ïðè ρ > Rω . (2.14)Ïðè ýòîì îòäåë¼ííîå â ïðàâîé ÷àñòè ñëàãàåìîå ïðîïîðöèîíàëüíî ïðî-èçâîäíîé ïî ξd �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðî-ñòðàíñòâå Rd−1, à äëÿ îñòàòêà w̃1 âûïîëíåíû îöåíêè

∣∣∇ℓ
ξ◦ w̃1(ξ

◦)
∣∣ 6 cℓρ

1−d−ℓ ïðè ρ > Rω, ℓ ∈ N0 = N ∪ {0}. (2.15)Íåðàâåíñòâî K1 > 0 äëÿ êîý��èöèåíòà â �îðìóëå (2.14) îáåñïå÷å-íî, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì íàáëþäåíèåì: ïîëîæèòåëüíàÿ ãàðìîíè÷å-ñêàÿ �óíêöèÿ w1 ðàñêëàäûâàåòñÿ ïðè ρ > Rω â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ôó-ðüå ïî ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûì �óíêöèÿì ñ ïîêàçàòåëÿìè 2−d, 1−
d,−d, . . . , ñðåäè êîòîðûõ âñå êðîìå ïåðâîé, óêàçàííîé â (2.14), ìåíÿþòçíàê íà ïîëóñ�åðå S

d−2
+ . Ïîõîæèå äîâîäû ïîêàçûâàþò, ÷òî C1(ς) > 0â ïðåäñòàâëåíèè (2.12). Íàêîíåö, óïîìÿíåì, ÷òî ðàçíîñòü

w⊥
1 (ξ) = w1(ξ)− w1(ξ

′), ρ > Rω, (2.16)îáëàäàþùàÿ íóëåâûì ñðåäíèì ïî ξ1 ∈ (−1/2, 1/2), ïîïàäàåò â ïðî-ñòðàíñòâî Ñîáîëåâà H1(Ξ \ Ξ(Rω)) ââèäó íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå íàîòðåçêå (−1/2, 1/2) ∋ ξ1 è, êðîìå òîãî, èñ÷åçàåò íà áåñêîíå÷íîñòè ñýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ1. Òàêîå áûñòðîå çàòóõàíèå êîìïîíåíòû
w⊥

1 ïîçâîëÿåò ïðèïèñàòü �îðìóëû (2.14) è (2.15) ñàìîé �óíêöèè w1 �äàëåå èñïîëüçóåì èõ èìåííî äëÿ íå¼.1Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ýòîãî ñâîéñòâà áóäåò ïðèâåäåíà â �3 ïðè èçó÷åíèè àñèìïòî-òè÷åñêîãî êîððåêòîðà.
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µ1

∫

ω

w1(ξ
′, 0)dξ′

= lim
R→+∞

( ∫

Ξ(R)

ξd∆ξw1(ξ)−
∫

∂Ξ(R)\∂Ξ

(ξd∂ρw1(ξ)− w1(ξ)∂ρξd) dsξ′

)

= lim
R→+∞

K1

1/2∫

−1/2

dξ1R
d−2

∫

S
d−2
+

(
ξd
ρd−1

∂ξd
∂ρ

− ξd
∂

∂ρ

ξd
ρd−1

)∣∣∣∣
ρ=R

dsξ◦

= K1(d− 1)

∫

S
d−2
+

ξ2ddsξ◦ =
K1

2
(d− 1)

∫

Sd−2

ξ2ddsξ◦

=
K1

2

∫

Sd−2

∣∣ξ◦
∣∣2dsξ◦ =

K1

2

∣∣Sd−2
∣∣. (2.17)Çäåñü ∣∣Sd−2

∣∣ � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñ�åðû â ïðîñòðàíñòâå R
d−1. Èçðàâåíñòâà (2.17) òàêæå âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå K1 > 0. Ñõîæåå èí-òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ (ïîëîæèòåëüíîé) âåñîâîé ãàðìîíè÷åñêîé�óíêöèåé, èìåþùåé îñîáåííîñòü O(|ς − x|−3/2

) â òî÷êå ς ∈ ∂ω, ñïðà-âåäëèâî è äëÿ êîý��èöèåíòà C1(ς) â ðàçëîæåíèè (2.12) (ñì. [16℄, àòàêæå [15, ãëàâà 10, �1 è ãëàâà 12, �8℄).�3. Àñèìïòîòè÷åñêèå àíçàöû è êîððåêòîðûâ ñëó÷àå d > 3Â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðîé îñðåäíåíèÿ (ñì. [17�20℄ èìíîãèå äðóãèå ïóáëèêàöèè) àñèìïòîòè÷åñêèå àíçàöû äëÿ ñîáñòâåííûõïàð {λεp;uεp} çàäà÷è (1.3)�(1.5) âîçüì¼ì òàêèìè:
λε = ε−1µ1 + µ′ + εβ + . . . , (3.1)

uε(x) = χΓ(x)
(
w1(ξ)v(s) + εW ′(ξ, s; v) + ε2W ′′(ξ, s; v)

)
+εd−2u′(x)+. . . .(3.2)Ìíîãîòî÷èå çàìåùàåò ìëàäøèå àñèìïòîòè÷åñêèå ÷ëåíû, íå ñóùåñòâåí-íûå äëÿ ïðåäïðèíèìàåìîãî àíàëèçà, è χΓ ∈ C∞

(
Ω
) � ñðåçàþùàÿ �óíê-öèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå â (RΓ/2)-îêðåñòíîñòè Vd

RΓ/2
êîíòóðà Γ è íóëþ âíå



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 187åãî RΓ-îêðåñòíîñòè (íàïîìèíàåì, ÷òî â äâóìåðíîé ïîëîñêå V2
RΓ

ââåäå-íà ñèñòåìà êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò (n, s)). Êðîìå òîãî, {µ1;w1} �ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ïàðà çàäà÷è (2.2)�(2.5), à îñòàëüíûå èíãðåäèåíòûàíçàöåâ ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ, â ÷àñòíîñòè, ñëàãàåìîå u′ ãëàäêîãî òè-ïà. Ïî îêîí÷àíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà â �4 îêàæåòñÿ, ÷òî {β; v}� ñîáñòâåííàÿ ïàðà íåêîãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ íà Γ.Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèÿ (3.1) è (3.2) â çàäà÷ó (1.3)�(1.5), ñîáåð¼ì ìíî-æèòåëè ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà, ó÷èòûâàÿ çàìåíû(2.1), à òàêæå ñîïóòñòâóþùåå ðàñùåïëåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðà-òîðà (2.6)
∆x=

1

ε2
∆ξ+

1

ε

(
κ(s)

∂

∂ξ2
+2

∂2

∂ξ1∂s
−2ξ2κ(s)

∂2

∂ξ21

)
+L2(ξ1, s,∇ξ, ∂s)+. . . .(3.3)Ìíîæèòåëè ïðè 1/ε2 è 1/ε îáîçíà÷èì ÷åðåç L0(∇ξ) è L1(ξ2, s,∇ξ, ∂s).Êðîìå òîãî,

L2(ξ2, s,∇ξ, ∂s) =
∂2

∂s2
− ξ2κ(s)

2 ∂

∂ξ2

+ ξ2∂sκ(s)
∂

∂ξ1
− 4ξ2κ(s)

∂2

∂ξ1∂s
+ 3ξ22κ(s)

2 ∂
2

∂ξ21
.Ïðè ýòîì ïðèíÿòà âî âíèìàíèå �îðìóëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé�óíêöèè

dW
ds

(s
ε
, s
)
=

(
1

ε

∂W
∂ξ1

(ξ1, s) +
∂W
∂s

(ξ1, s)

)∣∣∣∣
ξ1=s/ε

.Ñòðîåíèå ìíîæèòåëÿ ïðè 1/ε â ðàñùåïëåíèè (3.3) ïîäñêàçûâàåòïðåäñòàâëåíèå
W ′(ξ, s; v) = κ(s)W0(ξ)v(s) +W1(ξ)∂sv(s), (3.4)à òàêæå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ åãî êîý��èöèåíòîâ Wq:

−∆ξW0(ξ) = F0(ξ) :=
∂w1

∂ξ2
(ξ)− 2ξ2

∂2w1

∂ξ21
(ξ), ξ ∈ Ξ, (3.5)

−∆ξW1(ξ) = F1(ξ) := 2
∂w1

∂ξ1
(ξ), ξ ∈ Ξ. (3.6)



188 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂÏîìèìî óñëîâèé Äèðèõëå (2.3) è ïåðèîäè÷íîñòè (2.5) çàìêí¼ì çàäà÷èóñëîâèÿìè Ñòåêëîâà
−∂W0

∂ξd
(ξ′, 0)− µ1W0(ξ

′, 0) =
µ′

κ(s)
w1(ξ

′, 0), ξ′ ∈ ω, (3.7)
−∂W1

∂ξd
(ξ′, 0)− µ1W1(ξ

′, 0) = 0, ξ′ ∈ ω. (3.8)Åäèíñòâåííîå (µ1 � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî) óñëîâèå ðàçðåøè-ìîñòè ∫
Ξ

w1(ξ)F1(ξ)dξ = 0 çàäà÷è (3.6), (2.3), (3.8), (2.5) âûïîëíåíîèç-çà ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè w1 ïî ïåðåìåííîé ξ1 è áûñòðîãî çàòó-õàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, äîïóñêàþùåãî ïðèìåíåíèå �îð-ìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. �àññìîòðèì àíàëîãè÷íûé èíòåãðàëïðè q = 0:
I0 :=

∫

Ξ

w1(ξ)
(∂w1

∂ξ2
(ξ)− 2ξ2

∂2w1

∂ξ21
(ξ)

)
dξ

=

∫

Ξ

w1(ξ)
∂w1

∂ξ2
(ξ)dξ1 + 2

∫

Ξ

ξ2

∣∣∣∂w1

∂ξ1
(ξ)

∣∣∣
2

dξ.

(3.9)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè àííóëèðóåòñÿ ââèäó âîçìîæíîñòèïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Ïîñëåäíåå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèåýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò ïðè ρ = |ξ◦| → +∞, à ñàì èíòåãðàë îáðàùà-åòñÿ â íóëü áëàãîäàðÿ ÷¼òíîñòè �óíêöèè w1 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé
ξ2. Òàêèì îáðàçîì, è óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (3.5), (2.3), (3.7),(2.5) �îðìàëüíî âûïîëíåíî â ñëó÷àå µ′ = 0. Ýòî âàæíîå ðàâåíñòâîóñòðàíÿåò âèäèìîå íåñîîòâåòñòâèå äëÿ ïåðåìåííîé êðèâèçíû, à èìåí-íî çàâèñèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè óñëîâèÿ (3.6) îò êîîðäèíàòû s ∈ Γ (ñì.�9, ï. 3◦).Íåñìîòðÿ íà ïðîâåðêó óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ äëÿ W0 è W1,íóæíî ïîÿñíèòü, ïî÷åìó îíè ðàçðåøèìû è êàê èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèåèõ ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè è îêîëî ðåáðà ∂ω. Èíòåãðàëüíûå òîæäå-ñòâà, îáñëóæèâàþùèå íàçâàííûå çàäà÷è (µ′ = 0 ïðè q = 0), âûãëÿäÿòòàê:

(
∇ξWq,∇ξΨ

)
Ξ
− µ1(Wq,Ψ

)
ω
= (Fq ,Ψ

)
Ξ

∀ Ψ ∈ Eper(Ξ). (3.10)Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû �èññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî �óíê-öèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü óêàçàííîåñâîéñòâî äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé èç ïðàâûõ ÷àñòåé òîæäåñòâ



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 189(3.10). Ôóíêöèè Fq ãëàäêèå âíå ïîâåðõíîñòè ∂ω � íà÷í¼ì àíàëèç ñå¼ R∂ω-îêðåñòíîñòè Vd
R∂ω

ïðè êàêîì-òî R∂ω > 0. Ïðåäñòàâëåíèå (2.12)âëå÷¼ò çà ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ F0(ξ) = O(ρ−3/2) è F1(ξ) = O(ρ−1/2).Îáåñïå÷åííîå óñëîâèåì Äèðèõëå íà Υ \ ω íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà íàäóãå (0, π) ∋ ϕ
π∫

0

∣∣∂ϕW(ρ,ϕ, ς)
∣∣2dϕ >

π2

4

π∫

0

∣∣W(ρ,ϕ, ς)
∣∣2dϕ

∀ W ∈ H1(0, π), W
∣∣
ϕ=π

= 0,

(3.11)ïðîèíòåãðèðîâàííîå ïî ρ ∈ (0, R∂ω) è ς ∈ ∂ω ïîñëå óìíîæåíèÿ íà
ρ−1, ñíà÷àëà äà¼ò âåñîâóþ îöåíêó íà ìíîæåñòâå Ξ∩Vd

R∂ω
, à çàòåì ïðèó÷¼òå îáû÷íîãî, ìíîãîìåðíîãî, íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà�Ïóàíêàðå íàìíîæåñòâå (2.8) � îöåíêó ‖ρ−1Wq ;L

2(Ξ(Rω))‖2 6 cR‖∇ξWq ;L
2(Ξ)‖2.ïîêàçûâàþùóþ, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ q = 0, 1 â �îðìóëàõ

∫

Ξ(Rω)

Fq(ξ)Wq(ξ)dξ 6 c0R‖∇ξWq;L
2(Ξ)‖ ‖ρFq;L

2(Ξ(Rω)‖ (3.12)ïîñëåäíèå ñîìíîæèòåëè êîíå÷íû ïî ïðè÷èíå óêàçàííîãî ïîâåäåíèÿ�óíêöèé Fq ïðè ρ→ +0.Äëÿ îêîí÷àíèÿ ïðîâåðêè ðàçðåøèìîñòè íóæíû ñîïóòñòâóþùèå íå-ðàâåíñòâàì (3.12) îöåíêè
∫

Ξ\Ξ(Rω)

Fq(ξ)Wq(ξ)dξ 6 c∞R ‖∇ξWq;L
2(Ξ)‖ ‖ρFq;L

2(Ξ \ Ξ(Rω))‖ (3.13)âìåñòå ñ êîíå÷íîñòüþ ïîñëåäíåé íîðìû, êîòîðàÿ, ê ñîæàëåíèþ, èìååòìåñòî áåçóñëîâíî òîëüêî ïðè q = 1 ââèäó ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàòóõà-íèÿ âåëè÷èíû F1(ξ) ïðè ρ → +∞, êîòîðîå ê òîìó æå îáåñïå÷èâàåòïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîå (2.14) ðàçëîæåíèå
W 1(ξ

◦)=K1
1ξdρ

1−d + W̃ 1(ξ
◦) ïðè ρ > Rω (3.14)ñ êàêèì-òî êîý��èöèåíòîì K1

1 , à ðàçíîñòü W⊥
1 = W1 −W 1 çàòóõàåòýêñïîíåíöèàëüíî (ñì. íèæå).Â ñëó÷àå q = 0 ïðåäñòàâëåíèå (2.14) ñ êîý��èöèåíòîì K1 > 0 èîöåíêà (2.15) ïðè ℓ = 1 ïîêàçûâàþò, ÷òî F0(ξ) = O(ρ1−d), à çíà÷èò,âêëþ÷åíèå ρF0 ∈ L2(Ξ \ Ξ(Rω)) âûïîëíåíî â ðàçìåðíîñòè d > 3. Ïðè



190 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂ
d = 3 ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü â îöåíêå (3.13) ñ q = 0 ìîæåò ñòàòü áåñêî-íå÷íûì � íóæíû äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ. Ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå(2.14) âûãëÿäèò òàê:

w1(ξ2, ξ3) = K1(1− χω(ρ))ρ
−1 sinϕ+ w̃1(ξ2, ξ3). (3.15)Çäåñü (ρ, ϕ) ∈ R+×(0, π) � ñèñòåìà ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò. Â èòîãå èìååì

F0(ξ) = 2
∂w1

∂ξ2
(ξ) = −(1− χω(ρ))K1

sin(2ϕ)

ρ2
+ F̂0(ξ),ïðè÷¼ì χω ∈ C∞

c (R) � ñðåçêà, ðàâíàÿ åäèíèöå ïðè ρ < Rω è íóëþ ïðè
ρ > 2Rω, à îñòàòîê F̂0(ξ) ïðèîáðåòàåò á�oëüøóþ ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ
O(ρ−3). �åøåíèå çàäà÷è (3.10) ïðè q = 0 èùåì â âèäå

W0(ξ) = −(1− χω(ρ))
K1

4
sin(2ϕ) + Ŵ0(ξ) â ñëó÷àå d = 3. (3.16)Hîâàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà äëÿ îñòàòêà Ŵ0 îòëè÷à-åòñÿ îò áûñòðî çàòóõàþùåé �óíêöèè F̂0 ëèøü ñëàãàåìûì ñ êîìïàêò-íûì íîñèòåëåì. Håòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòèèçìåí¼ííîé çàäà÷è âûïîëíåíî áëàãîäàðÿ îáðàùåíèþ â íóëü âûðàæå-íèÿ (3.9).Çàìå÷àíèå 3.1. Äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèè w ñïðàâåäëèâà�îðìóëà ∆ξ (ξ2w(ξ)) = 2

∂w

∂ξ2
(ξ), êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ(3.16), à òàêæå ê ïðåäñòàâëåíèþ

W0(ξ) = −(1− χω(ρ))K1
ξ2ξd
2ρd−1

+ Ŵ0(ξ) â ñëó÷àå d > 3 (3.17)ñ îñòàòêîì Ŵ0(ξ), çàòóõàþùèì íà áåñêîíå÷íîñòè ñî ñêîðîñòüþO(ρ2−d).
⊠ Èòàê, ñóùåñòâîâàíèå îáîèõ êîððåêòîðîâ W1 è W0 äîêàçàíî â ëþ-áîé ðàçìåðíîñòè. Îíè îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ cqw1 �çà�èêñèðóåì èõ òðåáîâàíèåì (w1,Wq)ω = 0.Àíàëîãè÷íîå (2.12) ðàçëîæåíèå êîððåêòîðà W1

W1(ξ)=C
1
1 (ς)ρ

1/2 cos
(
ϕ/2

)
+O

(
ρ3/2(1 + | lnρ|)

) ïðè ρ→ +0. (3.18)ñ êàêèì-òî êîý��èöèåíòîì C1
1 ∈ C∞(∂ω) âûòåêàåò èç îáùèõ ðåçóëüòà-òîâ ðàáîò [11�14℄ (ñì. òàêæå [15, ãëàâà 11 è 12℄) áëàãîäàðÿ ìåäëåííîìó



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 191ðîñòó O(ρ−1/2) ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.6). Ñîãëàñíî òåì æå ðåçóëü-òàòàì äðóãîé êîððåêòîð W0 ïðèîáðåòàåò òàêîå ðàçëîæåíèå:
W0(ξ)=C

0
1 (ς)ρ

1/2 cos
(
ϕ/2

)
+C0

3 (ς)ρ
1/2 cos

(
3ϕ/2

)

+O
(
ρ3/2(1+| lnρ|)

)ïðè ρ→ +0.
(3.19)Â ïðèíöèïå îáíàðóæåííûé ðîñò F0(ξ) = O(ρ−3/2) ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-íåíèÿ ìîæåò ïðèâíåñòè ëîãàðè�ìè÷åñêèé ìíîæèòåëü â ãëàâíûé ÷ëåíàñèìïòîòèêè (3.19) � ïîÿñíèì, ïî÷åìó ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. Ïåðâîå ñëà-ãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.5) ïðèâîäèò ê ñëàáîé ñèíãóëÿðíî-ñòè O(ρ−1/2), êîòîðàÿ, êàê è â ñëó÷àå êîððåêòîðàW1, âëèÿåò òîëüêî íàêîý��èöèåíò C0

1 (ς). Âòîðîå ñëàãàåìîå ïîðîæäàåò áîëüøóþ ñèíãóëÿð-íîñòü O(ρ−3/2) â ðåçóëüòàòå äâóêðàòíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ãëàâ-íîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè (2.12). Òàêîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïðåâðàùà-åò ãàðìîíè÷åñêóþ �óíêöèþ ρ1/2 cos
(
ϕ/2

) íà ïëîñêîñòè â ãàðìîíè÷å-ñêóþ �óíêöèþ − 1
4ρ

−3/2 cos
(
3ϕ/2

) (ïîäðîáíîñòè ñì. â [15, ãë. 7, � 4 èãë. 12, � 8℄), ïðè êîìïåíñàöèè êîòîðîé è âîçíèêàåò â ðàçëîæåíèè (3.19)ñëàãàåìîå C0
3 (ς)ρ

1/2 cos
(
3ϕ/2

) ñ ìíîæèòåëåì, ãëàäêî çàâèñÿùèì îò
ς ∈ ∂ω.Íàêîíåö, �îðìóëà (3.17) ïðîâåðÿåòñÿ ðàçäåëåíèåì �óíêöèè W0 íàñîñòàâëÿþùèå W 0 è
W⊥

0 (ξ) =W0(ξ)−W 0(ξ
◦),

1/2∫

−1/2

W⊥
0 (ξ1, ξ

◦)dξ1 = 0 ïðè ρ > Rω, (3.20)â ñîãëàñèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (2.13) è (2.16). ÑðåäíååW 0 óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ Ïóàññîíà
−∆ξ◦W 0(ξ

◦) = F 0(ξ
◦) :=

1/2∫

−1/2

F0(ξ1, ξ
◦)dξ1, ξ◦ ∈ R

d−1
+ , ρ > Rω ,è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ξd = 0 è ρ > Rω. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñíûåðåçóëüòàòû òåîðèè Êîíäðàòüåâà [21℄ (ñì. òàêæå ìîíîãðà�èè [15℄ è [22℄)äàþò äëÿ W0 â ñëó÷àå d > 3 ïðåäñòàâëåíèå âèäà (3.17), ïðè÷¼ì äëÿîñòàòêà W̃ 0(ξ

◦) âûïîëíåíû îáåñïå÷åííûå îöåíêàìè (2.15) íåðàâåíñòâà
∣∣∇ℓ

ξ◦W̃ 0(ξ
◦)
∣∣ 6 cℓρ

2−d−ℓ(1 + | ln ρ|) ρ > Rω, ℓ ∈ N0.
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0 èñ÷åçàåò ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêî-ðîñòüþ ïðè ρ → +∞. Ïðîèçâåäåíèå Wω(ξ) = (1 − χω(ρ))W

⊥
0 (ξ) óäî-âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà â ïîëóñëîå Ξ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ Fω(ξ),ïîä÷èí¼ííîé âêëþ÷åíèþ eγρFω ∈ L2(Ξ) ñ êàêèì-òî ïîêàçàòåëåì γ > 0.Â ñàìîì äåëå, îíà ëèøü �èíèòíûì ñëàãàåìûì îòëè÷àåòñÿ îò �óíê-öèè F⊥

0 (ξ) = 2
∂w⊥

1

∂ξ2
(ξ), äëÿ êîòîðîé íóæíîå âêëþ÷åíèå îáåñïå÷èâàåò-ñÿ �îðìóëîé2 eγρw⊥
1 ∈ H1(Ξ) äëÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèè çàäà÷è (2.2)�(2.5). Ââåä¼ì íåïðåðûâíóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ âåñîâóþ �óíêöèþ Ξ ∋

ξ 7→ RT
γ (η), ðàâíóþ eγρ ïðè ρ < T è eγT ïðè ρ > T > Rω. Â èí-òåãðàëüíîì òîæäåñòâå äëÿ Wω ∈ H1

0per(Ξ;Υ) (1-ïåðèîäè÷íîñòü ïî ξ1è îáðàùåíèå â íóëü ïðè ξd = 0) â êà÷åñòâå ïðîáíîé âîçüì¼ì �óíê-öèþ RT
2γWω = RT

γW
T
γ , ãäå WT

γ = RT
γWω . Îáà ââåä¼ííûõ ïðîèçâåäå-íèÿ ïîïàäàþò â ïðîñòðàíñòâî H1

0per(Ξ;Υ), òàê êàê âåñ ïîñòîÿíåí îêî-ëî áåñêîíå÷íîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé (äâóêðàòíîåêîììóòèðîâàíèå ìíîæèòåëÿ RT
γ è ãðàäèåíò-îïåðàòîðà ∇ξ) ïîëó÷èìñîîòíîøåíèå

‖∇ξWT
γ ;L

2(Ξ)‖2 − ‖WT
γ RT

−γ∇ξRT
γ ;L

2(Ξ)‖2 = (WT
γ ,RT

γ Fω)Ξ.Ïîñêîëüêó 1/2∫
−1/2

WT
γ (ξ)dξ2 = 0, íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå íà èíòåðâàëå

(−1/2, 1/2) ∋ ξ2 äà¼ò ñîîòíîøåíèå
‖∇ξWT

γ ;L
2(Ξ)‖2 > π2‖WT

γ ;L
2(Ξ)‖2.Êðîìå òîãî, ∣∣∇ξRT

γ (ξ
◦)
∣∣ 6 γRT

γ (ξ
◦), à çíà÷èò, ïðè γ 6 2 âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî

π2

4
‖∇ξWT

γ ;L
2(Ξ)‖2 +

(π4

4
− γ4

)
‖WT

γ ;L
2(Ξ)‖2 6 ‖RT

γ Fω;L
2(Ξ)‖2ñ ïîëîæèòåëüíûì êîý��èöèåíòîì ïðè íîðìå ñàìîé �óíêöèè WT

γ .Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïðè T > Rω, à ëåâàÿ ìîíîòîí-íî âîçðàñòàåò ïðè T → +∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ïðåäåë. Èíûìèñëîâàìè, ñïðàâåäëèâî èñêîìîå âåñîâîå íåðàâåíñòâî
‖∇ξ(e

γρWω);L
2(Ξ)‖2 + ‖eγρWω ;L

2(Ξ)‖2 6 c‖eγρFω;L
2(Ξ)‖2, (3.21)2Ïðîâåðÿåòñÿ ïî èçëàãàåìîé ñõåìå, òàê êàê â óðàâíåíèè Ïóàññîíà äëÿ íå¼ ïðà-âàÿ ÷àñòü îòñóòñòâóåò.



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 193óêàçûâàþùåå íà ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå ñîñòàâëÿþùåé W⊥
0 =

W0 −W 0 êîððåêòîðà W0.Îòìåòèì, ÷òî ïðè¼ìû èç ñòàòüè [23℄ ïåðåäåëûâàþò èíòåãðàëüíóþîöåíêó (3.21) â âåñîâûå ïîòî÷å÷íûå (ã¼ëüäåðîâêèå) îöåíêè ñàìîé �óí-êöèè è å¼ ïðîèçâîäíûõ. Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñèëóýêñïîíåíöèàëüíîãî çàòóõàíèÿ ïðàâîé ÷àñòè F1 óðàâíåíèÿ (3.6) äëÿ åãîðåøåíèå W1 âûïîëíåíû ïîõîæàÿ íà (2.14) �îðìóëà ñ êàêèì-òî êîý�-�èöèåíòîì K1
1 è îöåíêè
∣∣∇ℓ

ξW1(ξ)
∣∣ 6 c1ℓρ

2−d−ℓ ïðè ρ > Rω , ℓ ∈ N0. (3.22)Íóæíûå ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ êîððåêòîðîâW0 èW1 ïðåäñòàâ-ëåíèÿ (3.4) óñòàíîâëåíû.�4. Ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå â ñëó÷àå d > 3Ñîñòàâèì çàäà÷ó äëÿ òðåòüåãî ÷ëåíà W ′′ òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âàíçàöå (3.2). Ïðè ó÷¼òå ðàñùåïëåíèÿ (3.3) âûâîäèì óðàâíåíèå
−∆ξW

′′(ξ, s; v) = L2(ξ2, s,∇ξ, ∂s)(w1(ξ)v(s))

+L1(ξ2, s,∇ξ, ∂s)W
′(ξ, s; v), ξ ∈ Ξ,

(4.1)ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå (2.3) è Ñòåêëîâà
−∂ξdW ′′(ξ′, 0, s; v)− µ1W

′′(ξ′, 0, s; v) = βw1(ξ
′, 0)v(s), ξ′ ∈ ω, (4.2)à òàêæå óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè (2.5). Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå �îðìóëûäëÿ îïåðàòîðîâ L1 è L2, âèäèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü F ′′(ξ, s; v) óðàâíåíèÿ(4.1) � ñóììà ïðîèçâåäåíèé

∂2sv(s)
(
w1(ξ) + 2

∂W1

∂ξ1
(ξ)

︸ ︷︷ ︸

)

+ κ(s)∂sv(s)
(∂W1

∂ξ2
(ξ) + 2

∂W0

∂ξ1
(ξ)− 2ξ2

∂2W1

∂ξ21
(ξ) − 4ξ2

∂w1

∂ξ1
(ξ)

︸ ︷︷ ︸

)
+

+ v(s)
(
κ(s)2

(∂W0

∂ξ2
(ξ)− ξ2

∂w1

∂ξ2
(ξ) + 3ξ22

∂2w1

∂ξ21
(ξ)− 2ξ2

∂2W0

∂ξ21
(ξ)

︸ ︷︷ ︸

)

+ ∂sκ(s)
( ︷ ︸︸ ︷
2
∂W0

∂ξ1
(ξ) + ξ2

∂w1

∂ξ1
(ξ)

))
. (4.3)



194 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂÌíîæèòåëè ïðè �óíêöèè v è å¼ ïðîèçâîäíûõ ñóòü O(ρ2−d) ïðè ρ →
+∞ (�èãóðíûìè ñêîáêàìè ñíèçó îòìå÷åíû ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõà-þùèå ñîñòàâëÿþùèå; 
ì. êîíåö �3). Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ïî Ξ âóñëîâèè ðàçðåøèìîñòè ñ�îðìèðîâàííîé çàäà÷è (4.1), (2.3), (4.2), (2.5)

∫

Ξ

w1(ξ)F
′′(ξ, s; v)dξ + βv(s)

∫

ω

∣∣w1(ξ
′, 0)

∣∣2dξ′ = 0ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè d > 3 (ñëó÷àé d = 3 ñì. â �6). Êðîìå òîãî,
W0 � íå÷¼òíàÿ, à w1, W1 � ÷¼òíûå �óíêöèè ïåðåìåííîé ξ2, ò.å. ïðî-èçâåäåíèå κ∂sv, ïðè êîòîðîì â (4.3) ñòîèò íå÷¼òíûé ïî ξ2 ìíîæèòåëü,àííóëèðóåòñÿ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ξ2 ∈ R. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêà-çàòü î âûðàæåíèè v∂sκ, êîý��èöèåíò ïðè êîòîðîì âûäåëåí �èãóðíîéñêîáêîé ñâåðõó. Â èòîãå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (4.3) ïðèíèìàåò âèäîáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà êîíòóðå

−B∂2sv(s) + bκ(s)2v(s) = βv(s), s ∈ Γ. (4.4)Ïðàâàÿ ÷àñòü óíàñëåäîâàíà îò èíòåãðàëà ïî ω â �îðìóëå (4.3) ñîãëàñ-íî íîðìèðîâêå (2.11), à êîý��èöèåíò b, ÿâíàÿ �îðìóëà äëÿ êîòîðîãî÷åðåç÷óð ãðîìîçäêà, íå îêàçûâàåò ïðèíöèïèàëüíîå âëèÿíèå íà ïðåä-îïðåäåë¼ííîå î÷åðåäíûì óòâåðæäåíèåì ñòðîåíèå �ïðåäåëüíîãî� ñïåê-òðà
β1 6 β2 6 β3 6 . . . 6 βp 6 · · · → +∞. (4.5)Ïðåäëîæåíèå 4.1. B = ‖w1;L

2(Ξ)‖2 + 2

∫

Ξ

w1(ξ)
∂W1

∂ξ1
(ξ)dξ > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ìåòîä �àêòîðèçàöèè [24,25℄ è ïîëîæèì

Z(ξ) = w1(ξ)
−1W1(ξ). Ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìàëüíûå âû÷èñëåíèÿ âû-ãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B = ‖w1;L
2(Ξ)‖2 + 2

∫

Ξ

w1(ξ)
2 ∂Z

∂ξ1
(ξ)dξ + 2

∫

Ξ

W1(ξ)
∂w1

∂ξ1
(ξ)dξ

= ‖w1;L
2(Ξ)‖2 + 2

∫

Ξ

w1(ξ)
2 ∂Z

∂ξ1
(ξ)dξ −

∫

Ξ

W1(ξ)∆ξW1(ξ)dξ (4.6)
= ‖w1;L

2(Ξ)‖2 + 2

∫

Ξ

w1(ξ)
2 ∂Z

∂ξ1
(ξ)dξ −

∫

Ξ

W1(ξ)Z(ξ)∆ξw1(ξ)dξ
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−
∫

Ξ

w1(ξ)Z(ξ)
(
w1(ξ)∆ξZ(ξ) + 2∇ξZ(ξ) · ∇ξw1(ξ)

)
dξ

= ‖w1;L
2(Ξ)‖2 + 2

∫

Ξ

w1(ξ)
2 ∂Z

∂ξ1
(ξ)dξ − 0 +

∫

Ξ

w1(ξ)
2|∇ξZ(ξ)|2dξ

+

∫

ω

w1(ξ
′, 0)2Z(ξ′, 0)

∂Z

∂ξd
(ξ′, 0)dξ′

=

∫

Ξ

w1(ξ)
2

(∣∣∇ξ◦Z(ξ)
∣∣2 +

∣∣∣1 + ∂Z

∂ξ1
(ξ)

∣∣∣
2
)
dξ + 0 > 0.Ïîñëåäíåå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü òîæäå-ñòâåííî ââèäó 1-ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè Z ïî ïåðåìåííîé ξ1. Íåêî-òîðûå èíòåãðàëû àííóëèðîâàëèñü áëàãîäàðÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà (2.2)äëÿ �óíêöèè w1 è îáåñïå÷åííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.4) è (3.8)ðàâåíñòâàìè

∫

ω

w1(ξ
′, 0)2Z(ξ′, 0)

∂Z

∂ξd
(ξ′, 0)dξ′

=

∫

ω

W1(ξ
′, 0)Z(ξ′, 0)

∂w1

∂ξd
(ξ′, 0)dξ′ −

∫

ω

W1(ξ
′, 0)

∂W1

∂ξd
(ξ′, 0)dξ′

= −µ1

∫

ω

W1(ξ
′, 0)Z(ξ′, 0)w1(ξ

′, 0)dξ′ + µ1

∫

ω

W1(ξ
′, 0)2dξ′ = 0.Ñõîäèìîñòü âñåõ âîçíèêøèõ èíòåãðàëîâ ïîäòâåðæäåíà ñâîéñòâàìè�óíêöèé w1 è W1, ïåðå÷èñëåííûìè â ��2 è 3, à èìåííî, â ñèëó ñî-îòíîøåíèé (2.12), (3.18) (2.14), (3.14) �óíêöèÿ Z îêàçûâàåòñÿ îãðà-íè÷åííîé ñîîòâåòñòâåííî îêîëî ïîâåðõíîñòè ∂ω è íà áåñêîíå÷íîñòè âïîëóñëîå Ξ, à å¼ ãðàäèåíò ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì O(ρ−1) è O(ρ−1) âáëèçèóêàçàííûõ îñîáåííîñòåé ãðàíèöû, âíå êîòîðûõ îíà áåñêîíå÷íî äè�-�åðåíöèðóåìà. Ïåðå÷èñëåííûå èððåãóëÿðíîñòè êîìïåíñèðóþòñÿ âåñî-âûì ìíîæèòåëåì w1(ξ)

2, êîòîðûé ïðèîáðåòàåò ïîðÿäêè ρ ïðè ρ→ +0è ρ2−d ïðè ρ → +∞. Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë â(4.6) ñõîäèòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå d > 3, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà-æåíèå â í¼ì çàòóõàåò ñî ñêîðîñòüþ O(ρ4−2d). �Çàìå÷àíèå 4.1. Ïîõîæàÿ íà (4.6) âûêëàäêà âïåðâûå áûëà ðåàëèçî-âàíà â [24℄, ãäå ðàññìàòðèâàëàñü ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ñ óñëîâèÿìè



196 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂÄèðèõëå íà ãëàäêîé ÷àñòè å¼ ãðàíèöû. Ñïîñîá îáðàáîòêè îñîáåííîñòåéñîáñòâåííûõ �óíêöèé îêîëî ñèíãóëÿðíîñòåé ãðàíèöû è íà áåñêîíå÷-íîñòè ïðåäëîæåí3 â [27℄, îäíàêî â [25℄ ðàçðàáîòàí áîëåå îáùèé ïîäõîä,òàê êàê ïðèíÿòîå ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå èç [28, ñëåäñòâèå C4℄î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíî äëÿ óãëîâûõ è êîíè÷åñêèõ òî÷åê, ð¼-áåð è âåðøèí ìíîãîãðàííûõ óãëîâ. Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòüïðèñïîñîáëåíû ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å Ñòåêëîâà�Äèðèõëå ââèäóêîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H1(Ξ(Rω)) ⊂ L2(ω). Îòìåòèì, ÷òî â [29℄ íàêîý��èöèåíòû äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íàçíà÷åíû ìèíèìàëü-íûå îãðàíè÷åíèÿ, äîïóñêàþùèå �ñïðÿìëåíèå� äàæå ëèïøèöåâîé ãðà-íèöû.Çàìå÷àíèå 4.2. Îêîëî ðåáðà ∂ω ðåøåíèå W ′′ çàäà÷è (4.1), (4.2),(2.3), (2.5), ñóùåñòâóþùåå ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèÿ (4.4), äîïóñêà-åò àíàëîãè÷íîå (2.12) ðàçëîæåíèå ñ ãëàâíûì ÷ëåíîì C′′
1 (ς)ρ

1/2
Ψ
(
ϕ
).Ýòîò �àêò, èñïîëüçóåìûé â �8, íóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå, òàê êàê îá-ùèå ïðîöåäóðû äîçâîëÿþò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü óãëîâîé ÷àñòè îò

lnρ. Îòñóòñòâèå òàêîé çàâèñèìîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì òåõæå ðàññóæäåíèé, ÷òî è â êîììåíòàðèè ê �îðìóëå (3.19), ãäå âìå-ñòå ñ óêàçàííîé ãàðìîíè÷åñêîé �èãóðèðóåò áèãàðìîíè÷åñêàÿ �óíêöèÿ
ρ−3/2 cos

(
7ϕ/2

). Ïî èíäóêöèè ìîæíî óáåäèòüñÿ îòñóòñòâèè ëîãàðè�-ìà è ó îòñóòñòâóþùèõ â àíçàöå (3.2) ìëàäøèõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè.Ïîäîáíûå ñîîáðàæåíèÿ áûëè ïðèñïîñîáëåíû â [15, ãëàâà 4, �4℄ è ê ñìå-øàííûì êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñè-ñòåì íà ïîëóïëîñêîñòè.�5. Ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è ÄèðèõëåÈç-çà íåîáõîäèìîñòè óìíîæåíèÿ íà ñðåçàþùóþ �óíêöèþ χΓ ÷ëåíîâòèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â àíçàöå (3.2), îïðåäåë¼ííûõ òîëüêî â îêðåñò-íîñòè êîíòóðà Γ, â óðàâíåíèè (1.3) âîçíèêàåò íåäîïóñòèìî áîëüøàÿíåâÿçêà, äëÿ êîìïåíñàöèè êîòîðîé òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷ëåíà u′ ãëàä-êîãî òèïà. Ïðè ε → +0 ìíîæåñòâà (1.1) èñ÷åçàþò â ïðåäåëå, è ïîýòî-ìó â êà÷åñòâå åù¼ îäíîé ïðåäåëüíîé âîçíèêàåò �÷èñòàÿ� (áåç óñëîâèé3Â ïóáëèêàöèè [26℄ òàêæå ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä �àêòîðèçàöèè, îäíàêî áåç ññû-ëîê íà ïåðâîèñòî÷íèêè è ñ íåóñòðàíèìûìè îøèáêàìè èç-çà íåïðàâèëüíîãî ó÷¼òàîñîáåííîñòåé ðåøåíèé â óãëîâûõ òî÷êàõ.



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 197Ñòåêëîâà) çàäà÷à Äèðèõëå â îáëàñòè Ω (ðèñ. 1, a)
−∆xU(x; v) = 0, x ∈ Ω, U(x; v) = 0, x ∈ ∂Ω \ Γ. (5.1)Ñëåäóÿ ìàòåðèàëó ãëàâû 12 â ìîíîãðà�èè [15℄, íàéä¼ì êàíîíè÷åñêîåñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1), çàäàííîå ñâîèì èððåãóëÿðíûì ïî-âåäåíèåì îêîëî êîíòóðà Γ ⊂ ∂Ω

U(x; v) = v(s)xdr
1−d +O

(
r1−d

)
, r → +0,Çäåñü v � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ íà êîíòóðå Γ ∋ s, à (r, ϕ) � ñèñòåìà ñ�åðè-÷åñêèõ êîîðäèíàò â ãèïåðïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ êîíòóðó Γ,ò.å. r = ερ (ñð. �îðìóëó (2.14)). Òàêîå ðåøåíèå èíèöèèðîâàíî äåëüòà-�óíêöèåé Äèðàêà, ðàñïðåäåë¼ííîé âäîëü Γ ñ ïëîòíîñòüþ v (ñì. [15,ãëàâà 12℄), è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê âåñîâîé èíòåãðàë ïî êîíòó-ðó Γ îò ÿäðà Ïóàññîíà â îáëàñòè Ω ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ O(|x − s|1−d) âòî÷êå s ∈ Γ (ñì. [15, ãëàâà 10 �1 è ãëàâà 12℄). Îäíàêî äàëåå ïîíàäîáèòñÿòîëüêî óòî÷í¼ííîå ðàçëîæåíèå ïðè r → +0

U(x; v)=χΓ(x)
(
v(s)xdr

1−d+U1(r, ϕ, s; v)+U0(r, ϕ, s; v)
)
+Ũ(x; v), (5.2)êîòîðîå ââèäó ãëàäêîñòè ïëîòíîñòè v ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè èçâåñòíîéè ïðîñòîé ïðîöåäóðû (ñì. [13,14℄, [15, ãëàâà 11℄ è äð.). Ñ ýòîé öåëüþ íà-ïèøåì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñùåïëåíèå îïåðàòîðà (2.6) ñ âûäåëåííûìè÷ëåíàìè îáîáù¼ííîé îäíîðîäíîñòè ïî (n, z) ïîðÿäêîâ −2, −1 è 0:

∆x =
(
∂2n +∆#

x + ∂2z
)
+ κ(s)∂n +

(
∂2s − nκ(s)2∂n

)
+ . . . , (5.3)�àñùåïëåíèå (5.3) âûãëÿäèò áîëåå ïðîñòî íåæåëè (3.3) ïîòîìó, ÷òîïðîèçâîäíîé ∂s ïðèäàí íóëåâîé ïîêàçàòåëü îäíîðîäíîñòè, áîëüøèé,÷åì −1 ó ïðîèçâîäíûõ ∂n è ∂x3 , . . . , ∂xd

.Âñïîìíèâ çàìå÷àíèå 3.1 î �óíêöèè W0, ñðàçó æå ïîëó÷èì, ÷òî
U1(r, ϕ, s; v) = −v(s)κ(s) nxd

2rd−1
. (5.4)Çàäà÷à Äèðèõëå íà ïîëóïðîñòðàíñòâå äëÿ ñîñòàâëÿþùåé U1 âûãëÿäèòòàê:

−
(
∂2n+∆#

x +∂2z
)
U0(r, ϕ, s; v)=F0(r, ϕ, s; va) :=κ(s)∂nU1(r, ϕ, s; v)

− ∂2sv(s)
xd
rd−2

+ κ(s)2v(s)n
∂

∂n

xd
rd−2

ïðè xd > 0, (5.5)
U0(r, ϕ, s; v) = 0 ïðè xd = 0.Ïðàâàÿ ÷àñòü F0 � ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ ïåðåìåííîé rïîðÿäêà 2 − d, ò.å. F0(tr, ϕ, s; v) = t2−dF0(r, ϕ, s; v) ïðè ëþáîì t > 0.



198 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂÒàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðèè Êîíäðàòüåâà [21℄ (ñì. òàêæå, íàïðè-ìåð, [15, 22℄) â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ U0 çàäà÷è (5.5) âûñòóïàåò ïîëîæè-òåëüíî îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ ïîðÿäêà 4−d. Äëÿ ýòîãî âûâîäà òðåáóåòñÿîãðàíè÷åíèå d > 3.Çàìå÷àíèå 5.1. Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå. Ìîäåëüíàÿ çàäà-÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïîëóïðîñòðàíñòâå R
d−1
+ èìå-åò íåòðèâèàëüíîå ñòåïåííîå ðåøåíèå rΛΨ(ϕ) ëèøü â òîì ñëó÷àå, êî-ãäà öåëî÷èñëåííûé ïîêàçàòåëü Λ ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî L := {l =

0,±1,±2, . . . | l 6= 2− d, . . . , 0} (ïðîñòîé �àêò: ñì., íàïðèìåð, [30, ñëåä-ñòâèå 2.4℄). Ïîñêîëüêó 4−d 6∈ L ïðè d > 3, çàäà÷à (5.5) èìååò ðåøåíèå,ïîä÷èí¼ííîå ñîîòíîøåíèþ U0(tr, ϕ, s; v) = t4−dU0(r, ϕ, s; v) ïðè ëþáîì
t > 0. è òàêîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî (ñì., íàïðèìåð, [15, ãë. 3, � 5℄).Ñ�îðìóëèðóåì ðåçóëüòàò äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé, à çàòåì ðàç-áåð¼ì òð¼õìåðíûé ñëó÷àé.Ïðåäëîæåíèå 5.1. Åñëè d > 3, òî äëÿ ëþáîé ïëîòíîñòè v ∈ C∞(Γ)ó çàäà÷è (5.1) åñòü ðåøåíèå (5.2), â êîòîðîì ñëàãàåìîå U1 èìååò âèä(5.4), ñëàãàåìîå U0 íàõîäèòñÿ èç çàäà÷è (5.5), à îñòàòîê Ũ(x; v) ∈
H1(Ω) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì4

∣∣∂js∇k
x◦Ũ(x; v)

∣∣ 6 cjk(γ)r
5−d−k(1 + | ln r|)δd,4ïðè x ∈ Ω ∩ V , j, k ∈ N0.

(5.6)Ïðè d = 3 ñîñòàâëÿþùàÿ (5.4) ðàçëîæåíèÿ (5.2) ïðèíèìàåò âèä
U1(r, ϕ; v) = −1

4
κ(s)v(s) sin(2ϕ), (5.7)à ñîñòàâëÿþùàÿ U0 íàõîäèòñÿ èç ñëåäóþùåé çàäà÷è íà ïîëóïëîñêîñòèñ äåêàðòîâîé (n, z) è ïîëÿðíîé (r, ϕ) ñèñòåìàìè êîîðäèíàò (ïðè ýòîì4Ïîÿâëåíèå ëîãàðè�ìà â ïðàâîé ÷àñòè îöåíîê ïðè d = 4 îáóñëîâëåíî çàìå÷à-íèåì 5.1.
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z = r sinϕ è n = r cosϕ):
−
( ∂2

∂n2
+

∂2

∂z2

)
U1(r, ϕ, s; v) =−

(1
r

∂

∂r
r
∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2

)
U1(r, ϕ, s; v)

= r−1F−1(ϕ, s; v)

:=
∂2v

∂s2
(s)

sinϕ

r
−v(s)κ(s)2n ∂

∂n

sinϕ

r
−v(s)κ(s)

2

4

∂

∂n
sin(2ϕ), (n, z)∈R

2
+,

U1(r, 0, s; v) = U1(r, π, s; v) = 0. (5.8)Ñëåäîâàòåëüíî, â ñâåòå çàìå÷àíèÿ 5.1 óïîìÿíóòàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðî-åíèÿ àñèìïòîòèêè (ñì. [21℄ è, íàïðèìåð, [15, ãëàâà 2, �5 è ãëàâà 3, �5℄)äà¼ò �îðìóëó
U1(r, ϕ, s; v) = −1

2
r ln r sinϕ

(
∂2v

∂s2
(s) +

κ(s)2

4
v(s)

)

+ v(s)
3κ(s)2

32
r sin(3ϕ) +

(
Kv

)
(s)r sinϕ,

(5.9)ãäå (
Kv

)
∈ C∞(Γ) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïëîòíîñòè v èîò �îðìû îáëàñòè Ω, ïðè÷¼ì, êàê ïîêàçàíî â [15, ãëàâà 12℄, K � ïñåâäî-äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ãëàâíûì ñèìâîëîì −|z|2

(
1+

(
ln |z|

)
+

)(ýòî åãî ñâîéñòâî äàëåå íå èñïîëüçóåòñÿ).Ïðåäëîæåíèå 5.2. Åñëè d = 3, òî äëÿ ëþáîé ïëîòíîñòè v ∈ C∞(Γ)ó çàäà÷è (5.1) åñòü ðåøåíèå (5.2), â êîòîðîì ñòåïåííî-ëîãàðè�ìè-÷åñêèå ðåøåíèÿ U1 è U0 èìåþò âèä (5.7) è (5.9) ñîîòâåòñòâåííî, àîñòàòîê Ũ(x; γ) ∈ H1(Ω) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì (5.6), â êîòîðûõìàæîðàíòà ïðèîáðåòàåò âèä cjk(γ)r2−k(1 + | ln r|).�6. Àñèìïòîòè÷åñêèå àíçàöû èïðåäåëüíîå óðàâíåíèå ïðè d = 3Â î÷åðåäíîì ïàðàãðà�å ïðè ïîñòðîåíèè ïðèåìëåìîãî àñèìïòîòè-÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííîé ïàðå èñõîäíîé çàäà÷è (1.3)�(1.5)ïðè d > 3 ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå U(·; v), òî÷íåå, îñòàòîê Ũ(·; v) â åãîðàçëîæåíèè (5.2), áóäåò èñïîëüçîâàíî äëÿ êîìïåíñàöèè ãëàâíîãî ÷ëåíàíåâÿçêè, ïîðîæä¼ííîé ÷ëåíàìè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ èç-çà óìíîæåíèÿ íà



200 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂñðåçàþùóþ �óíêöèþ χΓ. Ïðè d = 3 ìåõàíèçì êîìïåíñàöèè ñòàíîâèò-ñÿ èíûì èç-çà ïîÿâëåíèÿ â ÷ëåíå (5.9) ïðåäñòàâëåíèÿ (5.2) ìíîæèòåëÿ
ln r = ln ρ+ ln ε. Èçìåíÿþòñÿ è êîý��èöèåíòû ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿíà êîíòóðå Γ � ïðåäñòàâèì åãî âûâîä.Íà÷í¼ì ñ âàæíîãî íàáëþäåíèÿ äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé. Ýêñïîíåíöè-àëüíî çàòóõàþùèå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ çàäà÷ äëÿ ÷ëåíîâ W ′ è
W ′′ (â �îðìóëå (4.3) òàêèå ñëàãàåìûå âûäåëåíû �èãóðíûìè ñêîáêàìèñíèçó) íå ñêàçûâàþòñÿ íà ñòåïåííûõ ñîñòàâëÿþùèõ ðàçëîæåíèé ýòèõ÷ëåíîâ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â èòîãå âèäèì, ÷òî ïðè d > 3 ïðîöåäóðû ïî-ñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê â ��5 è 4 â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îäèíàêîâû. Äëÿòîãî ÷òîáû òàêîå æå ñõîäñòâî ñëó÷èëîñü â òð¼õìåðíîé îáëàñòè, ïðè-õîäèòñÿ ìîäè�èöèðîâàòü âòîðûå ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû â àíçàöàõ (3.1)è (3.2):

λε = ε−1µ1 + ε(| ln ε|β + β′′) + . . . , (6.1)
uε(x) = χΓ(x)

(
w1(ξ)v(s) + εW ′(ξ, s; v)

+ ε2 (| ln ε|W (ξ, s; v) +W ′′(ξ, s; v))
)
+ εu′(x) + . . . .

(6.2)Ïåðâûå äâà ïîïðàâî÷íûõ ÷ëåíà àíçàöà (6.2) ïî-ïðåæíåìó íàõîäÿòñÿèç çàäà÷ (3.5), (3.7), (3.6), (3.8) è (4.1), (4.2) ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå (2.3)è ïåðèîäè÷íîñòè (2.5). Ñîãëàñíî �îðìóëàì (3.15) è (3.16) îñòàâëåííûåáåç âûäåëåíèÿ �èãóðíûìè ñêîáêàìè ñëàãàåìûå â ñïèñêå (4.3) �îðìè-ðóþò ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.8), à çíà÷èò, ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿàñèìïòîòèêè ðåøåíèé â ïîëóñëîå Ξ, îïèñàííàÿ â �3, è âû÷èñëåíèÿ èçêîíöà �5 ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ñëàãàåìîãîW ′′ ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå÷èñëà β′′ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
W ′′(ξ, s; v) = (1 − χω(ρ))

(
− 1

2
ρ ln ρ sinϕ

(
∂2v

∂s2
(s) +

κ(s)2

4
v(s)

)

+ v(s)
3κ(s)2

32
ρ sin(3ϕ) + +c′′(c; v)ρ sinϕ

)

+ W̃ ′′(ξ, s; v) = (1− χω(ρ))W(ρ, ϕ, s; v) + W̃ ′′(ξ, s; v)ñ êàêèì-òî êîý��èöèåíòîì c′′(c; v) è îñòàòêîì, ïîä÷èí¼ííîì îöåíêàì
∣∣∇ℓ

ξW̃
′′(ξ, s; v)

∣∣ 6 cℓρ
−ℓ ïðè ρ > Rω, ℓ ∈ N0.Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îòñóòñòâèå â ìàæîðàíòå ìíîæèòåëÿ 1 + | ln ρ| îáúÿñ-íÿåòñÿ çàìå÷àíèåì 5.1.



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 201Ïîñêîëüêó ερ ln ρ sinϕ = εξ3 ln ρ = x3(ln r − ln ε), èìååì
ε2W ′′(ε−1x, s; v) = ε

(
− 1

2
| ln ε| r sinϕ

(∂2v
∂s2

(s) +
κ(s)2

4
v(s)

)
+O(1)

)
.Â èòîãå äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñ ñîñòàâëÿþùåé (5.9) ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ(5.2) çàäà÷è Äèðèõëå (5.1) ïðè d = 3 òðåáóåòñÿ âñòàâèòü â àíçàö (6.2)òàêîé ÷ëåí ñ êîý��èöèåíòîì ε2| ln ε|:

W (ξ, s; v) =
ξ3
2

(∂2v
∂s2

(s) +
κ(s)2

4
v(s)

)
+ Ŵ (ξ, s; v).Ñîáðàâ ÷ëåíû íåâÿçêè ñ ìíîæèòåëåì | ln ε|, ïîëó÷èì äëÿ äîáàâêè

Ŵ (·; v), êîòîðàÿ ïî ñâîåìó íàçíà÷åíèþ äîëæíà èñ÷åçàòü íà áåñêîíå÷-íîñòè, çàäà÷ó (2.2), (2.3), (2.5) ñ óñëîâèåì Ñòåêëîâà
−∂Ŵ
∂ξ3

(ξ′, 0, s; v) = βw1(ξ
′, 0) +

1

2

∂2v

∂s2
(s) +

κ(s)2

8
v(s), ξ′ ∈ ω.Â ñèëó íîðìèðîâêè (2.3) è ñîîòíîøåíèÿ (2.17), â êîòîðîì d = 3 è

|S1| = 2π � äëèíà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñ�îð-ìèðîâàííîé çàäà÷è â êëàññå Eper(Ξ)

βv(s)

∫

ω

|w1(ξ
′, 0)|2dξ′ + 1

2

(∂2v
∂s2

(s) +
κ(s)2

4
v(s)

) ∫

ω

w1(ξ
′, 0)dξ′ = 0ïðèíèìàåò âèä îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.4) ñêîý��èöèåíòàìè

B =
πK1

2µ1
, b = −πK1

8µ1
. (6.3)Äëÿ òàêîé ïðåäåëüíîé çàäà÷è âåðíî ñêàçàííîå â �4, â ÷àñòíîñòè, �îð-ìóëà (4.5). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñîáñòâåííûå �óíêöèè vp ∈ C∞(Γ) ïîä÷è-íèì óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè

(vp, vq)Γ = δp,q, p, q ∈ N. (6.4)�7. Îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêèõ îñòàòêîâÍà÷í¼ì ñ àáñòðàêòíîé �îðìóëèðîâêè çàäà÷è (1.3)�(1.5), à èìåííî,â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H
ε := H1

0 (Ω; ∂Ω \ ωε) ââåä¼ì ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé, íåïðåðûâíûé è ñèììåò-ðè÷íûé, à çíà÷èò, ñàìîñîïðÿæ¼ííûé, è ê òîìó æå êîìïàêòíûé îïåðà-òîð T
ε ïðè ïîìîùè �îðìóë
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〈uε, ψε〉 = (∇xu

ε,∇xψ
ε)Ω, (7.1)

〈Tεuε, ψε〉 = (uε, ψε)ωε ∀ uε, ψε ∈ H
ε. (7.2)Â ñèëó òåîðåì 10.1.5 è 10.2.2 [31℄ ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà T

εñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè τ = 0, à äèñêðåòíûé ñïåêòð îáðàçóåò áåñêî-íå÷íî ìàëóþ ìîíîòîííóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
τ ε
1 > τ ε

2 > τ ε
3 > . . . > τ ε

p > · · · → +0. (7.3)Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (7.1) è (7.2) èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.6)ýêâèâàëåíòíî àáñòðàêòíîìó óðàâíåíèþ T
εuε = τ εuε â ïðîñòðàíñòâå

H
ε ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì

τ ε = (λε)
−1
. (7.4)Ñîîòíîøåíèå (7.4) ñâÿçûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (7.3) è (1.7).Î÷åðåäíîå óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê ëåììà î �ïî÷òè ñîáñòâåííûõ�÷èñëàõ è âåêòîðàõ (ñì. ïåðâîèñòî÷íèê [32℄) è îáåñïå÷åíî ñïåêòðàëüíûìðàçëîæåíèåì ðåçîëüâåíòû (ñì. [31, ãë. 6℄).Ëåììà 7.1. Ïóñòü u

ε ∈ H
ε è t

ε ∈ R+ òàêîâû, ÷òî
‖uε;Hε‖ = 1, ‖Tε

u
ε − t

ε
u
ε;Hε‖ =: δε ∈ (0, tε). (7.5)Òîãäà ó îïåðàòîðà T

ε åñòü ñîáñòâåííîå ÷èñëî τ ε
nε , ïîä÷èí¼ííîå íåðà-âåíñòâó ∣∣τ ε

nε −t
ε
∣∣ 6 δε. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî δε• ∈

(
δε, tε

) íàéä¼òñÿñòîëáåö êîý��èöèåíòîâ c
ε =

(
c
ε
Nε , . . . , cεNε+Xε−1

)
∈ RX

ε , ïðè êîòî-ðîì âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
∥∥∥∥uε −

N
ε+X

ε−1∑

j=Nε

c
ε
jU

ε
j ;H

ε

∥∥∥∥ 6 2
δε

δε•
è N

ε+X
ε−1∑

j=Nε

∣∣cεj
∣∣2 = 1. (7.6)Çäåñü τ ε

Nε , . . . , τ ε
Nε+Xε−1 � íàáîð âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà

T
ε èç çàìêíóòîãî ñåãìåíòà [

t
ε − δε•, tε + δε•

], à ñîîòâåòñòâóþùèåñîáñòâåííûå âåêòîðû U
ε
Nε , . . . ,Uε

Nε+Xε−1 ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì îðòî-ãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè 〈Uε
j ,U

ε
k〉 = δj,k.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé d > 3 è íàçíà÷èì �ïî÷òè ñîáñòâåííóþ�ïàðó îïåðàòîðà T

ε

{
t
ε
p;u

ε
p

}
=

{
ε(µ1 + ε2βp)

−1; ‖vε
p;H

ε‖−1
v
ε
p

}
. (7.7)Ïðè ýòîì v

ε
p � ñóììà îòäåë¼ííûõ ÷ëåíîâ àíçàöà (3.2) (äàëåå � àñèìï-òîòè÷åñêèé êîíãëîìåðàò), v = vp � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ óðàâíåíèÿ



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 203(4.4), îòâå÷àþùàÿ åãî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó βp, à ÷ëåí u′p ãëàäêîãî òèïà� îñòàòîê â ðàçëîæåíèè ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ (5.2), ò.å.
u′p(x) = K1Ũ(x; vp). (7.8)Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (6.4) ñïðàâåäëèâû íåðà-âåíñòâà

∣∣〈vε
p,v

ε
q〉 − µ1ε

d−3δp,q
∣∣ 6 cpqε

d−2 ⇒
∣∣〈uε

p,u
ε
q〉 − δp,q

∣∣ 6 Cpqε. (7.9)Â ñàìîì äåëå, ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè �óíêöèè v
ε
p ãëàâíûì îêàçû-âàåòñÿ ñëàãàåìîå ε−1χΓ(x)∇ξw1(ξ)vp(s), äëÿ êîòîðîãî

ε−2

∫

Ω

χΓ(x)
2|∇ξw1(ξ)|2vp(s)vq(s)dx

= εd−2

(∫

Ξ

|∇ξw1(ξ)|2dξ +O(ε)

)N−1∑

k=0

vp(s
ε
k)vq(s

ε
k)

= εd−2
(
µ1 +O(ε)

)N−1∑

k=0

vp(s
ε
k)vq(s

ε
k) = εd−3 (µ1(vp, vq)Γ +O(ε)) .Ïðèâåä¼ì ïîÿñíåíèÿ. Ñíà÷àëà ïåðåøëè ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíà-òàì (s, n, x3, . . . , xd), çàìîðîçèëè �óíêöèè vp è vq â òî÷êàõ sεk ∈ Γ èñäåëàëè çàìåíó x 7→ ξ. Çàòåì óáðàëè ñðåçêó χΓ è ÿêîáèàí J(n, s) =

1 + nκ(s) � ïîãðåøíîñòü ñîñòàâèëà O(ε) ââèäó ãëàäêîñòè �óíêöèé vmè κ, à òàêæå ñêîðîñòè O(ρ1−d) çàòóõàíèÿ âåêòîð-�óíêöèè ∇ξw1, ëî-êàëèçóþùåãî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå îêîëî êîíòóðà Γ. Íàêîíåö,ïðèìåíèëè �îðìóëû (2.7) è (2.11) äëÿ ïàðû {µ1;w1} è çàìåíèëè èí-òåãðàëüíóþ ñóììó ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (vp, vq)Γ = δp,q. Âêëàäîñòàëüíûõ ÷ëåíîâ êîíãëîìåðàòîâ v
ε
p è v

ε
q �îðìèðóåò ìàæîðàíòó âîöåíêå (7.9) ïî ïðè÷èíàì çàòóõàíèÿ ãðàäèåíòîâ ÷ëåíîâ òèïà ïîãðà-íè÷íîãî ñëîÿ è íàëè÷èÿ ìíîæèòåëÿ εd−2 ïðè ÷ëåíå ãëàäêîãî òèïà.Îáðàáîòàåì âåëè÷èíó δεp, �èãóðèðóþùóþ â �îðìóëå (7.5), íî íàé-äåííóþ ïî �ïî÷òè ñîáñòâåííîé� ïàðå (7.7). Îïðåäåëåíèÿ (7.1) è (7.2),ïîêàçûâàþò, ÷òî



204 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂ
δεp = sup

∣∣〈Tε
u
ε
p − t

ε
pu

ε
p, ψ

ε〉
∣∣

= t
ε
p‖vε

p;H
ε‖−1 sup

∣∣(ε−1µ1 + εβp)(v
ε
p, ψ

ε)ωε − (∇xv
ε
p,∇xψ

ε)Ω
∣∣

=t
ε
p‖vε

p;H
ε‖−1 sup

∣∣(∆xv
ε
p, ψ

ε)Ω −
(
∂zv

ε
p + (ε−1µ1+εβp)v

ε
p, ψ

ε)ωε

∣∣.(7.10)Ñóïðåìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî åäèíè÷íîìó øàðó â ïðîñòðàíñòâå H
ε, ò.å.ïî òàêèì ïðîáíûì �óíêöèÿì ψε ∈ H

ε, ÷òî ‖ψε;Hε‖ 6 1, à çíà÷èò,â ñèëó îáû÷íîãî ñëåäîâîãî íåðàâåíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [1℄), à òàêæåíåðàâåíñòâ Ôðèäðèõñà (2.9), (3.11) è óêàçàííûõ ïîñëå íèõ äåéñòâèéâûâîäèì ñîîòíîøåíèå
‖r−1ψε;L2(Ω)‖2 + ‖ρ−1

ε ψε;L2(Ω)‖2 + ε−1‖ψε;L2(ωε)‖2

6 cΩ,Γ‖∇xψ
ε;L2(Ω)‖2 = cΩ,Γ.

(7.11)Çäåñü r = dist (x,Γ) è ρε = dist (x, ∂ωε).Ñîãëàñíî (7.7) è (7.9) ìíîæèòåëü ïðè sup | . . . | â ïðàâîé ÷àñòè öåïî÷-êè (7.10) íå ïðåâîñõîäèò cpε(5−d)/2. Âûðàæåíèå Iεp(ψε) ìåæäó çíàêàìèìîäóëÿ ïðåäñòàâèì êàê ñóììó òàêèõ ñëàãàåìûõ:
Iεup(ψ

ε) =
(
[∆x, χΓ](w1vp + εW ′

p + ε2W ′′
p ) + εd−2∆xu

′
p, ψ

ε)Ω

− εd−2(∂zu
′
p + (ε−1µ1 + εβp)u

′
p, ψ

ε)ωε =: IεΩup (ψ
ε) + Iεωup (ψ

ε), (7.12)
Iεwp(ψ

ε) =
(
∆x(w1vp + εW ′

p + ε2W ′′
p ), χΓψ

ε)Ω∩V

− ((∂z + ε−1µ1 + εβp)(w1vp + εW ′
p + ε2W ′′

p ), ψ
ε)ωε

=: IεΩwp(ψ
ε) + Iεωwp(ψ

ε). (7.13)Ïðè ýòîì W ′
p è W ′′

p � ÷ëåíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, â êîòîðûõ ïîëîæèëè
v = vp, à [∆x, χΓ] = 2∇xχΓ · ∇x + (∆xχΓ) � êîììóòàòîð îïåðàòîðàËàïëàñà ñî ñðåçêîé χΓ.Áëàãîäàðÿ óïîìÿíóòîìó â íà÷àëå �6 ñîâïàäåíèþ ãëàâíûõ ÷ëåíîâðàçëîæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè ÷ëåíîâ òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ îòäå-ë¼ííûìè ÷ëåíàìè àñèìïòîòèêè ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ (5.2) â ñóììåèç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ IεΩup (ψε), âåëè÷èíû ïîðÿäêà εd−2 âçàèìíîóíè÷òîæàþòñÿ, à çíà÷èò, ïðè ó÷¼òå ñîîòíîøåíèé (2.14), (2.15), (3.17),
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∣∣IεΩup (ψε)

∣∣ 6 cp‖ψε;L2(Ω)‖

×
( RΓ∫

RΓ/2

((r
ε

)1−d

+ ε
(r
ε

)2−d

+ ε2
(r
ε

)3−d(
1 +

∣∣∣ ln r
ε

∣∣∣
)δd,4

)2

rd−2dr

)1/2

6 Cpε
d−1(1 + | ln ε|)δd,4 . (7.14)Ôîðìóëû (5.6), (7.11) è (1.1) äàþò îöåíêó ïîñëåäíåãî ñêàëÿðíîãî ïðî-èçâåäåíèÿ â ñïèñêå (7.12)

∣∣Iεωup (ψε)
∣∣6cpεd−2‖ψε;L2(ωε)‖ |ωε|1/2 max

x∈ωε

(
r5−d

(
r−1+ε−1

)
(1+| ln r|)δd,4

)

6Cpε
d−2ε1/2ε(d−2)/2ε4−d(1 + | ln ε|)δd,4

= Cpε
(d+3)/2(1 + ln ε|)δd,4 . (7.15)Âñïîìíèâ óñëîâèÿ Ñòåêëîâà (2.4), (3.7), (3.8) è (4.2) äëÿ ÷ëåíîâñóììû íà ïåðâîé ïîçèöèè â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè Iεωwp(ψ

ε) èç ñïèñêà(7.13) àíàëîãè÷íî âûêëàäêå (7.15) âûâîäèì, ÷òî
∣∣Iεωwp(ψ

ε)
∣∣ = cpε

2
∣∣βp(W ′

p + εW ′′
p , ψ

ε)ω
∣∣

6 cpε
2|ωε|1/2‖ψε;L2(ωε)‖ 6 Cpε

2ε(d−2)/2ε1/2 = Cpε
(d+3)/2.Äëÿ ïîõîæåé ñóììû â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè IεΩwp(ψ

ε) ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî
∆x(w1vp + εW ′

p + ε2W ′′
p )=ε

−2∆ξ(w1vp)+ε
−1(∆ξW

′
p+L1(w1vp))

+ε0(∆ξW
′′
p + L1W

′
p+L2(w1vp))+L̃2(w1vp)+εL̃1W

′
p+ε

2L̃0W
′′
p ,

(7.16)Ïåðâûå òðè ñëàãàåìûõ èç ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü ñîãëàñ-íî ïîñòðîåíèÿì èç ��3 è 5. Îïåðàòîðû L̃ℓ ïðè ℓ = 0, 1, 2 ïîëó÷åíûóäàëåíèåì èç îïåðàòîðà (3.3) ñóììû ε−2L0 + · · · + εℓ−2Lℓ, è ïîýòîìóñîãëàñíî ñïîñîáó âûâîäà ðàñùåïëåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (2.6) è ïå-ðå÷èñëåííûì ðàíåå ñâîéñòâàì �óíêöèé w1 è W ′
p, W ′′

p îöåíêè âåñîâûõíîðì èç (7.11) ïðèâîäÿò ê �îðìóëå
∣∣IεΩwp(ψ

ε)
∣∣

6cpε

(∥∥ρ−1
ε ψε;L2(Ω)

∥∥
2∑

ℓ=0

∥∥ρε∇ℓ
ξ

(
w1vp + εW ′

p + ε2W ′′
p

)
;L2(VεRω

∩Ω)
∥∥
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+
∥∥r−1ψε;L2(Ω)

∥∥
( RΓ∫

εRω

(r
ε

)2−d

+ ε2
(r
ε

)3−d

+ ε3
(r
ε

)4−d
)2

rddr

)1/2)

6 cpε

((
ε2εd−1

)1/2
+ εd−2

( RΓ∫

εRω

rddr

r2d−4

)1/2)
6 Cpε

(d+3−δd,4)/2. (7.17)Ñîáåð¼ì ïðèâåäåííûå íåðàâåíñòâà äëÿ ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèÿõ(7.12) è (7.13). Ïîñêîëüêó íàèõóäøàÿ ìàæîðàíòà ïîÿâèëàñü â (7.17),äëÿ âåëè÷èíû (7.10) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
δεp 6 cpε

(5−d)/2ε(d+3−δd,4)/2 = cpε
4−δd,4/2. (7.18)Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 7.1 è ðàâåíñòâà (7.4), (7.7) ïðåäîñòàâëÿþò ñîá-ñòâåííîå ÷èñëî τ ε

nε
p
îïåðàòîðàTε è ñîáñòâåííîå ÷èñëî λεnε

p
çàäà÷è (1.3)�(1.5), äëÿ êîòîðûõ âåðíû îöåíêè

∣∣τ ε
nε
p
− t

ε
p

∣∣ 6 cpε
4−δd,4/2 ⇔

∣∣λεnε
p
− ε−1µ1 − εβp

∣∣ 6 cpε
4−δd,4/2

(
ε−1µ1 + εβp

)
λεnε

p
.

(7.19)Îòñþäà â ïåðâóþ î÷åðåäü âûâîäèì �îðìóëó λεnε
p
6 2

(
ε−1µ1+ εβp

) ïðè
cpε

4−δd,4/2(µ1 + ε2βp) 6 1/2, à çàòåì ïðè óäà÷íîì âûáîðå âåëè÷èíû
εp > 0 ïðåâðàùàåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ â òàêîå:

∣∣∣λεnε
p
− ε−1µ1 − εβp

∣∣ 6 2cpε
2−δd,4/2(µ1 + ε2βp)

2 ïðè ε ∈ (0, εp]. (7.20)Òåîðåìà 7.1. Äëÿ ëþáîãî p ∈ N ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.11) âðàçìåðíîñòè d > 3 ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå εp è Cp, ÷òîïðè ε ∈ (0, εp] íàéäóòñÿ ñîáñòâåííîå ÷èñëî λεnε
p
çàäà÷è (1.3)�(1.5) (ñâîåäëÿ êàæäîãî p), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíà îöåíêà

∣∣λεnε
p
− ε−1µ1 − εβp

∣∣ 6 Cpε
2−δd,4/2, (7.21)ãäå µ1 è βp � ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è (2.2)�(2.4) è äè��åðåíöèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ (4.4).Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî åù¼ ðàññìîòðåòü äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå÷èñëî βp ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.4), ò.å. βp−1 < βp = βp+1 < βp+2,è óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìîæíî ñîáëþñòè ñîîòíîøåíèå nε

p 6= nε
p+1 .Äëÿ ýòîãî ïðèâëå÷¼ì âòîðóþ ÷àñòü ëåììû 7.1 è âîçüì¼ì â íåé δε =

max{δεp, δεp+1} è δε∗ = θ−1δε ñ íåêîòîðûì θ ∈ (0, 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
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c
ε
q ∈ RX

ε è S
ε
q ∈ H1

0 (Ω; ∂Ω\ωε) ïðè q = p, p+1 ñòîëáöû è ëèíåéíûå êîì-áèíàöèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, �èãóðèðóþùèå â �îðìóëå (7.6) äëÿäâóõ �ïî÷òè ñîáñòâåííûõ� ïàð {tεp;uε
p} è {tεp+1;u

ε
p+1}. Åñëè ñòîëáöûèìåþò ðàçíûå âûñîòû, òî óðàâíèâàåì èõ äîáàâëåíèåì íóëåâûõ ýëå-ìåíòîâ. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé (7.6), (7.9) è ðàâåíñòâ 〈Uε

j ,U
ε
k〉 = δj,kâûâîäèì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ∣∣(cεm, cεn)RXε − δm,n

∣∣ =
∣∣〈Sε

m,S
ε
n〉 − δm,n

∣∣ 6
∣∣〈Sε

m − u
ε
m,S

ε
n〉
∣∣+

+
∣∣〈uε

m,S
ε
n − u

ε
n〉
∣∣+

∣∣〈uε
m,u

ε
n〉 − δm,n

∣∣ 6 2θ + 2θ + Cpqε.
(7.22)Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìàëûõ θ > 0 è ε > 0 ñòîëáöû c

ε
p è c

ε
p+1 �ïî÷òèîðòîíîðìèðîâàíû� â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå RX

ε , à çíà÷èò, Xε > 2,÷òî è òðåáîâàëîñü, òàê êàê óâåëè÷åíèå ìàæîðàíòû â îöåíêå (7.18) â
θ−1 ðàç íå ñêàçûâàåòñÿ íà âûêëàäêàõ (7.19), (7.20). �Ïðè d = 3 â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè àíçàöàìè (6.1) è (6.2) âêà÷åñòâå �ïî÷òè ñîáñòâåííîé� ïàðû âîçüì¼ì âûðàæåíèÿ

{
t
ε
p;u

ε
p

}
=

{
ε(µ1 + ε| ln ε|βp)−1 ; ‖vεp;Hε‖−1vεp

}
, (7.23)â êîòîðûõ �èãóðèðóþò àñèìïòîòè÷åñêèé êîíãëîìåðàò

vεp(x)=χΓ(x)
(
w1(ξ)vp(s)+εW

′
p(ξ, s; vp)+ε

2| ln ε|Wp(ξ, s; vp)
)
+εu′(x),(7.24)è ñîáñòâåííûå ïàðû {µ1;w1} è {βp; vp} ñîîòâåòñòâåííî çàäà÷è (2.2)�(2.5) è óðàâíåíèÿ (4.4) ñ êîý��èöèåíòàìè (6.3). ×ëåíû òèïà ïîãðàíè÷-íîãî ñëîÿ, ó êîòîðûõ íèæíèé èíäåêñ p ïîäðàçóìåâàåò çàìåíó v 7→ vp,áûëè ïîñòðîåíû â �6, îäíàêî èç-çà ðàñõîæäåíèÿ àñèìïòîòèê ýòèõ ÷ëå-íîâ è ñèíãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ (5.2) (ñð. ñëàãàåìîå Kv â (5.9)) îïðåäåëå-íèå (7.8) ïðè d = 3 íå ãîäèòñÿ: ÷ëåí u′ ãëàäêîãî òèïà ñ÷èòàåì ðåøåíèåìçàäà÷è Äèðèõëå â Ω äëÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:

−∆xu
′(x)=K1

[
∆x, χΓ(x)

](
vp(s)r

−1 sinϕ+U1(r, ϕ, s; vp)+W(r, ϕ, s; vp)
)
,

x ∈ Ω.Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ln ε èñ÷åç èç ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ñîãëàñíî ïîñòðî-åíèÿì èç �6.Ïîñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ â öåëîì òàêèå æå, êàê è â ñëó÷àå d > 3, �ïåðå÷èñëèì èçìåíåíèÿ â ïðîäåëàííûõ âûêëàäêàõ. Çàìåòèì, ÷òî �îð-ìóëû (7.9) ñîõðàíÿþòñÿ, íî â èõ ìàæîðàíòû íóæíî äîáàâèòü ìíîæè-òåëü 1+ | ln ε|, êîòîðûé ìàëî âëèÿåò íà íåîáõîäèìûé âûâîä èç ñîîòíî-øåíèÿ (7.22). Ó âåëè÷èíû (7.10), íàéäåííîé ïî ïàðå (7.23), ìíîæèòåëü
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∣∣Iεp(ψε)

∣∣ íå ïðåâîñõîäèò cpε, à ñàìà ðàçíîñòü Iεp(ψε) ñêàëÿðíûõïðîèçâåäåíèé â L2(Ω) è L2(∂ωε) ïðåäñòàâèìà êàê ñóììà âåëè÷èí (7.12)è (7.13), â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ñäåëàòü ïîíÿòíûå èçìåíåíèÿ â �îðìóëàõ(7.23) è (7.24). Îöåíêè (7.14) è (7.15) ñîñòàâëÿþùèõ âûðàæåíèÿ (7.12)îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé, ïðè÷¼ì èõ ìàæîðàíòû ïðèîáðåòàþò ïîðÿäêè
ε2 è ε3 ñîîòâåòñòâåííî. Âåëè÷èíà Iεωwp(ψ

ε) îáðàáàòûâàåòñÿ ïðè ó÷¼òåóñëîâèé Ñòåêëîâà äëÿ ÷ëåíîâ òèïà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì:
∣∣Iεωwp(ψ

ε)
∣∣

=
∣∣(∂z+(ε−1µ1+ε| ln ε|βp)(w1v+εW

′(·; vp)+ε2| ln ε|W (·; vp), ψε)ωε

∣∣
= ε2| ln ε|

∣∣βp
(
W ′

p(·; vp) + ε| ln ε|Wp(·; vp), ψε
)
ωε

∣∣ 6 Cpε
3| ln ε|.Íàêîíåö, äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ IεΩwp(ψ

ε) ñïðàâåäëèâû ïîõîæèåíà (7.16) è (7.17) �îðìóëû
∆x(w1vp + εW ′

p(·; vp) + ε2| ln ε|Wp(·; vp))
= L̃2(w1vp) + εL̃1W

′
p(·; vp) + ε2| ln ε|L̃0Wp(·; vp),

∣∣IεΩwp(ψ
ε)
∣∣ 6 Cpε

3(1 + | ln ε|),êîòîðûå îáåñïå÷åíû ïðåæíåé àðãóìåíòàöèåé, à ìíîæèòåëü 1 + | ln ε|ïðèø¼ë â ìàæîðàíòó îò ïðåäïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â àíçàöå (6.2).Ïîäâåä¼ì èòîã è ñ�îðìóëèðóåì ðåçóëüòàò. Â ñëó÷àå d = 3 âåëè÷èíà(7.10) íå ïðåâîñõîäèò cpε3: íàèõóäøàÿ ìàæîðàíòà O(ε2) âîçíèêëà âîöåíêå ñëàãàåìîãî IεΩup (ψε), à äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü ε ïðèïèñàíñîãëàñíî �îðìóëàì (7.23) è (7.9).Òåîðåìà 7.2. Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå ïðè óñëîâèè (1.11) äëÿ ëþáîãî
p ∈ N íàéäóòñÿ òàêèå âåëè÷èíû εp > 0 è Cp > 0, ÷òî ïðè ε ∈ (0, εp] âïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.7) åñòü ñîáñòâåííîå ÷èñëî λεnε

p
(ñâîå äëÿ êàæ-äîãî p), óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ

∣∣λεnε
p
− ε−1µ1 − ε| ln ε|βp

∣∣ 6 Cpε, (7.25)ãäå µ1 è βp � ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è (2.2)�(2.4) è óðàâíåíèÿ (4.4)ñ êîý��èöèåíòàìè (6.3).



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 209�8. Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àåÅñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, â ýòîì ïàðàãðà�å ñ÷èòàåì, ÷òî d > 3(ñì. �9, ï. 3◦ ïî ïîâîäó òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ). Âûáåðåì êàêóþ-òî ñîá-ñòâåííóþ ïàðó {λεp;uεp} çàäà÷è (1.3)�(1.5). Â ñèëó òåîðåì 7.1 è 7.2,óòâåðæäàþùèõ, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè ìàëîì ε îòîáðàæåíèå p 7→ nε
p �èíúåêöèÿ, ñóùåñòâóþò òàêèå âåëè÷èíû εp ∈ (0, 1) è cp > 0, ÷òî ñïðà-âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

λεp 6 λεnε
p
6 ε−1µ1 + cpε ïðè ε ∈ (0, εp]. (8.1)Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü {ε(ℓ)}ℓ∈N, âäîëü êîòîðîé èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü (èíäåêñ

ℓ íå ïèøåì)
βε
p := ε−1(λεp − ε−1µ1) → β̂p ïðè ε→ +0. (8.2)Áëèæàéøàÿ öåëü � óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî β̂p � ñîáñòâåííîå ÷èñëîïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ íà êîíòóðå Γ. Íà÷í¼ì ñ ïðîâåðêè ëîêàëèçàöèèñîáñòâåííîé �óíêöèè uεp â ìàëîé îêðåñòíîñòè êîíòóðà, äëÿ ÷åãî ââåä¼ìêóñî÷íî-ãëàäêóþ íåïðåðûâíóþ âåñîâóþ �óíêöèþ Rε �îðìóëàìè

Rε(x) = ε, x ∈ Vd
εRω

, Rε(x) = R−1
ω r, x ∈ Vd

RΓ
\ Vd

εRω
,

Rε(x) = R−1
Γ Rω, x ∈ Ω \ Vd

RΓ
.Ëåììà 8.1. Äëÿ ëþáûõ d > 3, γ ∈

(
0,
√
d− 2

) è p ∈ N íàéäóòñÿòàêèå ïîëîæèòåëüíûå εp(γ) è cp(γ), ÷òî ïðè ε ∈ (0, εp(γ)] ñîáñòâåí-íàÿ �óíêöèÿ uεp çàäà÷è (1.3)�(1.5), ïîä÷èí¼ííàÿ óñëîâèþ íîðìèðîâêè(1.8), óäîâëåòâîðÿåò âåñîâîé îöåíêå
‖Rγ

ε∇xu
ε
p;L

2(Ω)‖2 + ‖Rγ−1
ε uεp;L

2(Ω)‖2 6 cp(γ)ε
2γ−1. (8.3)Äîêàçàòåëüñòâî. Â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.6) äëÿ ïàðû {λεp;uεp}ïîäñòàâèì ïðîáíóþ �óíêöèþ ψε = R2γ

ε uεp ∈ H1
0 (Ω; ∂Ω \ ωε) è ïîñëåíåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (äâóêðàòíîå êîììóòèðîâàíèå∇x èRγ

ε ) ïî-ëó÷èì äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ Uεγ
p = Rγ

εu
ε
p ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

ε2γλεp = λεp‖Uεγ
p ;L2(ωε)‖2

= ‖∇xUεγ
p ;L2(Ω)‖2 − ‖Uεγ

p R−γ
ε ∇xRγ

ε ;L
2(Ω ∩ (Vd

RΓ
\ Vd

εRω
))‖2.

(8.4)Çàìåòèì, ÷òî ∇xRγ
ε (x) = 0 ïðè x 6∈ Ω ∩ (Vd

RΓ
\ Vd

εRω
) è

Rγ
ε (x)

−1|∇xRγ
ε (x)| 6 γr−1



210 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂïðè εRω 6 r 6 RΓ, à çíà÷èò, ìîäóëü âû÷èòàåìîãî Iε
p â (8.4) íå ïðåâîñ-õîäèò γ2‖r−1Uεϑ

m ;L2(Ω∩(VRΓ \VεRω
))‖2. Òåïåðü ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî(2.9) äëÿ �óíêöèè r 7→W (r) = Uεγ

p (x), êîòîðîå óìíîæèì íà J(n, s)rd−4è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ς ∈ ∂ω è r ∈ (εR0, RΓ), ãäå R0 > 0. Ïîñêîëüêó
1 − κRΓ 6 J(n, s) 6 1 + κRΓ, ãäå κ = max{|κ(s)| : s ∈ Γ}, óêàçàííûåäåéñòâèÿ ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ

‖∇xUεγ
p ;L2(Ω ∩ (Vd

RΓ
\ Vd

εR0
))‖2

> (d− 2− ̺Γ(d))‖r−1Uεγ
p ;L2(Ω ∩ (Vd

RΓ
\ Vd

εR0
))‖2,

(8.5)ïðè÷¼ì ̺Γ(d) → +0 ïðè RΓ → +0 (âûáîð ðàäèóñà RΓ > 0 óñëîâåí èåãî óìåíüøåíèå äîïóñòèìî). Â èòîãå âûâîäèì èç ñîîòíîøåíèé (8.4) è(8.5) íåðàâåíñòâî
δ‖∇xUεγ

p ;L2(Ω))‖2

+
(
(1− δ)(d − 2− ̺Γ(d))− γ2

)
‖r−1Uεγ

p ;L2(Ω∩(Vd
RΓ

\Vd
εR0

))‖2 6 ε2γλεp.Ïðè ó÷¼òå ïðåäïîëîæåíèÿ γ2 < d − 2 âûáèðàåì âåëè÷èíû δ > 0 è RΓíàñòîëüêî ìàëûìè, ÷òîáû ìíîæèòåëü ïðè ïîñëåäíåì êâàäðàòå íîð-ìû ñòàë ïîëîæèòåëüíûì. Íàêîíåö, ìíîæèòåëü Rε â ïåðâîé íîðìå èç(8.5) âûíîñèòñÿ èç-ïîä ãðàäèåíò-îïåðàòîðà ïîñðåäñòâîì ïðåæíèõ ñî-îáðàæåíèé, à ñàìà îöåíêà (8.3) ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè åù¼ îäíîãîïðèìåíåíèÿ �îðìóë (8.1) è (8.5). �Òåïåðü ââåä¼ì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ �óíêöèþ u ε
p ∈ H1(Γ) ñî çíà÷åíè-ÿìè â òî÷êàõ èçëîìîâ

u ε
p (s

ε
k)=

1

εd/2

∫

ωε
k

w1(ξ
′, 0)uεp(x

′)J(n, s)−1/2dx′, k=0, . . . , N−1, (8.6)è çàìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ÿêîáèàí J(n, s) ïîëîæèòåëåí âñþäó â V2
RΓ
,âî-âòîðûõ,

S
ε

p := ε

N−1∑

k=0

∣∣u ε
p (s

ε
k)
∣∣2 =

N−1∑

k=0

1

εd−1

(∫

ωε
k

J(n, s)−1/2w1(ξ
′, 0)uεp(x

′)dx′
)2

6

N−1∑

k=0

1

εd−1

(∫

εω

|w1(ξ
′, 0)|2dsdndx3 . . . dxd−1

)∫

ωε
k

∣∣uεp(x′)
∣∣2dx′
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=

N−1∑

k=0

∫

ωε
k

∣∣uεp(x′, 0)
∣∣2dx′ = 1. (8.7)(èñïîëüçîâàíû íîðìèðîâêè (2.11) è (1.7), à εω � ε-ñæàòèå ìíîæåñòâà

ω) è, â-òðåòüèõ,
1

3
S

ε

p 6 ‖u ε
p ;L

2(Γ)‖2 6 S
ε

p . (8.8)Èòàê, ‖u ε
p ;L

2(Γ)‖ 6 1, à çíà÷èò, âäîëü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ε(ℓ)}ℓ∈N (ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèå è ïî-ïðåæíåìó íå ïèøåì èíäåêñ ℓ)ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü â L2(Γ):

u ε
p → ûp ïðè ε→ +0. (8.9)Êàê óæå óïîìèíàëîñü, äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ñ÷èòàåì, ÷òî d > 3 è

γ = 1 (ñð. �9, ï. 3◦).Ëåììà 8.2. Ñõîäèìîñòü (8.9) ñëàáàÿ â H1(Γ) è ñèëüíàÿ â L2(Γ), ïðè-÷¼ì ‖ûp;L2(Γ)‖ > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (1.6) ïðîá-íóþ �óíêöèþ ψε = εχ2
Γu

ε
p è ñîãëàñíî îöåíêå (8.3) ïðè γ = 1, êîòîðóþïðèìåíèì ê ÷ëåíàì, ñîäåðæàùèì ìíîæèòåëü ∇xχΓ è àííóëèðóþùèì-ñÿ âíå ìíîæåñòâà Ω ∩ (Vd
RΓ

\ Vd
RΓ/2

), ïðèä¼ì ê ñîîòíîøåíèþ
ε‖∇x(χΓu

ε
p);L

2(Ω)‖2 − ελεp‖uεp;L2(ωε)‖2 = O(εε2γ−1) = O(ε2). (8.10)�àçîáüåì òðóá÷àòîå ìíîæåñòâî Ω ∩ Vd
RΓ

íà òîíêèå �ïëàñòèíêè�
Ξε
k={x ∈ Ω∩Vd

RΓ
: ξk1 :=ε

−1(s−sεk)∈(−ε/2, ε/2)}, k=0, . . . , N−1, (8.11)êîòîðûå ïîñëå ïåðåõîäà ê ðàñòÿíóòûì êîîðäèíàòàì ξk = (ξk1 , ξ
#, ξd)(ñì. �îðìóëó (1.2)) ïðåâðàùàþòñÿ â ïðåäåëå ïðè ε → +0 â ïîëóñëîé

Ξ. Äëÿ ñóæåíèÿ �óíêöèè χΓu
ε
p íà Ξε

k, çàïèñàííîãî â ðàñòÿíóòûõ êî-îðäèíàòàõ è ïðîäîëæåííîãî íóë¼ì íà âñþ îáëàñòü Ξ, íàïèøåì ïðåä-ñòàâëåíèå
εd/2J(n, s)1/2χΓ(x)u

ε
p(x) = u ε

p (s
ε
k)w1(ξ

k) + wε⊥
kp (ξ

k). (8.12)



212 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂÏðè ýòîì ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (8.6), (8.12) è íîðìèðîâêå (2.11) âû-ïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ∫

ω

w1(ξ
′, 0)wε⊥

kp (ξ
′, 0)dξ′ = 0 è

∫

ω

(
u ε
p (s

ε
k)w1(ξ

′, 0)+wε⊥
kp (ξ

′, 0)
)2
dξ′= |u ε

p (s
ε
k)|2+‖wε⊥

kp ;L
2(ω)‖2.

(8.13)Áëàãîäàðÿ çàìå÷àíèþ 2.1 è óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè èç ñïèñêà (8.13)ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî5
‖∇ξw

ε⊥
kp ;L

2(Ξ)‖2 > µN
2 ‖wε⊥

kp ;L
2(ω)‖2 ïðè íåêîòîðîì µN

2 ∈ (µ1, µ2].Òåïåðü èíòåãðàëû ïî Ω∩Vd
RΓ

è ωε â ëåâîé ÷àñòè �îðìóëû (8.10) ïðåä-ñòàâèì êàê ñóììó èíòåãðàëîâ ïî �ïëàñòèíêàì� (8.11) è �ïÿòíàì� Ñòåê-ëîâà íà èõ òîðöàõ. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ðàñòÿæåíèÿ êîîðäèíàò è ó÷¼òà�îðìóëû ∇x =
(
∂n, J(n, s)

−1∂s, ∂x# , ∂z
) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

N−1∑

k=0

(
‖∇ξ(u

ε
pw1+w

ε⊥
kp );L

2(Ξ)‖2−ελεp
(
|u ε

p |2+‖wε⊥
kp ;L

2(ω)‖2
))

= O(ε2γ) + εJ ε
p = O(ε).

(8.14)Ïîÿñíèì îöåíêó |J ε
p | 6 cp äëÿ èíòåãðàëà

J ε
p =

∫

Ω∩Vd
RΓ

( κ(s)2

4J(n, s)2
|χΓ(x)u

ε
p(x)|2−

κ(s)

J(n, s)
χΓ(x)u

ε
p(x)∂n(χΓ(x)u

ε
p(x))

+
n2∂sκ(s)

2

4J(n, s)4
|χΓ(x)u

ε
p(x)|2 −

n∂sκ(s)

J(n, s)2
χΓ(x)u

ε
p(x)∂s(χΓ(x)u

ε
p(x))

− nκ(s)
2 + nκ(s)

J(n, s)
|∂s(χΓ(x)u

ε
p(x))|2

)
dx,êîòîðûé ïîÿâèëñÿ âñëåäñòâèå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ìíîæèòåëÿ

J(n, s)−1/2, ïðèøåäøåãî èç ïðåäñòàâëåíèÿ (8.12). Ïåðâîå è òðåòüå ñëà-ãàåìûå â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè îáðàáàòûâàþòñÿ ïðè ïîìîùèîáåñïå÷åííîãî ëåììîé 8.2 íåðàâåíñòâà
‖χΓu

ε
p;L

2(Ω)‖2dx 6 c‖Rγ−1
ε uεp;L

2(Ω)‖2 6 Cpε2γ−1 = Cpε.5Âòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî µN
2

ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è â Ξ íå îáÿçàòåëü-íî ñîâïàäàåò ñ ÷ëåíîì µ2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.10) ñîáñòâåííûõ ÷èñåë çàäà÷è ñóñëîâèÿìè ïåðèîäè÷íîñòè.
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ε
p)

2). Íàêîíåö, äëÿ÷åòâ¼ðòîãî ïðè ó÷¼òå ñîîòíîøåíèÿ |n| 6 Rε(x) â Vd
RΓ

èñïîëüçóåì åù¼ðàç íåðàâåíñòâî (8.3) ñ èíûì (íî òàêæå äîïóñòèìîì) ïîêàçàòåëåì γ =
1/2.Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ‖∇ξ(u

ε
p (s

ε
k)w1 + wε⊥

kp );L
2(Ξ)‖2 ðàâíà

|u ε
p (s

ε
k)|2‖∇ξw1;L

2(Ξ)‖2 + ‖∇ξw
ε⊥
kp ;L

2(Ξ)‖2

> µ1|u ε
p (s

ε
k)|2 + µN

2 ‖wε⊥
kp ;L

2(ω)‖2,òåïåðü âûâîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ (8.14) íåðàâåíñòâî
(
µN
2 − ελεp)

N−1∑

k=0

‖wε⊥
kp ;L

2(ω)‖2 6
∣∣ελεp − µ1

∣∣
N−1∑

k=0

|u ε
p (s

ε
k)|2 + Cpε.Â ñèëó �îðìóë (8.1) è (8.7) ïðàâàÿ ÷àñòü íå ïðåâîñõîäèò (cp + Cp)ε, àìíîæèòåëü ïðè ñóììå â ëåâîé ÷àñòè áîëüøå (µN

2 − µ1)/2 ïðè ìàëîì ε.Â èòîãå íàõîäèì, ÷òî
N−1∑

k=0

‖wε⊥
kp ;L

2(ω)‖2 6 c⊥p ε,à çíà÷èò, íîðìèðîâêà (1.8), ëåâàÿ îöåíêà (8.8) è âòîðîå ðàâåíñòâî (8.13)ïîêàçûâàþò, ÷òî
‖u ε

p ;L
2(Γ)‖ >

1

3
(1 − c⊥p ε

2).Çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâåðêîé ñëàáîé ñõîäèìîñòè (8.9)â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà H1(Γ), äëÿ ÷åãî íóæíî îáðàáîòàòü âûðàæå-íèå
‖∂su ε

p ;L
2(Γ)‖2 =

1

ε

N−1∑

k=0

∣∣u ε
p (s

ε
k+1)− u ε

p (s
ε
k)
∣∣2. (8.15)Îöåíêó ðàçíîñòåé çíà÷åíèé �óíêöèè u ε

p â ñîñåäíèõ òî÷êàõ sεk è sεk+1íà êîíòóðå Γ ïðîâåä¼ì â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ïðèìåíèì ìåòîä �àêòî-ðèçàöèè è ïîëîæèì χΓ(x)u
ε
p(x) = z

ε
p(x)w

ε
1(x), ãäå

w
ε
1(ξ) = w1(ξ) + εκ(s)W0(ξ) + ε2ŵε(x),

W0 � ðåøåíèå çàäà÷è (3.5), (3.7), (2.3), (2.5), äîïóñêàþùåå ïðåäñòàâ-ëåíèÿ (3.17) è (3.19), à ŵ
ε � �óíêöèé ñ íîñèòåëåì â Ω ∩ Vd

RΓ
, êîòîðàÿ



214 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂäàëåå áóäåò íàäåëåíà ïîäõîäÿùèìè ñâîéñòâàìè, îáåñïå÷èâàþùèìè ñî-îòíîøåíèÿ
cw1(ξ) 6 w

ε
1(x) 6 Cw1(ξ),

∣∣ŵε(x)
∣∣ 6 ĉw1(ξ), x ∈ Ω ∩ Vd

RΓ
, (8.16)à c < C è ĉ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ñîãëàñíî ðàçëîæåíèÿì (2.14)è (3.17) ñóììà w1(ξ) + εκ(s)W0(ξ) òåðÿåò ïîëîæèòåëüíîñòü ïðè ξd >

2(εκ(s))−1, íî, óìåíüøèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ðàäèóñ RΓ > 0, ñ÷èòàåì÷òî îíà ïîëîæèòåëüíà âñþäó â Ω ∩ Vd
RΓ
.Àíàëîãè÷íî �îðìóëàì (4.6) è (8.4), (8.10) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

λεp −
µ1

ε
+

∫

Ω∩Vd
RΓ

∣∣∇xχΓ

∣∣2∣∣uεp
∣∣2dx

=

∫

Ω∩Vd
RΓ

∣∣∇x(χΓu
ε
p)
∣∣2dx− µ1

ε

∫

ωε

∣∣uεp
∣∣2dx′

=: Iεp −
∫

Ω∩Vd
RΓ

z
ε
pw

ε
1

(
w

ε
1∆xz

ε
p + 2∇xw

ε
1 · ∇xz

ε
p

)
dx −

∫

ωε

uεpw
ε
1

∂zεp
∂xd

dx′

= I
ε
p +

∫

Ω∩Vd
RΓ

∣∣wε
1

∣∣2∣∣∇xz
ε
p

∣∣2dx. (8.17)Ìîäóëü âûðàæåíèÿ èç ëåâîé ÷àñòè íå ïðåâîñõîäèò cpε â ñèëó ñîîòíî-øåíèÿ (8.1) è îöåíêè (8.3) ïðè γ = 1, ñóæåííîé íà
Ω ∩

(
Vd
RΓ

\ Vd
RΓ/2

)
⊃ supp∣∣∇xχΓ

∣∣.Ïîõîæèå íà âûêëàäêó (4.6) ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèäàþò îïðåäåë¼ííîìó âñðåäíåé ÷àñòè (8.17) ñëàãàåìîìó I
ε
p ñëåäóþùèé âèä:

I
ε
p=−

∫

Ω∩Vd
RΓ

uεpz
ε
p∆xw

ε
1dx−

∫

ωε

uεpz
ε
p

(∂wε
1

∂xd
− µ1

ε
w

ε
1

)
dx′=: IεpΩ+I

ε
pω. (8.18)Óñëîâèÿ Ñòåêëîâà (2.4) è (3.7), à òàêæå íàçíà÷åííîå äàëåå óñëîâèåÍåéìàíà

∂zŵ
ε(x)=0, x ∈ ωε, (8.19)



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 215ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñèëó íîðìèðîâêè (1.8) è ïðîâåðÿåìîãî äàëåå âòîðîãîñîîòíîøåíèÿ (8.16) èíòåãðàë I
ε
pω ïî ñåìåéñòâó �ïÿòåí� (1.1) óäîâëåòâî-ðÿåò íåðàâåíñòâó

∣∣Iεpω
∣∣ = µ1ε

∣∣∣∣
∫

ωε

uεpz
ε
pŵ

εdx′
∣∣∣∣ 6 Cµ1ε

∫

ωε

|uεp|2dx′ = Cµ1ε.Ïîñëå âûâîäà îöåíêè äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà IεpΩ èç ïðàâîé ÷àñòè (8.18)ñ ïîäîáíîé ìàæîðàíòîé, ïðèä¼ì ê æåëàííîìó íåðàâåíñòâó
‖wε

1∇xz
ε
p;L

2(Ω ∩ Vd
RΓ

)‖2 6 cε. (8.20)Èç-çà èñïîëüçóåìûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò ïîäûíòåãðàëüíîåâûðàæåíèå â I
ε
pΩ ìîæåò íå îáðàòèòüñÿ â íóëü: ïðè ó÷¼òå ðàñùåïëåíèÿ(3.3) îïåðàòîðà (2.6) âèäèì, ÷òî
−∆x(w1(ξ) + εκ(s)W0(ξ)) = ε0f(ξ; s) + . . . ,ãäå ìíîãîòî÷èå çàìåùàåò ìëàäøèå àñèìïòîòè÷åñêèå ÷ëåíû (ñð. �3).Ôóíêöèÿ ξ 7→ f(ξ; s) èç ïðàâîé ÷àñòè âåä¼ò ñåáÿ íà áåñêîíå÷íîñòè êàê

O
(
ρ2−d

), à çíà÷èò, áëàãîäàðÿ ñîîòíîøåíèþ (2.14) è îöåíêå (8.3) ñ ïî-êàçàòåëåì γ = 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣
∫

Ω∩Vd
RΓ

uεp(x)z
ε
p(x)(1 − χω(ρ))f(ξ; s)dx

∣∣∣∣ 6 c∞

∫

Ω∩Vd
RΓ

∣∣uεp
∣∣w1

∣∣zεp
∣∣dx

6 c∞

∫

Ω∩Vd
RΓ

∣∣uεp
∣∣2dx 6 C∞ε.Âìåñòå ñ òåì ýòà �óíêöèÿ ïðèîáðåòàåò îñîáåííîñòè O(ρ−3/2) âáëèçèð¼áåð ∂ωε

k. �àçóìååòñÿ, òàêàÿ îñîáåííîñòü äîïóñòèìà è â ñèëó íåðàâåí-ñòâà Õàðäè (2.9) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
∣∣∣∣

∫

Ω∩Vd
RΓ

uεp(x)z
ε
p(x)χω(ρ)f(ξ; s)dx

∣∣∣∣ 6 c∂ω

∫

Ω∩Vd
RΓ

∣∣∇xu
ε
p(x)

∣∣2dx, (8.21)âïðî÷åì íåóäîâëåòâîðèòåëüíîå, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü O(ε−1
) ââè-äó ñîîòíîøåíèé (1.6), (1.8) è (8.1). Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïîâòîðèòü èòå-ðàöèîííûé ïðîöåññ, îïèñàííûé â ��3 è 4, è ïîñòðîèòü ïàðó ìëàäøèõàñèìïòîòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ε2ŵε(x) = ε3W3(ξ; s) + ε4W4(ξ; s), îäíàêî ñâàæíûìè èçìåíåíèåìè: êîìïåíñèðóåòñÿ òîëüêî �èíèòíûå (óìíîæåí-íûå íà ñðåçêó χω) ÷àñòè íåâÿçîê è íà �ïÿòíàõ� Ñòåêëîâà ñòàâÿòñÿ



216 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂóñëîâèÿ Íåéìàíà (ñì. �îðìóëó (8.19)), äåëàþùèå çàäà÷ó â ïîëóñëîå
Ξ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âî-ïåðâûõ, �óíêöèè Wq,
q = 3, 4, äîïóñêàþò ïðè ρ → +∞ ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (2.14), (3.14) è,âî-âòîðûõ, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 4.2 ãëàâíûìè ÷ëåíàìè èõ ðàçëîæåíèéîêîëî ð¼áåð ñëóæàò ñòåïåííûå ðåøåíèÿ Cq(ς)ρ

1/2
Ψq(ϕ) (áåç ëîãàðè�-ìà!). Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñîáëþäåíèè óñëîâèé (8.16) íå âîçíèêàåò,à â �îðìóëå (8.21) ïðè çàìåíå f 7→ −∆xw

ε
1 ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëü-íûé ìíîæèòåëü ε2. Â èòîãå îáúÿâëåííûå îöåíêè èíòåãðàëîâ I

ε
pΩ è I

ε
pω ,à âìåñòå ñ íèìè è æåëàííîå íåðàâåíñòâî (8.20) óñòàíîâëåíû.Íà âòîðîì ýòàïå ñîåäèíèì ñîñåäíèå �ïÿòíà� ωε

k è ωε
k+1 àðêîé Πε

k (ñì.ðèñ. 3), à èìåííî, âîññòàíîâèì èç ýòèõ �ïÿòåí� öèëèíäðû Πε
k− è Πε

k+ñî ñêîøåííûìè âåðõíèìè òîðöàìè:
{x• : x•′ = (s, n, x3, . . . , xd−1) ∈ ωε

k, 0 < z < εH + sεk − s}è
{x• : x•′ ∈ ωε

k+1, 0 < z < εH + s− sεk+1}.Âçÿâ ïàðàìåòð H > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøèì è âñïîìíèâ ïåðâîå óñëî-âèå ñèììåòðèè (1.11), ñîåäèíèì ðàçíîíàïðàâëåííûå òîðöû ñòîåê Πε
k±åù¼ îäíèì öèëèíäðîì-ïåðåêëàäèíîé Πε

k0 ñ çàîñòð¼ííûìè êîíöàìè èòåì æå, íî ïîâ¼ðíóòûì íà óãîë π/4 ñå÷åíèåì (ñì. ðèñ. 3, a). Íàêîíåö,ïðîâîäèì ïóòü πε
k(x

•′) èç êàæäîé òî÷êè x•′ ∈ ωε
k ñ êîîðäèíàòîé sεk + tâ ñîîòâåòñòâåííóþ òî÷êó x̂ •′ ñ êîîðäèíàòîé sεk+1 − t íà �ïÿòíå� ωε

k+1.Ïóòè πε
k(x

•′) ∋ s, îáðàçîâàííûå âûñîòàìè öèëèíäðîâ Πε
k−, Πε

k+ è �ãîðè-çîíòàëüíûìè� îòðåçêàìè âíóòðè Πε
k0, çàïîëíÿþò âñþ àðêó Πε

k. Ñïðà-âåäëèâà �îðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà
w1(x̂

•′, 0)2zεp(x̂
•′, 0)−

∣∣w1(x
•′, 0)

∣∣2zεp(x•′, 0)=
∫

πε
k
(x•′)

w1(x
•)2∂sz

ε
p(x

•)ds, (8.22)â êîòîðîé âåëè÷èíà w1(x
•) ðàâíà w1(ξ

′, 0) íà ñòîéêå Πε
k− è íå èçìåíÿ-åòñÿ âäîëü íå¼. Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ î�îðìèì íà ýëåìåíòàõ Πε

k0è Πε
k+ àðêè Πε

k, çàìåòèâ, ÷òî â èòîãå íåïðåðûâíàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿíà îáëàñòè Πε
k �óíêöèÿ w1 íå çàâèñèò îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû sè ïîòîìó ïðîèçâîäíàÿ ∂sw1 íå ïîÿâèëàñü â èíòåãðàëå èç (8.22). Ýòèðàâåíñòâà ñ èíäåêñàìè k = 0, . . . , N − 1, óìíîæåííûå íà ïîäõîäÿùóþñòåïåíü ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, ïðîèíòåãðèðîâàííûå ïî ìàëûì �ïÿòíàì�
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a) b)

�èñ. 3. �Àðêà� (a), ñîåäèíÿþùàÿ �ïÿòíà� ωε
k è ωε

k+1,êîòîðûå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû ïîëóæèðíûìè ëèíè-ÿìè. Òî÷êè sεk è sεk+1 ïîìå÷åíû çíà÷êîì ◦. Â ñëó-÷àå òîðîèäàëüíîãî ìíîæåñòâà (1.9) �àðêà� ïîëíîñòüþïåðåêðûòà (b) . Îäèíî÷íûå ïóòè îòìå÷åíû øòðèõ-ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.
εω è âîçâåä¼ííûå â êâàäðàò, äàþò ñîîòíîøåíèå
ε−d−1

∣∣∣∣
∫

ωε
k+1

w1(ξ
′, 0)uεp(x

′, 0)dx′ −
∫

ωε
k

w1(ξ
′, 0)uεp(x

′, 0)dx′
∣∣∣∣
2

6 cε−d−1

∣∣∣∣
∫

Πε
k
∪Πε

k+1

w1(ξ)
∣∣∂szεp(x•)

∣∣dx•
∣∣∣∣
2

6Cε−d−1
∣∣Πε

k ∪ Πε
k+1

∣∣
∫

Πε
k
∪Πε

k+1

∣∣wε
1(x)

∣∣2∣∣∇xz
ε
p(x

•)
∣∣2dx•. (8.23)Çàìåíû w1 7→ w1 è w1 7→ w

ε
1â ïåðâîì è âòîðîì ïåðåõîäàõ ñòàëè âîç-ìîæíû áëàãîäàðÿ ïåðå÷èñëåííûì â �2 ñâîéñòâàì ñîáñòâåííîé �óíêöèè

w1 è ëåâîìó ñîîòíîøåíèþ (8.16).Ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâà (8.23) ïî k = 0, . . . , N − 1. Ëåâàÿ ÷àñòüïîëó÷åííîé �îðìóëû ëèøü ñëàãàåìûì O(1) ïðè ε → +0 îòëè÷àåòñÿîò âûðàæåíèÿ (8.15) (îïÿòü ó÷èòûâàåì èñêàæåíèå O(ε) ÿêîáèàíîì, àòàêæå �ëèøíèé� ìíîæèòåëü 1/
√
ε â ñðàâíåíèè ñ îïðåäåëåíèåì (8.6)).Â ñèëó �îðìóëû (8.20)) ïðàâàÿ ÷àñòü íå ïðåâîñõîäèò
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4CcΠ

1

ε

∫

Ω∩Vd
RΓ

∣∣wε
1(ξ)

∣∣2∣∣∇xz
ε
p(x)

∣∣2dx• 6 4CcΠc,òàê êàê |Πε
k| 6 cΠε

d è â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ âîçíèêàåò óäâîåí-íûé èíòåãðàë ïî ìàëîé îêðåñòíîñòè êîíòóðà Γ. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêàïîêàçûâàåò îãðàíè÷åííîñòü íîðìû ‖∂su ε
p ;L

2(Γ)‖ è çàêàí÷èâàåò äîêà-çàòåëüñòâî ëåììû 8.2. ⊠Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî {
β̂p; ûp

} � ñîáñòâåííàÿ ïàðà ïðåäåëüíîãî óðàâ-íåíèÿ (4.4) (íàïîìèíàåì, ÷òî d > 3). Âîçüì¼ì êàêóþ-ëèáî �óíêöèþ
ψ ∈ C∞(Γ) è ñîîðóäèì ïðîáíóþ �óíêöèþ, ñûìèòèðîâàâ àñèìïòîòè-÷åñêèå ñòðóêòóðû èç ��3, 4, íî äîìíîæèâ èõ íà ε−(d−3)/2:

ψε(x) = ε−(d−3)/2χΓ(x)
(
w1(ξ)ψ(s) + εW ′(ξ, s;ψ)

+ε2W ′′(ξ, s;ψ)
)
+ ε(d−1)/2u′(x;ψ).

(8.24)Ñëàãàåìûå W ′ è u′ çàäàäèì ïðåæíèìè �îðìóëàìè (3.4) è (7.8), íî âçàäà÷å (4.1), (2.3), (4.2), (2.5) äëÿ ñëàãàåìîãîW ′′(. . . ;ψ) äëÿ âûïîëíå-íèÿ óñëîâèÿ å¼ ðàçðåøèìîñòè (�óíêöèÿ ψ íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-íèþ (4.4)) èçìåíèì êðàåâîå óñëîâèå Ñòåêëîâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
−∂W

′′

∂ξd
(ξ′, 0, s;ψ)−µ1W

′′(ξ, s;ψ)=
(
βε
pψ(s)

+
(
B∂2sψ(s)−κ(s)2ψ(s)

)
w1(ξ), ξ′ ∈ ω.Â èòîãå âûêëàäêè èç �7, ïðèìåí¼ííûå ê âûðàæåíèþ (8.24), ïîêàçûâà-þò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà 0 =

(
uεp,∆xψ

ε
)
Ω
+
(
uεp, (∂ν − λεp)ψ

ε
)
ωε ,ïîëó÷åííîãî èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå(1.6), îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

ε−(d−1)/2
N−1∑

k=0

∫

ωε
k

w1(ξ
′, 0)uεp(x

′, 0)
(
B∂2sψ(s)− (κ(s)2b− βε

p)ψ(s)
)
dx′

+O(ε1/2) ïðè ε→ +0.Òåïåðü îïðåäåëåíèå (8.6) è �îðìóëû Òåéëîðà äëÿ �óíêöèé ψ ∈ C∞(Γ)è κ, à òàêæå ïðèâû÷íûé ó÷¼ò ÿêîáèàíà äàþò ñîîòíîøåíèå
0 = ε

N−1∑

k=0

uεp(εk)
(
B∂2sψ(εk)− (bκ(εk)2 + βε

p)ψ(εk)
)
+O(ε1/2),



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 219êîòîðîå ïðè ïîìîùè ñõîäèìîñòåé (8.2) è (8.9), óòî÷í¼ííûõ ëåììîé 8.2,è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ε → +0 ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàëüíîå òîæäå-ñòâî
∫

Γ

ûp(s)
(
B∂2sψ(s)− κ(s)2ψ(s)− β̂pψ(s)

)
ds = 0 ∀ ψ ∈ C∞(Γ). (8.25)Êàê îáû÷íî, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìàÿ íàêîíòóðå Γ �óíêöèÿ ûp óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.4) ñ ïàðàìåòðîì

β̂p. Ïîñêîëüêó ‖ûp;L2(Γ)‖ 6= 0, äîêàçàíàÒåîðåìà 8.1. Ïóñòü d > 3. Äëÿ ëþáîãî p ∈ N ïðåäåëüíûå ïåðåõî-äû (8.2) è (8.9) äàþò ñîáñòâåííóþ ïàðó {
β̂p; v̂p

} ïðåäåëüíîãî óðàâíå-íèÿ (4.4).Çàìå÷àíèå 8.1. Ïðåäñòàâëåííûé âûâîä èíòåãðàëüíîãî òîæäåñ-òâà (8.25) ñ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè ãîäèòñÿ è òð¼õìåðíîé ñèòóàöèè,îäíàêî îòñóòñòâèå ïðîâåðêè íåòðèâèàëüíîñòè ïðåäåëà (8.9) íå ïîçâî-ëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî {
β̂p; ûp

} � ñîáñòâåííàÿ ïàðà ïðåäåëüíîãî óðàâíå-íèÿ ïðè d = 3. �9. Âûâîäû è çàìå÷àíèÿ
1◦. Òåîðåìû îá àñèìïòîòèêå. Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 7.1, 7.2 è 8.1ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü �èíàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû â ðàç-ìåðíîñòÿõ d > 3.Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ ñèììåòðèé (1.11) è

d>3. Íîìåð nε
p ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λεnε

p
èñõîäíîé çàäà÷è (1.3)�(1.5),�èãóðèðóþùåãî â îöåíêå (7.21), ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì p ∈ N ñîáñòâåí-íîãî ÷èñëà βp ïðåäåëüíîãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ (4.4).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç �îðìóëû (8.1) âûòåêàåò, ÷òî nε

p > p. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè {ε(ℓ)}ℓ∈N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî nε(ℓ)

p > p ïðè êàêîì-òîíîìåðå p â ñëó÷àå βp < βp+1−dpε è dp > 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ ñîáñòâåííîå



220 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂ÷èñëî λε(ℓ)∗ ∈
(
0, ε−1µ1+εβp+cpε

2
] çàäà÷è Ñòåêëîâà�Äèðèõëå, êîòîðî-ìó îòâå÷àåò ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ uε(ℓ)∗ , îðòîãîíàëüíàÿ â L2(ωε(ℓ)) ñîá-ñòâåííûì �óíêöèÿì uε(ℓ)1 , . . . , uε

(ℓ)

p . Â ñèëó òåîðåìû 8.1 ïðåäåëüíûå ïå-ðåõîäû (8.2) è (8.9) ïðåäîñòàâëÿþò ñîáñòâåííóþ ïàðó {β̂∗; û∗} ïðåäåëü-íîãî óðàâíåíèÿ (4.4). Ïðè ýòîì, âî-ïåðâûõ, β̂∗ < βp+1 è, âî-âòîðûõ,�óíêöèÿ û∗ îðòîãîíàëüíà â L2(Γ) ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì v1, . . . , vp(ïî ïðè÷èíå ñèëüíîé ñõîäèìîñòè, óñòàíîâëåííîé â ëåììå 8.2). Ýòè íà-áëþäåíèÿ ïðîòèâîðå÷àò ñïîñîáó ñîñòàâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4.5)è òåì ñàìûì ãàðàíòèðóþò ðàâåíñòâî nε
p = p. �Ïîñëå ïðîâåðêè àñèìïòîòè÷åñêèõ �îðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåëâòîðàÿ ÷àñòü ëåììû 7.1, òî÷íåå íåðàâåíñòâî (7.6), òàêæå ïîçâîëÿåòóêàçàòü àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ �óíêöèé uεp. Ýòî äåëàåòñÿ ïî ñòàí-äàðòíîé, âåñüìà ïðîñòîé, ñõåìå è ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ �îðìóëèðîâ-êîé ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, ïðè÷¼ì â íåïîëíîì îáú¼ìå, âïðî-÷åì äîñòàòî÷íîì äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ñâîéñòâà ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåí-íûõ �óíêöèé èñõîäíîé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè êîíòóðà Γ.Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.1 è βp = βp+κp−1� ñîáñòâåííîå ÷èñëî ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.4) ñ êðàòíîñòüþ κp ∈

{1, 2}. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû cp, εp è îðòî-ãîíàëüíàÿ (κp × κp)-ìàòðèöà M ε,p = (M ε,p
mn)

κp

m,n=1, ÷òî ïðè ε ∈ (0, εp]äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé uεp, uεp+κp−1 çàäà÷è (1.3)�(1.5), ïîä÷èí¼í-íûõ óñëîâèÿì (1.8), âåðíû îöåíêè
∥∥∥∇x

(
uεn − χΓε

1−d/2

κp∑

m=1

M ε,p
nmw1vm

)
;L2(Ω)

∥∥∥
2

6 cpε,

n = p, p+ κp − 1,

(9.1)ãäå w1 è vp, vp+κp−1 � ñîáñòâåííûå �óíêöèè çàäà÷è (2.2)�(2.5) â ïî-ëóñëîå Ξ ∋ ξ è óðàâíåíèÿ (4.4) íà êîíòóðå Γ ∋ s, ïîä÷èí¼ííûå ñîîò-íîøåíèÿì (2.11) è (6.4) ñîîòâåòñòâåííî.Îòìåòèì, ÷òî ‖∇xu
ε
n;L

2(Ω)‖2 = λεn áëàãîäàðÿ �îðìóëàì (1.6) è(1.8), à çíà÷èò, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ λεn = O(ε−1) îöåíêà (9.1) â ñàìîìäåëå îïðàâäûâàåò âûäåëåííûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè, êîòîðûé ñêîíöåí-òðèðîâàí îêîëî êîíòóðà Γ ïî ïðè÷èíå ïðåäñòàâëåíèÿ (2.14) �óíêöèè
w1.
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2◦. �ðàíèöà. Òðåáîâàíèÿ ê ãðàíèöå ∂Ω, íà êîòîðîé ïîñòàâëåíî óñëî-âèå Äèðèõëå, ìîæíî ñóùåñòâåííî îñëàáèòü. Äëÿ ñàìîãî êîíòóðà C∞-ãëàäêîñòü òàêæå íå íóæíà � äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü åãî âêëþ÷åíèåâ êëàññ �¼ëüäåðà C3,α, α ∈ (0, 1). Òó æå ãëàäêîñòü ìîæíî ïðèïèñàòüãðàíèöå ∂ω ⊂ R

2. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîñòóïíà �ð¼áåðíàÿ� àñèìïòîòèêàâîçíèêàþùèõ ðåøåíèé w1, Wq è U(·; v) èç ��2�6 (ñì., íàïðèìåð, [15,ãëàâà 10, 11℄). Â ïðèíöèïå ãîäÿòñÿ è êóñî÷íî-ãëàäêèå êîíòóðû, îáðà-çóþùèå ãðàíèöó ∂ω, íî äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïðèâëå÷ü ñëîæíî óñòðî-åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû îêîëî âåðøèí ìíîãîãðàííûõ óãëîâ(ñì., íàïðèìåð, [15, ãëàâà 10℄).Óïëîù¼ííîñòü ó÷àñòêà Σ ⊃ Γ, ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü â âû-êëàäêàõ äàæå â òð¼õìåðíîé ñèòóàöèè. Åñëè ó÷àñòîê Σ ãðàíèöû ∂Ω ⊂
R

3 � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü è Γ � ïðîñòîé ãëàä-êèé çàìêíóòûé êîíòóð íà íåé, òî ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ïðèãîäåí äëÿïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ïàð çàäà÷è (1.3)�(1.5). Âìåñòå ñòåì ïðåäñòàâëåíèå âèäà (2.6) äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â åñòåñòâåííûõëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ïðèâÿçàííûõ ê êîíòóðó è ïîðîæä¼ííûõ ðå-ïåðîì {êàñàòåëüíàÿ, íîðìàëü, áèíîðìàëü}, îùóòèìî çàãðîìîæäàåòñÿ.
3◦. Î ñíÿòèè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Òåîðåìà 8.1 î ñõîäèìî-ñòÿõ (8.2), (8.9) íå áûëà äîêàçàíà ïðè d = 3 ïîòîìó, ÷òî ïîêàçàòåëü

γ = 1, èñïîëüçîâàííûé ïî ñóùåñòâó â ëåììå 8.2, îòâåðãíóò îãðàíè÷åíè-åì γ <
√
d− 2 â ëåììå 8.1. Â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëåííûå â �8 âûêëàä-êè íå îáåñïå÷èâàþò íåîáõîäèìóþ ðàâíîìåðíóþ îòíîñèòåëüíî ìàëîãîïàðàìåòðà ε îãðàíè÷åííîñòü íîðìû ‖up;H1(Γ)‖. Ìàòåðèàë ñòàòüè [9℄ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïðè d = 3 íóæíàÿ îöåíêà âûïîëíåíà â ïðîñòðàíñòâåÕ¼ðìàíäåðà [33℄ ñ âåñîâîé �óíêöèåé (1 + (ln |ζ|)+)

√
|ζ|, îäíàêî èç-çàíåèìîâåðíîãî îáú¼ìà âûêëàäîê ïðîèçâåä¼í ëèøü �îðìàëüíûé àñèìï-òîòè÷åñêèé àíàëèç â òð¼õìåðíîé ñèòóàöèè � ïî ïîâîäó îáîñíîâàíèÿàñèìïòîòèê â ñëó÷àå òîíêîãî òîðîèäàëüíîãî ìíîæåñòâà (1.9) îòñûëà-åì ÷èòàòåëÿ ê êíèãå [34, ãë. 12℄ è ñòàòüÿì [9, 35℄.Îòêàç îò îäíîãî èç äâóõ òðåáîâàíèé (1.11) èìååò ðàçíûå ïîñëåä-ñòâèÿ. Çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ ìíîæåñòâà ω îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñ-êîñòè {ξ′ : ξ2 = 0} ïîçâîëèëà ñîêðàòèòü îáú¼ì âîñüìîãî ïàðàãðà�àáëàãîäàðÿ âèäèìîìó óïðîùåíèþ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 8.2 (ñì. çàìå-÷àíèå 2.1): ïðè îòñóòñòâèè ñèììåòðèè ïðèøëîñü áû ïðèìåíÿòü ïðåîá-ðàçîâàíèå �åëü�àíäà [36℄ è èçó÷àòü çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà Ôëîêåñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìîäåëüíîé çàäà÷è â ïîëóñëîå Ξ ñ óñëîâèÿìè êâàçè-ïåðèîäè÷íîñòè íà åãî îñíîâàíèÿõ (ñì. [15, 37, 38℄ è äð.).



222 Ñ. À. ÍÀÇÀ�ÎÂÂìåñòå ñ òåì óñòðàíåíèå çåðêàëüíîé ñèììåòðèè �ïÿòíà� ω îòíîñè-òåëüíî äðóãîé ãèïåðïëîñêîñòè {ξ′ : ξ1 = 0} ìîæåò ñóùåñòâåííî èç-ìåíèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðîåíèå ñîáñòâåííûõ ïàð çàäà÷è (1.3)�(1.5).Âòîðîå ðàâåíñòâî (1.11) ïîíàäîáèëîñü â �3 äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîáëþñòèóñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (3.5), (2.3), (3.7), (2.5) ïóò¼ì óíè÷òîæå-íèÿ âòîðîãî ÷ëåíà µ′ àíçàöà (3.1). Åñëè êðèâèçíà κ = κ0 ïîñòîÿííà,ò.å. Γ � îêðóæíîñòè, òî â ïðèíöèïå òàêàÿ ñèììåòðèÿ íå íóæíà: óêà-çàííàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà ïðè µ′ = κ0I0 (ñì. �îðìóëó (3.9)), à ïðåä-ñòàâëåíèå (3.1) ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ñîõðàíÿåò âèä, ïðè÷¼ì íåíóëåâîéâòîðîé ÷ëåí íå ðàçðóøàåò ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè è ëèøüíåìíîãî óñëîæíÿåò âûêëàäêè.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Γ ∋ s 7→ κ(s) îò-ëè÷íà îò íóëÿ è êðèâèçíà ïðèîáðåòàåò ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè, òî ïðè
I0 6= 0 ý��åêò ëîêàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé çàäà÷è (1.3)�(1.5)óñóãóáëÿåòñÿ: îíè êîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëî òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìàêñè-ìóìà èëè ìèíèìóìà êðèâèçíû â çàâèñèìîñòè îò çíàêà âåëè÷èíû I0.Ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå àíçàöû, âêëþ÷àþùèå ðàñòÿæåíèåêîîðäèíàòû s, à òàêæå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ èõ ÷ëåíîâ ìîæíî èç-âëå÷ü èç ðàáîò [39�43℄ è äðóãèõ ïóáëèêàöèé.Àíàëîãè÷íûå ý��åêòû ñóãóáîé ëîêàëèçàöèè âîçíèêàþò â ñëó÷àåãëàäêîé çàâèñèìîñòè �ïÿòåí� Ñòåêëîâà îò êîîðäèíàòû s ∈ Γ, ïðè êî-òîðîé ìíîæåñòâà ωε

k îïðåäåëåíû �îðìóëîé (1.1) ñ çàìåíîé ω 7→ ω(εk),ãäå ω(s) = φsω, à φs � äè��åîìîð�èçì â ïðîñòðàíñòâå Rd−1, íåñêîëü-êî ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûé ïî ïàðàìåòðó s. Â ýòîì ñëó÷àåñîáñòâåííûå ÷èñëà ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷è (2.2)�(2.5) â Ξ ïðèîáðå-òàþò çàâèñèìîñòü îò ïåðåìåííîé s ∈ Γ, à êîíöåíòðàöèÿ ñîáñòâåííûõ�óíêöèé çàäà÷è (1.3)�(1.5) â Ω íàáëþäàåòñÿ îêîëî òî÷åê ìèíèìóìà�óíêöèè Γ ∋ s 7→ µ1(s).Èçó÷åíèå îáîèõ îáîáùåíèé âûâåäåíî çà ïðåäåëû ñòàòüè.
4◦. Ïîëíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. Â ïðèíöèïå ïîñëå îïðå-äåëåíèÿ ãëàâíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ ñîáñòâåííûõ ïàð çàäà÷è(1.3)�(1.5) ïîñòðîåíèå áåñêîíå÷íûõ �îðìàëüíûõ ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿììàëîãî ïàðàìåòðà ε ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàçâå ëèøü àëãåáðàè÷åñêèìè ïî-ìåõàìè, âûçâàííûìè êðàòíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ïðåäåëüíîãîóðàâíåíèÿ (4.4). Áëàãîäàðÿ óñòàíîâëåííîìó â ðàçä. 3 ýêñïîíåíöèàëü-íîìó çàòóõàíèþ ñîñòàâëÿþùèõ (2.16), (3.20) è ïîäîáíûõ èì ïîëíîñòüþãîäÿòñÿ èòåðàöèîííûå ïðîöåññû èç êíèãè [34, ãëàâû 2, 4, 11, 12℄, îä-íàêî ëèøü â ðàçìåðíîñòÿõ d > 4. Òð¼õìåðíàÿ çàäà÷à ñòîèò îñîáíÿêîì



ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒ�À Ê�ÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È 223èç-çà ïîÿâëåíèÿ íîâîãî ïàðàìåòðà | ln ε|. Ïîïûòêà ñîîðóäèòü àñèìï-òîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ñ îñòàòêàìè ñòåïåííîé ìàëîñòè ïî ε âñòðå÷à-åò îñëîæíåíèÿ, êîòîðûå íåëüçÿ ïðèçíàòü íåîùóòèìûìè, òàê êàê äëÿýòîãî â ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå íà êîíòóðå Γ ïðèõîäèòñÿ âêëþ÷èòü �è-ãóðèðóþùèé â ðàçëîæåíèè (5.9) ïñåâäîäè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
K ñ ìàëûì êîý��èöèåíòîì | ln ε|−1 è äîêàçàòü àíàëèòè÷åñêóþ çàâè-ñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ïàð òàêîãî ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ îò | ln ε|−1.Ïîõîæèå ïðåäåëüíûå çàäà÷è óæå èçó÷àëèñü â ïîëíîì îáú¼ìå, õîòÿ èäëÿ èíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. [9, 35, 44, 45℄, [34, ãëàâà 11℄ è äð.).Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïðè îöåíèâàíèè ïîãðåøíîñòåé ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿ-äîâ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó 7.1, à òåõíè÷åñêè íàèáîëåå ñëîæíûéìàòåðèàë èç �8 âîñïðîèçâîäèòü íå íàäî.

5◦. Ìíîæåñòâåííîñòü ñåðèé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ óñòîé÷èâûìèàñèìïòîòèêàìè. Ñîáñòâåííûå ïàðû {µℓ;wℓ} çàäà÷è (2.2)�(2.5) ñ íî-ìåðàìè ℓ > 1 òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíçàöåâ âèäà(3.1), (3.2) (èëè (6.1), (6.2) â òð¼õìåðíîé ñèòóàöèè), îäíàêî èòåðàöè-îííûå ïðîöåññû îñòàþòñÿ áåç ñåðü¼çíûõ èçìåíåíèé òîëüêî â ñëó÷àåíåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ Kℓ â ïðåäñòàâëåíèè (2.14) ñðåäíåãî ñîáñòâåí-íîé �óíêöèè wℓ. Åñëè æå Kℓ = 0 è wℓ(ξ) = O(ρ1−d), òî âûêëàäêèçíà÷èòåëüíî îáëåã÷àþòñÿ, òàê êàê ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû W ′ è W ′′ ïðè-îáðåòàþò á�oëüøóþ ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ ïðè ρ→ +∞ è, áîëåå òîãî, ïðè
d = 3 èç àñèìïòîòè÷åñêèõ àíçàöåâ èñ÷åçàåò çàâèñèìîñòü îò | ln ε|. Âìå-ñòå ñ òåì íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò íåî÷åâèäíàÿ ïðîâåðêà íåâûðîæäå-íèÿ êîý��èöèåíòà B(ℓ) ïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ∂2s â ïðåäåëüíîì äè�-�åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (4.4), ïîñêîëüêó èç-çà îòñóòñòâèÿ ïîëîæè-òåëüíîñòè ñîáñòâåííîé �óíêöèè wℓ ìåòîä �àêòîðèçàöèè íå ðàáîòàåò.Âîïðîñ î âûâîäå íåðàâåíñòâà B(ℓ) 6= 0 îñòà¼òñÿ ïîëíîñòüþ îòêðûòûì.Òàêæå íåïîíÿòåí âèä ïðåäåëüíîé çàäà÷è â ñëó÷àå êðàòíîãî ñîá-ñòâåííîãî ÷èñëà µℓ.Åñëè âñ¼-òàêè ñëó÷èëîñü, ÷òî B(ℓ) = 0, òî óäà¼òñÿ àêòèâèçèðîâàòüàñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç èíîãî ðîäà (ñð. [39�41, 43℄ è äð.) ïðè óñëî-âèè, ÷òî âåëè÷èíà I0 îòëè÷íà îò íóëÿ è êðèâèçíà κ ïåðåìåííàÿ (ñì.�îðìóëó (3.9)) è ï. 3◦ �9)Óïîìÿíåì îäíî ëåãêîäîñòóïíîå îáîáùåíèå: îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿñâÿçíîñòè çàìêíóòîé êðèâîé Γ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îáú-åäèíåíèåì íåñêîëüêèõ îêðóæíîñòåé Γ1, . . . ,ΓJ ðàäèóñîâ R1 < · · · <
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RJ ïðè J > 1 (åñëè âñå ðàäèóñû îäèíàêîâû, òî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïðî-öåäóðà íå ïðåòåðïåâàåò îñîáûõ èçìåíåíèé, îäíàêî êðàòíîñòè ñîáñòâåí-íûõ ÷èñåë (4.5) óâåëè÷èâàþòñÿ). Ïðîâåäåííûé â äàííîé ðàáîòå àíà-ëèç, èñïîëüçóþùèé ïåðâóþ ñîáñòâåííóþ ïàðó {µ1;w1} çàäà÷è (2.2)�(2.5), äà¼ò ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íà îêðóæíîñòÿõ Γℓ, ℓ = 1, . . . , J ,è àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ (3.1) ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè βℓ

pýòèõ óðàâíåíèé. Åñëè ñëó÷èëîñü, ÷òî âåëè÷èíà I0 èç �îðìóëû (3.9) îá-ðàòèëàñü â íóëü (íàïðèìåð, âûïîëíåíî òðåáîâàíèå ñèììåòðèè (1.11)),òî èíäèâèäóàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {βℓ
p}p∈N, ℓ = 1, . . . , J ñëåäóåòîáúåäèíèòü â åäèíóþ, ïîñëå ÷åãî âîçìîæíî ïðèìåíåíèå îáîèõ øàãîâïðîöåäóðû îáîñíîâàíèÿ. Åñëè æå I1 6= 0, òî òàêîå îáúåäèíåíèå áåñïî-ëåçíî è îïðåäåëèòü íîìåð nε

ℓp â îöåíêå âèäà (7.21) óäà¼òñÿ òîëüêî äëÿ÷ëåíîâ îäíîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: ïðè ℓ = 1 èëè ℓ = J â çàâèñè-ìîñòè îò çíàêà âåëè÷èíû I1.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Î. À. Ëàäûæåíñêàÿ, Í. Í. Óðàëüöåâà, Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, Ì., Íàóêà (1973).2. E. San
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