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�1. Ââåäåíèå

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ êðèòè÷åñêèì ðîñòîì ïðàâîé ÷à-
ñòè èçó÷àþòñÿ óæå áîëåå ïîëóâåêà, íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêîé ðàáîòû
Ñ. È. Ïîõîæàåâà [12], êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàë, ÷òî çàäà÷à Äè-
ðèõëå

−∆u = uq−1 â Ω, u|∂Ω = 0 (1)

(çäåñü è äàëåå Ω ⊂ Rn, n > 3, � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñî ñòðîãî
ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñ íàèìåíüøåé
ýíåðãèåé, åñëè 1 < q < 2∗ := 2n

n−2 , q 6= 2, è íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ
ðåøåíèé, åñëè q > 2∗, à Ω � ñòðîãî çâåçäíàÿ îáëàñòü.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ (è, ñëåäîâàòåëüíî, íåäî-
ñòèæèìîñòü ìèíèìóìà ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè) âåñü-
ìà ÷óâñòâèòåëüíî ê ñëàáûì âîçìóùåíèÿì èñõîäíîé çàäà÷è. Âïåðâûå
ýòîò ýôôåêò áûë îòêðûò â çíàìåíèòîé ðàáîòå Õ. Áðåçèñà è Ë. Íèðåí-
áåðãà [3], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à

−∆u− αu = u2∗−1 â Ω, u|∂Ω = 0 (2)

èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé ïðè ñêîëü óãîä-
íî ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ1 α, åñëè
ðàçìåðíîñòü n > 4. Çàìåòèì, ÷òî ïðè îòðèöàòåëüíûõ α ñèòóàöèÿ ñ
ðàçðåøèìîñòüþ çàäà÷è (2) òàêàÿ æå, êàê äëÿ çàäà÷è (1).

Ðåøåíèÿ ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà

−∆u+ u = u2∗−1 â Ω, ∂nu|∂Ω = 0 (3)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, çàäà÷à Ðîáåíà, êðèòè÷åñêèé ïîêà-
çàòåëü, p-ëàïëàñèàí.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ôîíäà ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìà-
òèêè �ÁÀÇÈÑ�.

1Ýòîò ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì àíàëîãîì âèðòóàëüíîãî óðîâíÿ, õîðîøî
èçâåñòíîãî â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè.
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èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [1] è [16]. Îêàçàëîñü, ÷òî, â îòëè÷èå îò çàäà÷è Äè-
ðèõëå, òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò2 â ëþáîé îáëàñòè ñ ãðàíèöåé êëàñ-
ñà C2.

Ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû â äàëüíåéøåì îáîáùàëèñü íà óðàâíåíèÿ
ñ p-ëàïëàñèàíîì è äðóãèìè îïåðàòîðàìè â ãëàâíîé ÷àñòè, à òàêæå íà
óðàâíåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ (ñì., íàïðèìåð, îáçîð [9] è ïðèâåäåííóþ
òàì áèáëèîãðàôèþ).

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Ðîáåíà

−∆u = u2∗−1 â Ω, (∂nu+ αu)|∂Ω = 0 (4)

òàêæå îáñóæäàëñÿ â ñòàòüå [16]. Èìåííî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ∂Ω ∈
C1, è ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ ∂Ω (íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü
åå íà÷àëîì êîîðäèíàò), òàêàÿ, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x0 îáëàñòü
çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

xn > a|x′|1+γ(1 + o(1)), a > 0, 0 < γ < 1 (5)

(çäåñü x = (x1, . . . , xn) = (x′, xn)), òî çàäà÷à (4) èìååò (ïîëîæèòåëüíîå)
ðåøåíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì α.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (5) èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ∂Ω ∈ C2, ïîñêîëü-
êó êðèâèçíà ãðàíèöû â íà÷àëå êîîðäèíàò áåñêîíå÷íà. Â òî æå âðåìÿ,
êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 4.2 [16], çàäà÷à (4) â åäèíè÷íîì øàðå èìååò
ðàäèàëüíîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α < n− 2.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì îáîáùåíèå çàäà÷è (4) äëÿ êâà-
çèëèíåéíûõ óðàâíåíèé � çàäà÷ó Ðîáåíà

−∆pu = up
∗−1 â Ω, (|∇u|p−2∂nu+ up−1)|∂Ω = 0. (6)

Çäåñü ∆pu := div(|∇u|p−2∇u) � îïåðàòîð p-Ëàïëàñà, 1 < p < n, p∗ :=
pn
n−p � ïðåäåëüíûé ïîêàçàòåëü âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ÑîáîëåâàW

1
p (Ω)

â ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà.
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∂Ω ∈ C2, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, è

ââåäåì ñåìåéñòâî ñæàòûõ/ðàñòÿíóòûõ îáëàñòåé3

ΩR = {x ∈ Rn | x/R ∈ Ω}.

2Çàäà÷à (3) èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå u ≡ 1. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â [11, Ïðåä-
ëîæåíèå 3.1], åñëè îáëàñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî êîíñòàíòà íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé.

3Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå u(x) 7→ α
2−n
2 u(α−1x) ïåðåâîäèò (4) â àíàëîãè÷-

íóþ çàäà÷ó â îáëàñòè Ωα ñ çàìåíîé α 7→ 1 â ãðàíè÷íîì óñëîâèè.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë ýíåðãèè äëÿ çàäà÷è (6):

E [u] =

∫
Ω

|∇u(x)|p dx+
∫
∂Ω

|u(x)|p dSx( ∫
Ω

|u(x)|p∗dx
) p
p∗

=:
‖‖‖u‖‖‖pp
‖u‖pLp∗

. (7)

Çàìåòèì, ÷òî íîðìà ‖‖‖u‖‖‖p ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé íîðìå â ïðîñòðàí-
ñòâå W 1

p (Ω). Èç òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà çàêëþ÷àåì, ÷òî

λ(p,Ω) := inf
v∈W 1

p (Ω)\{0}
E [v] > 0. (8)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíî. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòà-
òåëÿ ìû ïðèâîäèì åãî ñ äîêàçàòåëüñòâîì.

Ëåììà 1.1. Åñëè èíôèìóì â (8) äîñòèãàåòñÿ, òî çàäà÷à (6) èìååò
ñëàáîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè u � ìèíèìàéçåð â (8), òî
ôóíêöèÿ |u| òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàéçåðîì. Ïîýòîìó ìîæíî, íå óìà-
ëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü u > 0. Äàëåå, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà
(óðàâíåíèå Ýéëåðà è åñòåñòâåííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå) äëÿ íåîòðèöà-
òåëüíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ (6) ïîñëå ïîäõîäÿùåé ïåðåíîðìèðîâêè
(ò.å. óìíîæåíèÿ u íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó). Ïîýòîìó u � ñëàáîå ðå-
øåíèå çàäà÷è (6). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó u � ñóïåð-p-ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, òî îíà íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü âíóòðè Ω (ñì. [15]). Íà-
êîíåö, u íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü è â òî÷êàõ ãðàíèöû ââèäó ëåììû
î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé (ñì. [14]). �

Ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå â ëåììå 1.1, ìû áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèåì
ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé.

Îáîçíà÷èì K(n, p) òî÷íóþ êîíñòàíòó â íåðàâåíñòâå Ñîáîëåâà (ñì.
[2, 13]):

K(n, p) = sup
v∈C∞0 \{0}

‖v‖Lp∗
‖∇v‖Lp

= ω
− 1
n

n−1n
− 1
p

(
p− 1

n− p

) 1
p′

B
(
n

p
,
n

p′
+ 1

)− 1
n

,

(9)

ãäå ωn−1 = 2π
n
2

Γ(n2 ) � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn, p′ = p
p−1 � ñî-

ïðÿæåííûé ê p ïîêàçàòåëü, à B � áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Îòìåòèì, ÷òî
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ñóïðåìóì â (9) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà íåôèíèòíûõ ðàäèàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íûõ ôóíêöèÿõ

wε(|x|) ≡ wε(r) :=
(
ε+ rp

′
)1−np

, ε > 0, (10)

è íà ôóíêöèÿõ, ïîëó÷àåìûõ èç íèõ ñäâèãàìè è ãîìîòåòèÿìè.
Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

(6) ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé èãðàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Äîêàçà-
òåëüñòâî åãî àíàëîãè÷íî [8, Ñëåäñòâèå 2.1] è [4, Ïðåäëîæåíèå 1.1] è
ïðèâîäèòñÿ äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, è ∂Ω ∈
C2. Ïóñòü èíôèìóì â (8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

λ(p,Ω) <
2−

p
n

Kp(n, p)
. (11)

Òîãäà ýòîò èíôèìóì äîñòèãàåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íîðìèðîâàííóþ â Lp∗(Ω) ìèíèìèçè-
ðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk}. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî vk ⇁ v â W 1

p (Ω). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèîíñà ([7], ÷àñòü 1; ñì.
òàêæå [8, ëåììà 2.2]),

|vk|p
∗
⇁ |v|p

∗
+
∑
j

cjδ(x− xj), |∇vk|p ⇁ |∇v|p +
∑
j

Cjδ(x− xj)

(ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå ìåð íà Ω), ãäå {xj} � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé

íàáîð òî÷åê â Ω, cj è Cj � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Ïîñêîëüêó {vk} � ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äîñëîâíî

ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2 [8], ïîëó÷èì àëüòåðíàòèâó: ëèáî
ôóíêöèÿ v ðåàëèçóåò ìèíèìóì â (8) (ïðè ýòîì ìíîæåñòâî {xj} ïóñòî),
ëèáî v = 0, à íàáîð {xj} ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè x0 ∈ ∂Ω, ïðè÷åì
c0 = 1 è C0 = λ(p,Ω).

Âî âòîðîì ñëó÷àå, äîìíîæàÿ ôóíêöèè vk íà ïîäõîäÿùóþ ñðåçêó ñ
äîñòàòî÷íî ìàëûì íîñèòåëåì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ãëàäêàÿ îáëàñòü â ìà-
ëîé îêðåñòíîñòè x0 àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâîì, çàêëþ÷àåì,

÷òî λ(p,Ω) = 2−
p
n

Kp(n,p) . Ïî óñëîâèþ ýòî íåâîçìîæíî, ÷òî è äîêàçûâàåò

òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. �

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòèæèìîñòè èíôèìóìà â (8)

äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü ôóíêöèþ, ýíåðãèÿ êîòîðîé ìåíüøå 2−
p
n

Kp(n,p) .
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Ñëåäóÿ [8] è [4], ìû ñòðîèì åå (ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ïîêàçà-
òåëü p) â âèäå ôóíêöèè ñ ìàëûì íîñèòåëåì, èìèòèðóþùåé ïîâåäåíèå
ôóíêöèè wε(r).

Îïèøåì ñòðóêòóðó íàøåé ñòàòüè. �2 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ
ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé çàäà÷è (6). Â �3 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ
çàäà÷à íà ìíîãîîáðàçèè ñ êðàåì. Â ïðèëîæåíèè (�4) ñîáðàíû âñïîìî-
ãàòåëüíûå îöåíêè èíòåãðàëîâ.

Çàïèñü oρ(1) îçíà÷àåò âåëè÷èíó, ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïðè ρ → 0.
Âñå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çíà÷åíèå êîòîðûõ äëÿ íàñ íåñóùå-
ñòâåííî, îáîçíà÷àþòñÿ áóêâîé C. Çàâèñèìîñòü ýòèõ êîíñòàíò îò ïà-
ðàìåòðîâ îòìå÷àåòñÿ â ñêîáêàõ.

�2. Çàäà÷à (6) â îáëàñòè Ω ⊂ Rn

Ñëåäóþùèé ïðîñòîé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ â ëþáîé ðàçìåðíîñòè
n > 2 (ñð. [11, òåîðåìà 1.1]).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü 1 < p < n, è Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ

îáëàñòü ñî ñòðîãî ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé. Òîãäà çàäà÷à (6) èìååò ðå-

øåíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé â îáëàñòè ΩR ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî

ìàëûõ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.1 âèäíî, ÷òî íàì
äîñòàòî÷íî èñêëþ÷èòü âîçìîæíîñòü êîíöåíòðàöèè ìèíèìèçèðóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè |vk|p

∗
⇁ δ(x − x0). Íî êàñàòåëüíûé êîíóñ ê ΩR â

òî÷êå x0 íå çàâèñèò îò R, è ïîòîìó â ñëó÷àå êîíöåíòðàöèè λ(p,ΩR) =
lim
k
E [vk] òàêæå íå çàâèñèò îò R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ôóíêöèè c ≡ 1

èìååì

E [c] =
|∂ΩR|
|ΩR|

p
p∗

=
|∂Ω|Rn−1

(|Ω|Rn)
p
p∗

= const ·Rp−1.

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ R êîíöåíòðàöèÿ íåâîçìîæíà, è èíôè-
ìóì â (8) äîñòèãàåòñÿ. Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü n > 4 è ∂Ω ∈ C2. Òîãäà ñóùåñòâóåò β > 0 òà-

êîå, ÷òî ïðè 2 < p < n+1
2 +β çàäà÷à (6) èìååò ðåøåíèå ñ íàèìåíüøåé

ýíåðãèåé â Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì øàð íàèìåíüøåãî ðàäèóñà, ñîäåðæà-
ùèé Ω. Ïóñòü x0 ∈ ∂Ω � îäíà èç òî÷åê êàñàíèÿ ñ ýòèì øàðîì. Òîãäà
âñå ãëàâíûå êðèâèçíû ∂Ω â òî÷êå x0 ïîëîæèòåëüíû, è ïîòîìó ñðåäíÿÿ
êðèâèçíà H(x0) ïîëîæèòåëüíà.
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Äëÿ ôóíêöèè u, îïðåäåëåííîé â (15) (ñì. Ïðèëîæåíèå), èç îöåíîê
(16), (19) è (22) ïîëó÷àåì

‖‖‖u‖‖‖pp 6



ε
1−n

p

[
E1−E2 (H(x0) + oρ(1))ε

1
p′ +E3ε

p−1
p′

]
+C(ρ), 1 < p < 1+

√
4n−3
2

;

ε
1−n

p

[
E1−E2 (H(x0) + oρ(1))ε

1
p′

]
+C ln(ε−1)+C(ρ), p= 1+

√
4n−3
2

;

ε
1−n

p

[
E1−E2(H(x0) + oρ(1))ε

1
p′

]
+C(ρ), 1+

√
4n−3
2

<p< n+1
2

;

E1ε
1−n

p − C (H(x0) + oρ(1)) ln(ε−1)+C(ρ), p = n+1
2
.

Ïðè 2 < p < n+1
2 îòñþäà ñ ó÷åòîì (17) ïîëó÷àåì

E [u] 6
E1

D
p/p∗

1

[
1 +

(
p

p∗
D2

D1
− E2

E1

)
(H(x0) + oρ(1) + oε(1)) ε

1
p′

]
.

Ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè p < n+1
2

p

p∗
D2

D1
− E2

E1
= −2p

n

ωn−2

ωn−1
·
B
(
n+1
p′ ,

n+1
p − 2

)
B
(
n
p′ ,

n
p − 1

) < 0.

Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è ρ ïîëó÷àåì

E [u] <
E1

D
p/p∗

1

=
2−

p
n

Kp(n, p)
. (12)

Ïðè p = n+1
2 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è ρ òàêæå ïîëó÷èì (12). Èç

ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè ïðè íåêîòîðîì β > 0 è p < n+1
2 +β èìååì

λ(p,Ω) < 2−
p
n

Kp(n,p) .

Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è ëåììû 1.1 çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî. �

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü n > 3, ∂Ω ∈ C2, n+1
2 < p < n. Òîãäà ñóùåñòâóåò

R∗ > 0, òàêîå, ÷òî ïðè R > R∗ çàäà÷à (6) íå èìååò ðåøåíèÿ ñ íàèìåíü-
øåé ýíåðãèåé â îáëàñòè ΩR.

Ïðè p = 2 ôîðìóëû (16) è (22) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðâàÿ ïîïðàâêà â
ãðàäèåíòíîì ÷ëåíå è äîáàâêà îò ãðàíè÷íîãî ÷ëåíà â E [u] èìåþò îäèíà-
êîâûé ïîðÿäîê. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòî÷íÿåò ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.1
äëÿ ãëàäêîé îáëàñòè.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü n > 3 è ∂Ω ∈ C2. Ïóñòü íà ∂Ω íàéäåòñÿ òî÷êà

x0, òàêàÿ, ÷òî H(x0) > 2
n−2 . Òîãäà çàäà÷à (6) ñ p = 2 èìååò ðåøåíèå

ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé â Ω.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n > 4. Òîãäà ôîðìóëû (16), (17) è (22) äàþò

E [u]6
E1

D
n−2
n

1

[
1+

((n− 2

n

D2

D1
−E2

E1

)
H(x0)+

E3

E1
+oρ(1)+oε(1)

)
ε

1
2

]
.

Ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè p = 2 è H(x0) > 2
n−2(n− 2

n

D2

D1
− E2

E1

)
H(x0) +

E3

E1

<
ωn−2

ωn−1

(
− 8

n(n− 2)
·
B
(
n+1

2 , n−3
2

)
B
(
n
2 ,

n−2
2

) +
2

(n− 2)2
·
B
(
n−1

2 , n−3
2

)
B
(
n+2

2 , n−2
2

)) = 0.

Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è ρ ïîëó÷àåì

E [u] <
E1

D
n−2
n

1

=
2−

2
n

K2(n, 2)
. (13)

Åñëè æå n = 3, òî ôîðìóëû (16), (19) è (24) äàþò

‖‖‖u‖‖‖226E1ε
− 1

2−π(H(x0)+oρ(1))

ρ
2ε
− 1

2∫
0

t5 dt

(1 + t2)3
+ln(ε−1)·(π+oρ(1))+C(ρ)

6 E1ε
− 1

2 + π ln(ε−1)(1− 1

2
H(x0) + oρ(1)) + C(ρ).

Ñ ó÷åòîì (17), ïðè H(x0) > 2
n−2 = 2 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è ρ âíîâü

ïîëó÷àåì (13). Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è ëåììû 1.1 çàêàí÷èâàåò
äîêàçàòåëüñòâî. �

Ñðàâíèì ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.3 ñ ïðèìåðîì èç [16, òåîðåìà 4.2]. Êàê
óêàçàíî âî ââåäåíèè, çàäà÷à (4) â åäèíè÷íîì øàðå èìååò ðàäèàëüíîå
ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α < n − 2. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ
èç ñíîñêè 3, çàäà÷à

−∆u = u2∗−1 â BR, (∂nu + u)|∂BR = 0 (14)

èìååò ðàäèàëüíîå ðåøåíèå â øàðå BR òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
R < n−2. Â òî æå âðåìÿ óñëîâèå òåîðåìû 2.3 äàåò R < n−2

2 . Îäíàêî ìû

ïîêàæåì, ÷òî ïðè R > n−2
2 ðàäèàëüíîå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé.
Ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå â [16], ðàâíî u(x) = Cwε(x), ãäå ôóíêöèÿ wε

îïðåäåëåíà â (10) ñ p = 2, ε = R(n−2−R), à C � ïîäõîäÿùèì îáðàçîì
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âûáðàííàÿ êîíñòàíòà. Èç ëåììû 2.3 [5] âèäíî, ÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëü-
íîå ðàäèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (14) ñîâïàäàåò ñ u.

Òåîðåìà 2.4. Ïðè n−2
2 < R < n − 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî E [u] >

2−
2
n

K2(n,2) è, ñëåäîâàòåëüíî, u íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñ íàèìåíüøåé ýíåð-

ãèåé çàäà÷è (14).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèñàâ èíòåãðàëû â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ è
ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé r2 = εt, ïîëó÷èì

∫
BR

|∇u(x)|2 dx = C2(n− 2)2ωn−1

R∫
0

rn+1 dr

(ε+ r2)n

= C2 (n− 2)2ωn−1

2ε
n
2−1

R2ε−1∫
0

t
n
2 dt

(1 + t)n
;

∫
∂BR

|u(x)|2 dSx = C2ωn−1
Rn−1

(ε+R2)n−2
;

∫
BR

|u(x)|2
∗
dx = C2∗ωn−1

R∫
0

rn−1 dr

(ε+ r2)n
= C2∗ ωn−1

2ε
n
2

R2ε−1∫
0

t
n
2−1 dt

(1 + t)n
.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå 2.111.2 [6],

R2ε−1∫
0

t
n
2 dt

(1 + t)n
= − 2

n− 2

t
n
2

(1 + t)n−1

∣∣∣∣t=R2ε−1

+
n

n− 2

R2ε−1∫
0

t
n
2−1 dt

(1 + t)n
.

Ïîñêîëüêó ε = R(n − 2 − R), ïîäñòàíîâêà ñîêðàùàåòñÿ ñ èíòåãðàëîì
ïî ∂BR, è ìû ïîëó÷àåì

‖‖‖u‖‖‖22 = C2 n(n− 2)ωn−1

2ε
n
2−1

R2ε−1∫
0

t
n
2−1 dt

(1 + t)n
;

E [u] = n(n− 2)

(
ωn−1

2

R2ε−1∫
0

t
n
2−1 dt

(1 + t)n

) 2
n

.
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Î÷åâèäíî, ÷òî R2ε−1 = R
n−2−R � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ R. Ïîýòîìó

E [u] � òàêæå âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò ðàäèóñà, è îñòàåòñÿ ïîêàçàòü,

÷òî ïðè R = n−2
2 ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî E [u] = 2−

2
n

K2(n,2) .

Èç ôîðìóëû (9) âèäíî, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî

1∫
0

t
n
2−1 dt

(1 + t)n
= B

(n
2
,
n

2
+ 1
)
.

Çàìåíà ïåðåìåííîé t = tg2(ϕ2 ) äàåò

1∫
0

t
n
2−1 dt

(1 + t)n
=

1

2n−1

π
2∫

0

sinn−1(ϕ) dϕ =
1

2n
B
(n

2
,

1

2

)
(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñì. ôîðìóëó 8.380.2 [6]), à ðàâåíñòâî 1

2nB
(
n
2 ,

1
2

)
=

B
(
n
2 ,

n
2 + 1

)
ñëåäóåò èç ôîðìóëû óäâîåíèÿ Ëåæàíäðà äëÿ Γ-ôóíêöèè

(ôîðìóëà 8.335.1 [6]). �

Ãèïîòåçà 2. Ïðè R 6 n−2
2 ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñ íàèìåíü-

øåé ýíåðãèåé çàäà÷è (14), à ïðè R > n−2
2 ðåøåíèÿ ñ íàèìåíüøåé ýíåð-

ãèåé ó ýòîé çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò.

�3. Çàäà÷à (6) íà ìíîãîîáðàçèè ñ êðàåì

Â ýòîì ïàðàãðàôå Ω � ãëàäêîå êîìïàêòíîå n-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå ñî ñòðîãî ëèïøèöåâûì êðàåì, ñ ìåòðèêîé g (â äàëüíåéøåì
ñëîâà �ãëàäêîå�, �êîìïàêòíîå� è �ðèìàíîâî� áóäóò îïóñêàòüñÿ). Ñîîò-
âåòñòâåííî, ΩR � �ãîìîòåòè÷íûé îáðàç� Ω ñ ìåòðèêîé gR = R2g.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îáëàñòè â Rn, óñëîâèå (11) îáåñïå÷èâàåò äî-
ñòèæèìîñòü èíôèìóìà ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè (7) è, òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (6) ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåì 2.1 è 2.2.

Òåîðåìà 3.1. À. Ïóñòü n > 2, 1 < p < n, è Ω � ïðîèçâîëüíîå ìíîãî-

îáðàçèå ñî ñòðîãî ëèïøèöåâûì êðàåì. Òîãäà çàäà÷à (6) èìååò ðåøåíèå

ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé â ΩR ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ R.
Á. Ïóñòü n > 4, ∂Ω ∈ C2, è íà ∂Ω íàéäåòñÿ òî÷êà x0, òàêàÿ, ÷òî

H(x0) > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò β > 0 òàêîå, ÷òî ïðè 2 < p < n+1
2 + β

çàäà÷à (6) èìååò ðåøåíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé â Ω.
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Òåîðåìà 2.3 òàêæå ñïðàâåäëèâà äëÿ ìíîãîîáðàçèé.

Ñëó÷àé, êîãäà ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ∂Ω âñþäó íåïîëîæèòåëüíà, áî-
ëåå ñëîæåí. Ìû ðàññìîòðèì åãî íà ïðèìåðå ïîëóñôåðû. Àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ëþáîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êðàé êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì, åñëè íà ∂Ω íàé-
äåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà Ω ïîëîæèòåëüíà (ñð. [10,
Theorem 1]).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü n > 8, è Ω � n-ìåðíàÿ ïîëóñôåðà. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò β > 0 òàêîå, ÷òî ïðè 3 < p < n+2
3 + β çàäà÷à (6) èìååò

ðåøåíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé â Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 ∈ ∂Ω. Äëÿ ôóíêöèè u, îïðåäåëåííîé ôîð-
ìóëîé (15) ñ r = dist (x, x0), èç (25), (27) è (22) ïîëó÷àåì

‖‖‖u‖‖‖pp6



ε
1−n

p

[
E1−Ẽ2 (Rg+oρ(1))ε

2
p′ +E3ε

p−1
p′

]
+C(ρ), 3<p< 1+

√
4n−3
2

;

ε
1−n

p

[
E1−Ẽ2(Rg + oρ(1))ε

2
p′

]
+C ln(ε−1)+C(ρ), p= 1+

√
4n−3
2

;

ε
1−n

p

[
E1−Ẽ2(Rg+oρ(1))ε

2
p′

]
+C(ρ), 1+

√
4n−3
2

< p < n+2
3

;

E1ε
1−n

p −C(Rg+oρ(1)) ln(ε−1)+C(ρ), p= n+2
3
.

Ïðè 3 < p < n+2
3 îòñþäà ñ ó÷åòîì (26) ïîëó÷àåì

E [u] 6
E1

D
p/p∗

1

[
1 +

(
p

p∗
D̃2

D1
− Ẽ2

E1

)
(Rg + oρ(1) + oε(1)) ε

2
p′

]
.

Ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè p < n+2
3

p

p∗
D̃2

D1
− Ẽ2

E1
= − p

2n2
·
B
(
n+2
p′ ,

n+2
p − 3

)
B
(
n
p′ ,

n
p − 1

) < 0.

Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è ρ ïîëó÷àåì (12).
Ïðè p = n+2

3 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε è ρ òàêæå ïîëó÷èì (12).

Èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè ïðè íåêîòîðîì β > 0 è p < n+2
3 + β

èìååì λ(p,Ω) < 2−
p
n

Kp(n,p) . Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåíèÿ 1.1 è ëåììû 1.1

çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî. �

Ãèïîòåçà 3. Ïóñòü n > 7 è n+2
3 < p < n. Òîãäà ñóùåñòâóåò R∗ > 0,

òàêîå, ÷òî ïðè R > R∗ çàäà÷à (6) íå èìååò ðåøåíèÿ ñ íàèìåíüøåé
ýíåðãèåé íà ïîëóñôåðå ñ ðàäèóñîì R.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòî÷íÿåò ðåçóëüòàò ÷àñòè A òåîðåìû 3.1 äëÿ
p = 3 íà ïîëóñôåðå.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü n > 7, è ðàäèóñ R n-ìåðíîé ïîëóñôåðû Ω óäî-

âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó R2 < ωn−1

ωn−2

(n−1)(2n+1)(n−3)2

72(n−2) . Òîãäà çàäà÷à (6)

ñ p = 3 èìååò ðåøåíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé â Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.3, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðè n >
8 ôîðìóë (25), (26) è (22), à ïðè n = 7 � (25), (26), (27) è (28). �

�4. Ïðèëîæåíèå. Âñïîìîãàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ

4.1. Îöåíêè äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ Rn. Ïóñòü n > 2, Ω ⊂ Rn � îãðàíè-
÷åííàÿ îáëàñòü, ∂Ω ∈ C2, è x0 ∈ ∂Ω. Ââåä¼ì ôóíêöèþ

u(x) := u(r) := ϕ(r)wε(r), (15)

ãäå r := |x − x0|, wε îïðåäåëåíà â (10), à ϕ(r) � ãëàäêàÿ ñðåçàþùàÿ
ôóíêöèÿ

ϕ(r) =


= 1, äëÿ r 6 ρ

2 ;

6 1, äëÿ ρ
2 6 r 6 ρ;

= 0, äëÿ r > ρ,

(ρ � íåêîòîðîå ÷èñëî). Ñëåäóþùèå îöåíêè ïîëó÷åíû â [4]4:

∫
Ω

|∇u|p dx6

E1ε
1−n

p −E2(H(x0)+oρ(1))ε
1−n

p
+ 1
p′ +Cρ

p−n
p−1 , åñëè p< n+1

2
;

E1ε
1−n

p −(H(x0) + oρ(1))F (ε)+Cρ
p−n
p−1 , åñëè p= n+1

2
;
(16)

∫
Ω

|u|p
∗
dx > D1ε

−np −D2(H(x0) + oρ(1))ε
−np+ 1

p′ − Cρ−
n
p−1 , (17)

ãäå H(x0) � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ∂Ω â òî÷êå x0 (âñå êðèâèçíû ìû ñ÷èòàåì
îòíîñèòåëüíî âíóòðåííåé íîðìàëè),

E1 =
ωn−1

2p′

(
n− p
p− 1

)p
B
(
n

p′
+ 1,

n

p
− 1

)
, (18)

E2 =
ωn−2

2p′

(
n− p
p− 1

)p
B
(
n+ 1

p′
+ 1,

n+ 1

p
− 2

)
,

4Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàøè îáîçíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò ïðèíÿòûõ â [4].
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F (ε) =
ωn−2

2

ρ
2 ε
−n−1
n+1∫

0

t
n2+1
n−1 dt(

1 + t
n+1
n−1
)n > C ln(ε−1); (19)

D1 =
ωn−1

2p′
B
(
n

p′
,
n

p

)
, (20)

D2 =
ωn−2

2p′
B
(
n+ 1

p′
,
n+ 1

p
− 1

)
.

Òåïåðü îöåíèì

∫
∂Ω

|u|p dSx 6
∫

∂Ω∩{r<ρ}

dSx
(ε+ rp′)n−p

= ωn−2

ρ∫
0

rn−2 dr

(ε+ rp′)
n−p · (1 + oρ(1))

= ωn−2ε
1−np+ p−1

p′

ρε
− 1
p′∫

0

tn−2 dt

(1 + tp′)
n−p · (1 + oρ(1)). (21)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè p > 1+
√

4n−3
2 (ò.å. ïðè p′(n− p) < n− 1) ïðåäïîñëåä-

íèé èíòåãðàë â (21) îãðàíè÷åí ðàâíîìåðíî ïî ε, à ïðè p < 1+
√

4n−3
2

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí (ò.å. ñõîäèòñÿ íà ïîëóîñè) ïîñëåäíèé èíòåãðàë.
Ïðè n > 4 èìååì

∫
∂Ω

|u|p dSx 6


E3ε

1−np+ p−1
p′ · (1 + oρ(1)), åñëè p < 1+

√
4n−3
2 ;

C(ρ) ln(ε−1), åñëè p = 1+
√

4n−3
2 ;

C(ρ), åñëè p > 1+
√

4n−3
2 ,

(22)

ãäå

E3 =
ωn−2

p′
B
(
n− 1

p′
,
n

p
− 1− p− 1

p′

)
. (23)

Ïðè n = 3 ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñëó÷àé p = 2 = 1+
√

4n−3
2 = n+1

2 :

∫
∂Ω

|u|2 dSx 6 2π

ρε−
1
2∫

0

t dt

1 + t2
· (1 + oρ(1)) 6 ln(ε−1) · (π + oρ(1)). (24)
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4.2. Îöåíêè äëÿ ïîëóñôåðû. Ïóñòü Ω � n-ìåðíàÿ ïîëóñôåðà ñ ðà-
äèóñîì R, è x0 ∈ ∂Ω. Îáîçíà÷èì r = dist(x, x0) è ââåä¼ì ôóíêöèþ u
ïî ôîðìóëå (15). Ñëåäóþùèå îöåíêè ïîëó÷åíû â [4]5:∫

Ω

|∇u|p dx6

E1ε
1−n

p −Ẽ2(Rg+oρ(1))ε
1−n

p
+ 2
p′ +Cρ

p−n
p−1 , åñëè p< n+2

3
;

E1ε
1−n

p −(Rg + oρ(1))F̃ (ε)+Cρ
p−n
p−1 , åñëè p= n+2

3
;

(25)

∫
Ω

|u|p
∗
dx > D1ε

−np − D̃2(Rg + oρ(1))ε
−np+ 2

p′ − Cρ−
n
p−1 , (26)

ãäå E1 è D1 îïðåäåëåíû â (18), (20) ñîîòâåòñòâåííî, Rg = n(n− 1)R−2

� ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ñôåðû, è

Ẽ2 =
ωn−1

12np′

(
n− p
p− 1

)p
B
(
n+ 2

p′
+ 1,

n+ 2

p
− 3

)
,

F̃ (ε) =
2
n−4
3 ωn−1

3n

ρ
2 ε
−n−1
n+2∫

0

t
n2+n+1
n−1 dt(

1 + t
n+2
n−1
)n > C ln(ε−1), (27)

D̃2 =
ωn−1

12np′
B
(
n+ 2

p′
,
n+ 2

p
− 2

)
.

Ïðè n > 8 äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà ïî ∂Ω ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëàìè (22) è (23).

Ïðè n = 7 ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñëó÷àé p = 3 = 1+
√

4n−3
2 = n+2

3 :

∫
∂Ω

|u|3 dSx 6 ω5

ρε−
2
3∫

0

t5

(1 + t
3
2 )4

dt · (1 + oρ(1)). (28)
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We consider the Robin problem for an equation driven by p-Laplacian
with a critical right-hand side. For the semilinear case (p = 2), this
problem was investigated by X.-J. Wang (1991). We use a variant of the
concentration-compactness method by P.-L. Lions and give some sharp
su�cient conditions for the existence of the least energy solution.
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