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�1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, îïèñûâàåìàÿ óðàâ-
íåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

∂tu−∆u = f(u). (1.1)

Â äàííîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåëîêàëüíóþ ïðàâóþ
÷àñòü (1.1) f = f(u), ïîðîæäàåìóþ ðàçðûâíûì îïåðàòîðîì ãèñòåðå-
çèñà1.

Â ïðîñòåéøåé ìîäåëè ãèñòåðåçèñà çàäàíû äâà ïîðîãîâûõ çíà÷åíèÿ
α < 0 è β > 0. Åñëè óðàâíåíèå (1.1) îïèñûâàåò òåïëîâîé ïðîöåññ, òî
ïðè u > β âîçìîæåí òîëüêî ðåæèì îõëàæäåíèÿ, à ïðè u 6 α âîçìîæåí
òîëüêî ðåæèì íàãðåâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè α < u(x, t) < β ïðîöåññ
ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ëþáîì èç óêàçàííûõ ðåæèìîâ. Ìû áóäåì íàçûâàòü
ýòè ðåæèìû �ôàçàìè�: ôàçîé I ïðè u 6 α è ôàçîé II ïðè u > β.

Ôàçà II ìåíÿåòñÿ íà I, åñëè ðåøåíèå u, óáûâàÿ, äîñòèãàåò ïîðîãîâî-
ãî çíà÷åíèÿ α, è íàîáîðîò ôàçà I ìåíÿåòñÿ íà ôàçó II, åñëè ðåøåíèå u,
âîçðàñòàÿ, äîñòèãàåò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ β. Òàêèì îáðàçîì ÿâëåíèå
ãèñòåðåçèñà çàêëþ÷àåòñÿ â ñâîéñòâå ïðîöåññîâ (ôèçè÷åñêèõ, áèîëîãè-
÷åñêèõ, ñîöèîëîãè÷åñêèõ è ò. ä.), îòêëèêàòüñÿ íà ïðèëîæåííîå ê íèì
âîçäåéñòâèå â çàâèñèìîñòè îò èõ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Ôàêòè÷åñêè ïî-
âåäåíèå îïèñûâàåìîé ñèñòåìû íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò å¼ ïðåäûñòîðèè.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ïåðåìåííûõ (x, t), êîòîðóþ ìû ðàññìàòðè-
âàåì, ðàçáèâàåòñÿ íà äâà çàðàíåå íåèçâåñòíûõ ìíîæåñòâà, à ãðàíèöà

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèñòåðåçèñ, ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, ìåæôàçîâàÿ ãðàíèöà,
òðàíñâåðñàëüíîñòü, ðàçðåøèìîñòü.

Ñåðãåé Òèõîìèðîâ áëàãîäàðåí çà ïîääåðæêó Coordenacao de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior- Brasil (CAPES)- 23038.015548/2016-06, CNPq ãðàíò
404123/2023-6 è FAPERJ APQ1 E-26/210.702/2024 (295291).

1Â ïåðåâîäå ñ ãðå÷åñêîãî �ãèñòåðåçèñ� îçíà÷àåò îòñòàâàíèå, çàïàçäûâàíèå.
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ðàçäåëà ôàç ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Åñëè áû ìåæôàçîâàÿ ãðà-
íèöà áûëà èçâåñòíà, òî çàäà÷à ñòàëà áû ñòàíäàðòíîé � íóæíî íàéòè ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ èçâåñòíîé îãðàíè÷åííîé ïðàâîé
÷àñòüþ è çàäàííûìè íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ïîýòîìó îñíîâ-
íàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ ñâîáîäíîé
ãðàíèöû.

Îïåðàòîð ãèñòåðåçèñà ïðèìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ îïèñàíèÿõ
ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ, õèìè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: òåð-
ìîðåãóëÿöèè, õèìè÷åñêèõ ðåàêòîðîâ, ôåððîìàãíåòèçìà, ñàìîîðãàíè-
çàöèè è äðóãèõ (ñì. ìîíîãðàôèè [1, 2, 3]). Óðàâíåíèå (1.1) ñ ðàçðûâ-
íûì îïåðàòîðîì ãèñòåðåçèñà â ïðàâîé ÷àñòè áûëî âïåðâûå èñïîëü-
çîâàíî â [4] ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðîñòà êîëîíèè áàêòåðèé (Salmonella
typhimurium). Â ðàáîòàõ [4, 5] áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïî-
ñòðîåííîé ìîäåëè, îäíàêî ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ïðåäëîæåíî íå áûëî.
Äàëåå, àíàëîãè÷íûå ìîäåëè âîçíèêàëè ïðè îïèñàíèè ðÿäà áèîëîãè÷å-
ñêèõ, òåõíîëîãè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (ñì., íàïðèìåð, [6, 7] è
ïðèâåäåííûå â íèõ èñòîðè÷åñêèå îáçîðû è áèáëèîãðàôèþ). Èç-çà ðàç-
ðûâíîé ïðèðîäû ãèñòåðåçèñà âîïðîñ î êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà-
÷è (1.1) íåòðèâèàëåí. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ îïåðà-
òîðà ãèñòåðåçèñà ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì. Ýòî ïîçâîëÿåò äîêà-
çàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ [8, 9, 10]; îäíàêî âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè
è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ îñòà¼òñÿ
îòêðûòûì [11].

Â ðàáîòå [12] äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ x ∈ Ω = (0, 1) íà äîñòàòî÷íî
ìàëîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, T ] äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü â W 2,1

q (QT ),
q > 3, çàäà÷è î ãèñòåðåçèñå

∂tu−∆u = H(u) â QT = Ω× (0, T ],

∂xu = 0 íà ST = ∂Ω× (0, T ],

u(x, 0) = ϕ(x) â Ω,

(1.2)

ãäå èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ W 2−2/q
q (Ω) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òðàíñ-

âåðñàëüíîñòè (ñì. íèæå) è óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ ∂xϕ(0) = ∂xϕ(1) = 0,
à òàêæå ïîëíîñòüþ çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ïî ôàçàì: ïðè ϕ(x) 6 α ïðî-
öåññ íàõîäèòñÿ â ôàçå I, ïðè ϕ(x) > β â ôàçå II, à ïðè α < ϕ(x) < β
íà÷àëüíûå ôàçû ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíî. Çäåñü H(u) � çíà÷åíèå
îïåðàòîðà ãèñòåðåçèñà íà u(x, t), êîòîðîå â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàíè-
åì äàííûì ðàíåå, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè
t=0 ðàñïðåäåëåíèå ôàç íàì èçâåñòíî, ïîýòîìó ïîëîæèì H(u(x, 0)) = 1
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Ðèñ. 1. Îïåðàòîð ãèñòåðåçèñà H(u).

â ôàçå I è H(u(x, 0)) = −1 â ôàçå II ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå ïîëîæèì2

H(u(x, t)) =

{
1, u(x, t) 6 α,

−1, u(x, t) > β.
(1.3)

Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç E ìíîæåñòâî

E = {(x, t) ∈ QT : u(x, t) 6 α} ∪ {(x, t) ∈ QT : u(x, t) > β} ∪ (Ω× {0}) .
Äàëåå, ïðè (x, t) ∈ QT \ E ïîëîæèì

H(u(x, t)) = H(u(x, τ(x))), (1.4)

ãäå τ(x) = max{s 6 t : (x, s) ∈ E}. Ðàâåíñòâî (1.4) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
u(x, t) ∈ (α, β), òî îïåðàòîð ãèñòåðåçèñà ïðèíèìàåò òå æå çíà÷åíèÿ,
÷òî è â �ïðåäûäóùèé ìîìåíò� âðåìåíè (ñì. ðèñ. 1).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, åñëè H(u(x, t)) = 1, òî u(x, t) íàõîäèòñÿ â
ôàçå I, à åñëè H(u(x, t)) = −1, òî u(x, t) íàõîäèòñÿ â ôàçå II. Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü ïðè äàííîì x çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
ãèñòåðåçèñà H(u(x, t)) ñî ñòîðîíû á�îëüøèõ çíà÷åíèé t.

Âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ââåäåííûå àâòîðàìè [12] óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëü-
íîñòè íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî |∂xϕ(x)| > 0 â
òåõ òî÷êàõ (x, 0), ãäå ìåíÿåòñÿ íà÷àëüíàÿ ôàçà è ϕ(x) ∈ {α, β}. Â

2Íàøå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà H ôîðìàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äàííîãî â [12], íî,
êàê íåñëîæíî óâèäåòü, ýêâèâàëåíòíî åìó.
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[12] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ ôàç ïðè
t = 0 êîíå÷íî è âûïîëíåíî óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè, òî êàæäàÿ
âåòâü ìåæôàçîâîé ãðàíèöû íà÷èíàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå ïðè t = 0
è íà íåêîòîðîì ìàëîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãåëü-
äåðîâîé ôóíêöèè. Áîëåå òîãî, íà ýòîì ïðîìåæóòêå âåòâè ìåæôàçî-
âîé ãðàíèöû íå ïåðåñåêàþòñÿ. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2)
ñ òðàíâåðñàëüíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè áûëà óñòàíîâëåíà â [13]. Â
ðàáîòå [14], ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ òåîðèè çàäà÷ ñî ñâîáîäíû-
ìè ãðàíèöàìè, áûëè èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ëîêàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè
ðåøåíèé (1.2).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ [12]
äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ è ãåëüäåðîâîñòè ìåæôàçîâûõ
ãðàíèö, à òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ϕ ∈W 2

∞(Ω) êàæäàÿ âåòâü ìåæ-
ôàçîâîé ãðàíèöû îïèñûâàåòñÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé. Êîíñòðóêöèÿ
ðåøåíèÿ áóäåò òàêàÿ æå, êàê è â [12], íîâûìè ÿâëÿþòñÿ îäíîñòîðîí-
íèå îöåíêè ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé ïî t.

Åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè, òî âîïðîñ î êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è (1.2) îñòàåò-
ñÿ îòêðûòûì. Â ðàáîòàõ [15, 16] ðàññìàòðèâàëàñü àïïðîêñèìàöèîííàÿ
çàäà÷à, îñíîâàííàÿ íà äèñêðåòèçàöèè ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ãèñòåðåçèñà äëÿ ðåøåíèÿ äèñ-
êðåòèçèðîâàííîé ñèñòåìû îáðàçóþò ñëîæíûé ïàòòåðí è íå èìåþò ïðå-
äåëà, êîãäà ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè íåòðàíñâåðñàëüíîé íà÷àëüíîé ôóíê-
öèè íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ, îïèñûâàåìîãî ïðè ïîìîùè ìåæôàçîâîé
ãðàíèöû.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â òî÷êàõ èçìåíåíèÿ
íà÷àëüíûõ ôàç ôóíêöèÿ ϕ ïðèíèìàåò îäíî èç ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé
α èëè β. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà ìåæôàçîâîé ãðàíèöû
íàõîäèòñÿ äàëåêî îò òî÷åê, ãäå ϕ = α èëè ϕ = β, òî íà äîñòàòî÷íî
ìàëîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ôóíêöèÿ u íå ñìîæåò äîñòèãíóòü ïîðîãî-
âîãî çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó ãðàíèöà ìåæäó ôàçàìè áóäåò âåðòèêàëüíîé
ïðÿìîé3, òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåòâü ìåæôàçîâîé ãðàíèöû áóäåò
çàäàâàòüñÿ ãëàäêîé (ïîñòîÿííîé) ôóíêöèåé ïåðåìåííîé t. Â ýòîì ñëó-
÷àå äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.2) õîðîøî èçâåñòíî (ñì.,
íàïðèìåð, [17, ãë. IV]).

3Ñ÷èòàåì, ÷òî îñü 0t íàïðàâëåíà ââåðõ, à îñü 0x íàïðàâî.
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Ðèñ. 2. Âîçìîæíûé âàðèàíò ñòðóêòóðû ìåæôàçîâîé ãðàíèöû.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñïðåäåëåíèå ôàç çàäàíî. Â äàëüíåé-
øåì, ïðè t > 0, ðàñïîëîæåíèå ôàç, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿåòñÿ. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâà óðîâíÿ {u(x, t) = α} è {u(x, t) = β} íå âñåãäà
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè ìåæôàçîâîé ãðàíèöû. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî
óðîâíÿ {u = α} ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ âíóòðè ôàçû I, à ìíîæåñòâî óðîâ-
íÿ {u = β} � âíóòðè ôàçû II. Â ýòîì ñëó÷àå ìåæôàçîâàÿ ãðàíèöà
ìîæåò ñîäåðæàòü íåñêîëüêî êîìïîíåíò ìíîæåñòâ óðîâíÿ, ñîåäèíåí-
íûå âåðòèêàëüíûìè îòðåçêàìè èëè ëó÷àìè. Òàêèå âåðòèêàëüíûå êóñêè
ìåæôàçîâîé ãðàíèöû ìû áóäåì íàçûâàòü �ñïÿùåé ãðàíèöåé�. Ïðèìåð
âîçìîæíîé êîíñòðóêöèè ìåæôàçîâîé ãðàíèöû ïðèâåäåí íà Ðèñ. 2.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè
âñåé ñòàòüè:
z = (x; t) � òî÷êà â R2

x,t;

|z| =
√
|x|2 + |t| � ïàðàáîëè÷åñêîå ðàññòîÿíèå â R2

x,t;

∂x =
∂

∂x
, ∂t =

∂

∂t
, ∆ =

∂2

∂x2
;

Ω = (0, 1), QT = Ω× [0, T ], ST = ∂Ω× (0, T ], T 6 1;
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v+ = max{v(x, t), 0}, v− = min{v(x, t), 0}.

Ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ C([0, T ]), C1(Ω) è C(QT ). Äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
E ⊂ R2

x,t ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Lq(E), 1 < q 6 ∞, îáîçíà÷èì ñòàí-
äàðòíîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà ñ íîðìîé ‖ · ‖q,E .
W 2,1
q (QT ) � ïàðàáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ íîðìîé

‖v‖W 2,1
q (QT ) = ‖∂tv‖q,QT + ‖∆v‖q,QT + ‖v‖q,QT ,

à W
2−2/q
q (Ω) è W 2

∞(Ω) � ïðîñòðàíñòâà ñëåäîâ äëÿ W 2,1
q (QT ).

Ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå îáîçíàþòñÿ ÷åðåç c è N ñ
èíäåêñàìè èëè áåç íèõ. Çàïèñü c( . . . ) îçíà÷àåò, ÷òî c çàâèñèò òîëüêî
îò ïàðàìåòðîâ, óêàçàííûõ â ñêîáêàõ.

Ñôîðìóëèðóåì ðÿä èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ëèíåéíîé çàäà÷å, êî-
òîðûìè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ çàäà÷ó
∂tv −∆v = f(x, t) â QT ,

∂xv = 0 íà ST ,

v(x, 0) = ϕ(x) â Ω,

(1.5)

ãäå íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ íàì èçâåñòíà, îíà òî÷íî òàêàÿ æå, êàê è â
íåëèíåéíîé çàäà÷å (1.2). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ L∞(QT )
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

sup
QT

|f(x, t)| 6 1.

Îòìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì f áóäåò âûáèðàòüñÿ ñïåöèàëüíûì îáðà-
çîì.

Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì. [17, ãë.
IV]) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðè 1 < q < ∞ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v ∈
W 2,1
q (QT ) çàäà÷è (1.5) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖v‖2
W 2,1
q (QT )

6 c(q)
(
‖f‖2q,QT + ‖ϕ‖2

W
2−2/q
q (Ω)

)
. (1.6)

Ïðè q > 3 èç îöåíêè (1.6) è òåîðåìû âëîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [17,
ãë. II, ëåììà 3.1]) äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ QT ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|v(z1)|+ |∂xv(z1)| 6 c0, (1.7)

|v(z1)− v(z2)| 6 c1|z1 − z2|, (1.8)

|∂xv(z1)− ∂xv(z2)| 6 c2|z1 − z2|γ . (1.9)
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Çäåñü γ = γ(q) ∈ (0, 1), à ci (i = 0, 1, 2) � àáñîëþòíûå êîíñòàíòû,
çàâèñÿùèå òîëüêî îò q è ϕ.

Îñîáî ïîä÷åðêíåì, ÷òî c è ci íå çàâèñÿò îò T .
Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â §2 î÷åíü ïîäðîáíî îá-

ñóæäàåòñÿ ñëó÷àé åäèíñòâåííîãî èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîé ôàçû. Äàëåå,
â §3 ìû ðàññìàòðèâàåì îáùèé ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûé ôàç.
Íàêîíåö, â §4 äîêàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâà ðåãóëÿðíîñòü êàæäîé âåòâè
ìåæôàçîâîé ãðàíèöû â ñëó÷àå, åñëè ϕ ∈ W 2

∞(Ω). Åùå ðàç îòìåòèì,
÷òî â �� 2-4 ðàññìàòðèâàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíûå íà÷àëüíûå äàííûå. Â
�5 ðàññìàòðèâàþòñÿ íåòðàíñâåðñàëüíûå íà÷àëüíûå äàííûå è ïîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèé ñ ÷åòêî îïðåäåëåííîé
ìåæôàçîâîé ãðàíèöåé.

�2. Ñëó÷àé îäíîé âåòâè ìåæôàçîâîé ãðàíèöû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1.2) ñ åäèíñòâåííîé òî÷-
êîé ñìåíû íà÷àëüíûõ ôàç.

Èññëåäóåì ïîäðîáíî îäèí èç âîçìîæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïóñòü b
� åäèíñòâåííàÿ òî÷êà èç Ω = (0, 1), â êîòîðîé ó íà÷àëüíîé ôóíêöèè
ϕ èç çàäà÷è (1.2) ïðè x < b ëåæèò ôàçà I, à ïðè x > b � ôàçà II.
Äîïîëíèòåëüíî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

ϕ(b) = α (2.1)

è âûïîëíåíî óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè

∂xϕ(b) > 0. (2.2)

Ïîëîæèì m = min{1, ∂xϕ(b)}.
Èç óñëîâèÿ ϕ ∈ W 2−2/q

q (Ω), 3 < q < ∞, ñëåäóåò, ÷òî ϕ ∈ C1(Ω). Ïî-
ýòîìó ìîæíî íàéòè σ > 0 òàêîå, ÷òî [b−σ, b+σ] ⊂ (0, 1) è ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∂xϕ(x) >
m

2
, ïðè |x− b| 6 σ. (2.3)

Èç (2.3) î÷åâèäíî ñëåäóåò

ϕ(b+ σ) > α+
m

2
σ, ϕ(b− σ) < α− m

2
σ. (2.4)

Ïîñêîëüêó b åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ñìåíû ôàç, òî âíå σ-îêðåñòíîñòè
òî÷êè b íà÷àëüíàÿ ôàçà ïîñòîÿííà, ò.å.

ϕ(x) > α, ïðè x ∈ [b+ σ, 1],

ϕ(x) < β, ïðè x ∈ [0, b− σ].
(2.5)
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ëèíåéíóþ çàäà÷ó (1.5), ó êîòîðîé â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âûáðàíà ôóíêöèÿ ϕ èç íåëèíåéíîé çàäà÷è (1.2),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (2.1)�(2.5).

Cîãëàñíî (1.6)�(1.9) ïîäáåðåì T > 0 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû äëÿ
ëþáîãî ðåøåíèÿ v ∈ W 2,1

q (QT ) çàäà÷è (1.5) ïðè t ∈ [0, T ] áûëè ñïðà-
âåäëèâû íåðàâåíñòâà

v(x, t) > α, ïðè x ∈ (b+ σ, 1]; (2.6)

v(x, t) < β, ïðè x ∈ [0, b− σ); (2.7)

∂xv(x, t) >
m

4
> 0, ïðè |x− b| 6 σ. (2.8)

Èç (2.8) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò

v(b− σ, t) 6 α− m

4
σ, v(b+ σ, t) > α+

m

4
σ. (2.9)

Ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå σ è T , çàâèñÿùèå îò ϕ, çàôèêñèðîâàíû è
äàëåå ìåíÿòüñÿ íå áóäóò.

Ñîãëàñíî (2.9) è (2.8) ïðè êàæäîì t ∈ [0, T ] íåïðåðûâíàÿ è ìîíîòîí-
íàÿ ïî xôóíêöèÿ v(x, t)−α ìåíÿåò ñâîé çíàê íà ïðîìåæóòêå |x−b| 6 σ.
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå x = a(t)
òàêîå, ÷òî |a(t) − b| < σ, v(a(t), t) = α è a(0) = b. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ìíîæåñòâî óðîâíÿ v(x, t) = α ïðè |x− b| < σ è t ∈ [0, T ] ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êðèâóþ, îïðåäåëÿåìóþ ÿâíûì óðàâíåíèåì x = a(t).

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ a(t) íåïðåðûâíà ïî Ãåëüäåðó. Äåéñòâèòåëü-
íî, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå t1, t2 ∈ [0, T ] òàêèå, ÷òî t2 > t1. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ôóíêöèè a(t) âûïîëíåíî

v(a(t1), t1) = v(a(t2), t2) = α.

Åñëè a(t2) > a(t1), òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

m

4
(a(t2)− a(t1)) 6 v(a(t2), t2)− v(a(t1), t2)

= v(a(t1), t1)− v(a(t1), t2) 6 c1|t1 − t2|1/2,

ãäå â ïåðâîì íåðàâåíñòâå èñïîëüçîâàíà îöåíêà (2.8), à â ïîñëåäíåì �
îöåíêà (1.8). Åñëè æå a(t1) > a(t2), òî îöåíèâàåì òàê

m

4
(a(t1)− a(t2)) 6 v(a(t1), t1)− v(a(t2), t1)

= v(a(t2), t2)− v(a(t2), t1) 6 c1|t1 − t2|1/2.
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Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì ñëó÷àå âåðíà îöåíêà

|a(t1)− a(t2)| 6 4c1
m
|t1 − t2|1/2. (2.10)

Ðàññìîòðèì âûïóêëîå çàìêíóòîå â C([0, T ]) ìíîæåñòâî K, ñîñòîÿ-
ùåå èç íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííî íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé ξ : [0, T ]→ R,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

ξ(0) = b, ξ(T )− b 6 σ.
Îïðåäåëèì òåïåðü äëÿ ëþáîé ξ ∈ K ôóíêöèþ fξ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì

fξ(x, t) =

{
1 ïðè x ∈ (0, ξ(t)],

−1 ïðè x ∈ (ξ(t), 1).
(2.11)

Äàëåå, ìû ðåøàåì çàäà÷ó (1.5) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f = fξ è íàõîäèì
ôóíêöèþ a(t) ïî âûøåîïèñàííîé ïðîöåäóðå.

Óñòàíîâèì òåïåðü íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü a îò ξ â ïðîñòðàíñòâå
C ([0, T ]). Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ôóíêöèè ξ è ξ̃ èç ìíîæåñòâà K òàêèå, ÷òî

‖ξ − ξ̃‖C([0,T ]) 6 ε,

ãäå ε - ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïîñòàâèì èì â ñîîò-

âåòñòâèå ðåøåíèÿ v è ṽ çàäà÷ (1.5) ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè f = fξ è f̃ = f ξ̃,
çàäàííûìè (2.11), ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå ôóíêöèè a è ã. Äëÿ ðàçíî-
ñòè v − ṽ èìååì íåðàâåíñòâî

‖v − ṽ‖W 2,1
q (QT ) 6 c‖f − f̃‖q,QT

6c

 T∫
0

∫
{|ξ(t)<x<ξ̃(t)|}∪{|ξ̃(t)<x<ξ|(t)|}

2qdxdt


1/q

62cε1/q.

Ó÷èòûâàÿ âëîæåíèå W 2,1
q (QT ) ↪→ C

(
QT
)
, ïîëó÷àåì îöåíêó

max
z∈QT

|v(z)− ṽ(z)| 6 N(q)ε1/q.

Ïîñêîëüêó v(a(t), t) = ṽ(ã(t), t) = α, â ñëó÷àå a(t) > ã(t) èìååì

m

4
(a(t)− ã(t)) 6 v(a(t), t)− v(ã(t), t) = ṽ(ã(t), t)− v(ã(t), t) 6 Nε1/q.

Åñëè æå ã(t) > a(t), òî ïðèäåì ê îöåíêå

m

4
(ã(t)− a(t)) 6 v(ã(t), t)− v(a(t), t) = v(ã(t), t)− ṽ(ã(t), t) 6 Nε1/q.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

‖a− ã‖C([0,T ]) 6
4N

m
ε1/q. (2.12)

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ a íåïðåðûâíà ïî Ãåëüäåðó è îòîá-
ðàæåíèå ξ 7→ a íåïðåðûâíî â C ([0, T ]). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ a, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé è ïî ýòîé ïðè÷èíå ìîæåò íå ëåæàòü
â K.

Ââåäåì ôóíêöèþ

a0(t) = sup
τ∈[0,t]

a(τ), (2.13)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ìîíîòîííîé îáîëî÷êîé äëÿ a.
Î÷åâèäíî, ÷òî a0 ∈ K è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åðåäóþùóþñÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ èíòåðâàëîâ ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè a0

è îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà (â ñèëó ìîíîòîííîñòè ñóùåñòâó-
åò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òàêèõ èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà).
Íà èíòåðâàëàõ ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ a0(t) = a(t) è, ñëåäîâàòåëüíî,
v(a0(t), t) = α.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü ξ, ξ̃ ∈ K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a è ã îïðåäåëÿþòñÿ

ôóíêöèÿìè ξ è ξ̃ ñîîòâåòñòâåííî, à èõ ìîíîòîííûå îáîëî÷êè a0 è ã0

îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.13).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

1) |a0(t2)− a0(t1)| 6 4c1
m
|t2 − t1|1/2, [t1, t2] ⊂ [0, T ], (2.14)

2) max
t∈[0,T ]

|a0(t)− ã0(t)| 6 max
t∈[0,T ]

|a(t)− ã(t)|. (2.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1). Åñëè t1 è t2 ïîïàëè íà
îäèí èíòåðâàë ïîñòîÿíñòâà, òî îöåíêà (2.14) òðèâèàëüíà. Èíà÷å, ïîëî-
æèì

t2 = max {τ : τ 6 t2 è a0(τ) = a(τ)} ,
t1 = min {τ : τ > t1 è a0(τ) = a(τ)} .

ßñíî, ÷òî t1 6 t1 6 t2 6 t2. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

0 6 a0(t2)− a0(t1) = |a(t2)− a(t1)| 6 4c1
m

(
t2 − t1

)1/2
6

4c1
m

(t2 − t1)1/2,

ãäå ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (2.10).
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Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2). ßñíî, ÷òî ã0(t) = ã(τ) ïðè íåêîòîðîì
τ ∈ [0, t]. Ïîýòîìó

ã0(t) = ã(τ)− a(τ) + a(τ) 6 ã(τ)− a(τ) + a0(τ) 6 ã(τ)− a(τ) + a0(t),

è, ñëåäîâàòåëüíî,

ã0(t)− a0(t) 6 ã(τ)− a(τ) 6 max
[0,t]

(ã− a).

Ìåíÿÿ ðîëÿìè a è ã è ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, çàêëþ÷à-
åì, ÷òî

|ã0(t)− a0(t)| 6 max
[0,t]
|a− ã| 6 max

[0,T ]
|a− ã|.

Îòñþäà ñëåäóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (2.15). �

Èòàê, êàæäîé ôóíêöèè ξ èç âûïóêëîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà K ⊂
C([0, T ]) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ a0 ∈ K, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå a0 = R(ξ)
íåïðåðûâíî â ñèëó (2.15), (2.12) è êîìïàêòíî â ñèëó (2.15), (2.14) è òåî-
ðåìû Àðöåëà�Àñêîëè. Ïîýòîìó, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Øàóäåðà
(ñì., íàïðèìåð, [18, ñòð. 628]) ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà s(t) îòîá-
ðàæåíèÿ R è s(t) ∈ K.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ïî s(t) ïîñòðîèòü ôóíêöèþ fs(x, t) è ðå-
øèòü ëèíåéíóþ çàäà÷ó (1.5) ñ òàêîé ïðàâîé ÷àñòüþ, à çàòåì ó ëèíèè
óðîâíÿ ðåøåíèÿ v(x, t) = α âçÿòü âåðõíþþ ìîíîòîííóþ îáîëî÷êó, òî
ïîëó÷èì êàê ðàç x = s(t). Ââèäó (2.6)�(2.7) âíå îòðåçêà [b − σ, b + σ]
ó ôóíêöèè v(x, t) íåò òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ ôàç. Ïîýòîìó fs(x, t) =
H(v(x, t)). Òåì ñàìûì u(x, t) = v(x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîé
çàäà÷è (1.2), à ìîíîòîííàÿ êðèâàÿ x = s(t) � ñîîòâåòñòâóþùåé ìåæ-
ôàçîâîé ãðàíèöåé.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, êðèâàÿ x = s(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ìåðû
íóëü è íà íåé ìîæíî çàäàâàòü fs ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, íî èìåííî
ïðè îïðåäåëåíèè (2.11) fs(x, · ) êàê ôóíêöèÿ âòîðîé ïåðåìåííîé îêà-
çûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà è ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïðîñòðàíñòâåííî
ðàñïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà ãèñòåðåçèñà.

Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ϕ ∈ W
2−2/q
q (Ω), 3 < q < ∞, ïóñòü ∂xϕ(0) =

∂xϕ(1) = 0 è ïóñòü çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ϕ ïî ôàçàì I è II òàêîå,

÷òî ñìåíà ôàçû ïðîèñõîäèò òîëüêî â îäíîé òî÷êå b. Ïðåäïîëîæèì

òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1)�(2.2).
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Òîãäà ñóùåñòâóåò T > 0, çàâèñÿùåå îò q è ϕ, òàêîå, ÷òî ïðè

t ∈ [0, T ] íåëèíåéíàÿ çàäà÷à (1.2) èìååò ðåøåíèå u ∈ W 2,1
q (QT ) è ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ ìåæôàçîâàÿ ãðàíèöà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì x =
s(t), ãäå s(t) � íåóáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ïî Ãåëüäåðó ôóíêöèÿ ñ ïî-

êàçàòåëåì 1/2.

Çàìå÷àíèå 2.2. Â ðàáîòå [12] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà
ÿâëÿåòñÿ Ãåëüäåðîâîé ôóíêöèåé ñ ïîêàçàòåëåì γ < 1 − 3/q. Òàêèì
îáðàçîì ïðè q < 6 òåîðåìà 2.1 äîêàçûâàåò áîëåå âûñîêóþ ðåãóëÿðíîñòü
ñâîáîäíîé ãðàíèöû.

Çàìå÷àíèå 2.3. Â òåîðåìå 2.1 ìû âçÿëè âåðõíþþ ìîíîòîííóþ îáî-
ëî÷êó ôóíêöèè a â ñâÿçè ñ óñëîâèåì (2.2).

Ïðè âûïîëíåíèè (2.1) è óñëîâèÿ ∂xϕ(b) < 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæ-
íÿÿ ìîíîòîííàÿ îáîëî÷êà a0(t), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé:

a0(t) = inf
τ∈[0,t]

a(τ).

Îñòàëüíûå âîçìîæíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

�3. Ñëó÷àé íåñêîëüêèõ âåòâåé ìåæôàçîâîé ãðàíèöû

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé çàäà÷è (1.2).
Ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ϕ(x) = u(x, 0). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

limx→0,1 ϕ(x) /∈ {α, β} è ôèêñèðîâàíû n òî÷åê 0 < b1 < · · · < bn < 1, â
êîòîðûõ (è òîëüêî â íèõ) ïðîèñõîäèò ÷åðåäóþùàÿñÿ ñìåíà ôàç â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n
íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(bi) ïðèíèìàåò îäíî èç ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé α
èëè β, è âûïîëíåíî óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè4

|∂xϕ(bi)| > 0.

Ýòî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò pàñïðåäåëåíèå ôàç ïðè t = 0, èáî â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò ïðè ϕ(x) 6 α âîçìîæíà ëèøü ôàçà I, à ïðè ϕ(x) > β
âîçìîæíà ëèøü ôàçà II.

Ïîëîæèì m := min
16i6n

{|∂xϕ(bi)|}. Î÷åâèäíî, ÷òî m > 0. Íå óìàëÿÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü m 6 1, èíà÷å âîçüìåì m = 1.
Ðàññìîòðèì âñå èíäåêñû i, äëÿ êîòîðûõ ϕ(bi) = α. Âûáåðåì σ òàê,

÷òîáû îäíî èç ÷èñåë ϕ(bi +σ)−α è ϕ(bi−σ)−α áûëî áîëüøå mσ/2, à

4Êðîìå bi, âîçìîæíû è äðóãèå òî÷êè, â êîòîðûõ ϕ ïðèíèìàåò ïîðîãîâûå çíà-
÷åíèÿ, íî â íèõ óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ, ïîñêîëüêó îíè
íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñìåíû ôàç.
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äðóãîå ìåíüøå −mσ/2. Òî æå ñàìîå ñ çàìåíîé α íà β ñäåëàåì â ñëó÷àÿõ

ϕ(bi) = β. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñêîëüêó ϕ ∈ W 2−2/q
q , 3 < q < ∞, òî ìû

ìîæåì âûáðàòü îäíî è òîæå çíà÷åíèå σ äëÿ âñåõ bi è ñäåëàòü σ ñòîëü
ìàëûì, ÷òîáû b1 > σ, bn < 1− σ, à bi+1 − bi > 2σ ïðè 1 6 i 6 n− 1.

Àíàëîãè÷íî �2, ïåðåéäåì òåïåðü ê ëèíåéíîé çàäà÷å (1.5) ñ íà÷àëü-
íîé ôóíêöèåé ϕ èç íåëèíåéíîé çàäà÷è (1.2).

Çàòåì, ó÷èòûâàÿ (1.6)�(1.9), âûáåðåì T äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû
äëÿ ðåøåíèé v(x, t) çàäà÷è (1.5) ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] è ïðè âñåõ èíäåêñàõ
i âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ:

1) îäíî èç çíà÷åíèé v(bi + σ, t)−ϕ(bi) è v(bi− σ, t)−ϕ(bi) áîëüøå

÷åì
m

4
σ, à äðóãîå ìåíüøå ÷åì −m

4
σ;

2) âíå σ-îêðåñòíîñòåé òî÷åê bi ôóíêöèè v(x, t) óäîâëåòâîðÿþò íå-
ðàâåíñòâó v(x, t) > α, åñëè ϕ(x) íàõîäèòñÿ â ôàçå II, èëè íåðà-
âåíñòâó v(x, t) < β, åñëè ϕ(x) íàõîäèòñÿ â ôàçå I;

3) |∂xv(x, t)| > m

4
ïðè |x − bi| 6 σ. Êðîìå òîãî, â σ-îêðåñòíîñòè

êàæäîé òî÷êè bi ôóíêöèÿ ∂xv(x, t) èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è
∂xϕ(bi).

Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå σ è T çàôèê-
ñèðîâàííûìè (êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, èõ çíà÷åíèÿ çàâèñÿò
òîëüêî îò ϕ).

Ðàññóæäàÿ òàê æå êàê è â �2, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ èí-
äåêñîâ i ëèíèè óðîâíÿ v(x, t) = ϕ(bi) ïðè |x − bi| < σ è t ∈ [0, T ]
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðèâûå x = ai(t), òàêèå ÷òî ai(0) = bi è ôóíêöèè
ai(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïî ïåðåìåííîé t ñ ïîêàçàòåëåì
1/2, òî÷íåå

|ai(t2)− ai(t1)| 6 4c1
m
|t2 − t1|1/2, ∀t1, t2 ∈ [0, T ].

Áóäåì îáîçíà÷aòü ÷åðåç Q∗i ïðÿìîóãîëüíèêè

Q∗i = {(x, t) : |x− bi| < σ, 0 6 t 6 T}.

Îïðåäåëèì åùå ïðîìåæóòî÷íûå ïðÿìîóãîëüíèêè Q∗∗i , ëåæàùèå
ìåæäó Q∗i è Q

∗
i+1:

Q∗∗i = [bi + σ, bi+1 − σ]× [0, T ], i = 1, . . . , n− 1.

Äîïîëíèì èõ ïðÿìîóãîëüíèêàìè

Q∗∗0 = [0, b1 − σ]× [0, T ] è Q∗∗n = [bn + σ, 1]× [0, T ].
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Ñ êàæäûì Q∗i ñâÿçûâàåòñÿ çàâèñÿùåå îò ϕ(bi) è ∂xϕ(bi) âûïóêëîå
çàìêíóòîå â C([0, T ]) ìíîæåñòâî Ki, ñîñòîÿùåå èç ìîíîòîííûõ ôóíê-
öèé ξi(t) òàêèõ, ÷òî ξi(0) = bi è |ξi(t) − ϕ(bi)| 6 σ ïðè t ∈ [0, T ], ò.å.
êðèâûå x = ξi(t) ñîäåðæàòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ Q∗i . Çàìåòèì, ÷òî õà-
ðàêòåð ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé ξi (ò.å. íåâîçðàñòàíèå èëè íåóáûâàíèå)
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ϕ(bi) è ∂xϕ(bi). Âîçìîæíûå âà-
ðèàíòû ìîíîòîííîñòè ξi ïðèâåäåíû íèæå â òàáëèöå 1.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äå-
ëàëîñü â �2 äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé íà÷àëüíîé òî÷êè ñìåíû ôàç.

Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíóþ çàäà÷ó âèäà (1.5) ñ ïðàâîé ÷à-
ñòüþ fξ(x, t), îïðåäåëÿåìîé íàáîðîì ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξn(t)), ξi ∈ Ki,
ξi(0) = bi è íà÷àëüíîé ôóíêöèåé ϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êàæäîì
ïðÿìîóãîëüíèêå Q∗i ôóíêöèþ fξ(x, t) îïðåäåëÿåì ñîãëàñíî òàáëèöå 1.
Äàëåå, â ïðÿìîóãîëüíèêàõ Q∗∗i ñ÷èòàåì fξ(x, t) ≡ 1, åñëè â îñíîâà-
íèè Q∗∗i (ò.å. ïðè t = 0) ôóíêöèÿ ϕ íàõîäèòñÿ â ôàçå I, è ïîëàãàåì
fξ(x, t) ≡ −1, åñëè â îñíîâàíèè Q∗∗i ôóíêöèÿ ϕ(x) íàõîäèòñÿ â ôàçå II.

Ðåøàåì çàäà÷ó (1.5) ñ òàêîé ôóíêöèåé fξ(x, t). Èç (1.8) ñëåäóåò, ÷òî
êðèâûå v(x, t) = ϕ(bi) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, êðèâûå x = ai(t) ãåëüäåðî-
âû ïî t ñ ïîêàçàòåëåì 1/2. Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèÿ ξi 7→ ai íåïðåðûâ-
íû â C ([0, T ]). Â ñèëó óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè, â ïðÿìîóãîëüíèêàõ
Q∗i ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∂xv >
m

4
ïðè ðåàëèçàöèè âàðèàíòîâ 1 è 3

è
∂xv 6 −

m

4
ïðè ðåàëèçàöèè âàðèàíòîâ 2 è 4.

Êàê è ðàíåå, ôóíêöèè ai(t) íå îáÿçàíû áûòü ìîíîòîííûìè è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ñîäåðæàòüñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ Ki. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî
i = 1, . . . , n, ðàññìîòðèì âìåñòî ôóíêöèè ai(t) åå ìîíîòîííóþ îáîëî÷-
êó (âåðõíþþ â ñëó÷àÿõ 1 èëè 3, è íèæíþþ â ñëó÷àÿõ 2 èëè 4) ai,0(t)
ëåæàùóþ â Ki.

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ èç �2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè ai,0,
i = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì 1/2 íà
ïðîìåæóòêå [0, T ].

Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B=(C([0, T ]))n

� äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ïðîñòðàíñòâ (ñëîåâ) C ([0, T ]). Íîðìà ýëå-
ìåíòà w = (w1, . . . , wn) ∈ B îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

‖w‖B = max
16i6n

‖wi‖C([0,T ]).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà B ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå î âûïóê-
ëîñòè (çàìêíóòîñòè, êîìïàêòíîñòè) ìíîæåñòâà E = E1 × · · · × En
â ïðîñòðàíñòâå B ðàâíîñèëüíî âûïóêëîñòè (çàìêíóòîñòè, êîìïàêòíî-
ñòè) êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Ei â ïðîñòðàíñòâå C([0, T ]).

Ïîñêîëüêó êàæäîé ôóíêöèè ξi(t) ∈ Ki, i = 1, . . . , n, ñîïîñòàâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ ai,0(t) ∈ Ki, îïðåäåëåí îïåðàòîð

R : B → B, R(ξ(t)) = (a1,0(t), . . . , an,0(t)).

Íà êàæäîì ñëîå îïåðàòîð R íåïðåðûâåí, êîìïàêòåí è ïåðåâîäèò Ki â
ñåáÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî K1 × K2 × · · · × Kn ïåðåõîäèò â ñåáÿ
è ê îïåðàòîðó R ïðèìåíèì ïðèíöèï Øàóäåðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà s(t) = (s1(t), . . . , sn(t)) îïåðàòîðà R � ýòî íàáîð
n ìîíîòîííûõ âåòâåé ìåæôàçîâûõ ãðàíèö íåëèíåéíîé çàäà÷è (1.2).
Ïðè ýòîì, êàæäàÿ âåòâü x = si(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åðåäóþùóþñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåðâàëîâ ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè è èíòåðâàëîâ
ïîñòîÿíñòâà. Íà èíòåðâàëàõ ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî v(si(t), t) = ϕ(bi). Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå v(x, t) ñîâïàäàåò
ñ ðåøåíèåì u(x, t) íåëèíåéíîé çàäà÷è (1.2).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ϕ ∈W 2−2/q
q (Ω) ïðè q > 3 è âûïîëíåíî ∂xϕ(0) =

∂xϕ(1) = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òî÷åê bi, i=1, . . ., n,

ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè Ω, ãäå ïðîèñõîäèò ñìåíà ôàç â íà÷àëüíûé

ìîìåíò, è ϕ ïðèíèìàåò â êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê îäíî èç ïîðîãîâûõ

çíà÷åíèé α èëè β. Êðîìå òîãî, â òî÷êàõ bi âûïîëíåíû óñëîâèÿ òðàíñ-

âåðñàëüíîñòè, à òàêæå íåîáõîäèìîå óñëîâèå î÷åðåäíîñòè íà÷àëüíûõ

ôàç.

Òîãäà ñóùåñòâóåò T > 0, çàâèñÿùåå îò q è ϕ, òàêîå, ÷òî çàäà÷à

(1.2) ïðè t ∈ [0, T ] èìååò ðåøåíèå u ∈ W 2,1
q (QT ), à ìåæôàçîâûå êðè-

âûå îïðåäåëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè ãåëüäåðîâûìè ôóíêöèÿìè x = si(t),
i = 1, . . . , n.

�4. Î ëèïøèöåâîñòè ìåæôàçîâîé ãðàíèöû

Âûøå áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.2), â òîì
÷èñëå óñòàíîâëåíà ãåëüäåðîâîñòü ìåæôàçîâîé ãðàíèöû. Ìû ïîêàæåì,
÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ϕ ∈ W 2

∞(Ω), êàæäàÿ âåòâü ìåæôà-
çîâîé ãðàíèöû ëèïøèöåâà.
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Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòîãî, íî âåñüìà ïîëåçíîãî óòâåðæäå-
íèÿ î ðåøåíèÿõ ëèíåéíîé çàäà÷è (1.5).

Ëåììà 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è (1.5), è
ïóñòü ϕ ∈ W 2

∞(Ω). Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ N0 = N0(ϕ) > 0 òàêàÿ,

÷òî

|v(x, t)− ϕ(x)| 6 N0t. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

w(x, t) = t± ε (v(x, t)− ϕ(x)) .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∂tw −∆w = 1± ε (f + ∆ϕ) > 0 (4.2)

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0.
Äîìíîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè (4.2) íà w− è ïðîèíòåãðèðóåì ïî

Ω× [0, t], t 6 T . Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì óñëîâèé w(x, 0) = 0 è

∂xw

∣∣∣∣
ST

= 0, ïîëó÷èì

1

2

∫
Ω

w2
−(x, t)dx+

∫
Ω

t∫
0

∂xw
2
−(x, t)dtdx 6 0,

îòêóäà w− ≡ 0.
Èòàê, ìû óñòàíîâèëè íåðàâåíñòâî (4.1) ñ N0 = ε−1. Ìîæíî, íàïðè-

ìåð, ïîëîæèòü N0 = sup
Ω
|∆ϕ(x)|. �

Äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1 è ðàññìàò-
ðèâàåì ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ ïî ïåðåìåííîé t äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1.2), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

u(h)(x, t) =
u(x, t+ h)− u(x, t)

h
, h > 0.

×òîáû îíè áûëè îïðåäåëåíû äëÿ íåêîòîðîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé h,
íàïðèìåð ïðè h ∈ (0, ε], ε < T , ïðèäåòñÿ ñîêðàòèòü âûñîòó ðàññìàòðè-
âàåìûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Â ÷àñòíîñòè, èç (1.6) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáîì h ∈ (0, ε] ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

‖u(h)‖q,QT−ε 6 N1, (4.3)

ïîñêîëüêó âîçìîæíî ïðîäîëæåíèå u(x, t) ôóíêöèåé ϕ(x) íà t < 0 è
äëÿ ïðîäîëæåííîé ôóíêöèè ñîõðàíÿåòñÿ îöåíêà Lq-íîðìû ∂tu.
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Âàæíûì ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà (4.1) ÿâëÿåòñÿ îöåíêà

max
x∈Ω
|u(h)(x, 0)| 6 N0, h ∈ (0, ε]. (4.4)

Ïîïûòêà ïîëó÷èòü îöåíêó |max
Ω

u(h)(x, t)| ïðè t > 0 áûëà áû íåóäà÷-

íîé, ïîñêîëüêó u(h) ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿì

∂tu(h) −∆u(h) = f(h) â QT−ε,

∂xu(h) = 0 íà ST−ε,

|u(h)(x, 0)| 6 N0 â Ω,

(4.5)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü â óðàâíåíèè (4.5) ñòàíîâèòñÿ ñèíãóëÿðíîé â îêðåñò-
íîñòè ìåæôàçîâîé ãðàíèöû ïðè h→ 0.

Ðàñïðåäåëåíèå ôàç ïðè t = 0 îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ôóíêöèåé ϕ(x).
Â ïðÿìîóãîëüíèêàõ5 Q∗∗i , i = 0, . . . , n, íà âñåì ïðîìåæóòêå [0, T − ε]
ôàçà ñîõðàíÿåò òî æå çíà÷åíèå, êîòîðîå áûëî ïðè t = 0.

Ëåììà 4.2.
max
Q∗∗
i

|u(h)(x, t)| 6 N2, i = 0, . . . , n, (4.6)

ãäå ïîñòîÿííàÿ N2 îïðåäåëÿåòñÿ q è ôóíêöèåé ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

ρ =
mσ

8 max
QT
|∂xu|

<
σ

8

è ðàññìîòðèì ðàñøèðåííûå ïðîìåæóòî÷íûå ïðÿìîóãîëüíèêè

Q∗∗i,ρ = [bi + σ − ρ, bi+1 − σ + ρ]× [0, T − ε], i = 1, . . . , n− 1,

Q∗∗0,ρ = [0, b1 − σ + ρ]× [0, T − ε], Q∗∗n,ρ = [bn + σ − ρ, 1]× [0, T − ε].
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ i = 0, . . . , n ðàñ-
øèðåííûå ïðÿìîóãîëüíèêè Q∗∗i,ρ íå ïåðåñåêàþò ìåæôàçîâûå ãðàíèöû.

Ïðåäñòàâèì u(h) â âèäå ñóììû w1 + w2, ãäå w1 � ðåøåíèå çàäà÷è

∂tw1 −∆w1 = 0 â Q∗∗i,ρ, w1

∣∣
t=0

= u(h)

∣∣
t=0

,

ïîñòîÿííîå íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ Q∗∗i,ρ. Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà èç (4.4)
ñëåäóåò îöåíêà

max
Q∗∗
i

|w1(x, t)| 6 N0, i = 0, . . . , n. (4.7)

5Ìû ñîõðàíèì ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ èç �3, òàê ÷òî òåïåðü Q∗i - ïðÿìîå ïðîèç-
âåäåíèå σ-îêðåñòíîñòè òî÷êè bi íà [0, T − ε] è ò. ä.



44 Ä. Å. ÀÏÓØÊÈÍÑÊÀß, Ñ. Á. ÒÈÕÎÌÈÐÎÂ, Í. Í. ÓÐÀËÜÖÅÂÀ

Ïîñêîëüêó u(h) â Q∗∗i,ρ óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ òåïëî-
ïðîâîäíîñòè, èìååì

∂tw2 −∆w2 = 0 â Q∗∗i,ρ, w2

∣∣
t=0

= 0.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ w2, ïðîäîëæåííàÿ íóëåì ïðè t < 0 òàêæå óäîâëåòâî-
ðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïî òåîðåìå îá îöåíêå
ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ ãèïîýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (ñì., íàïðèìåð,
[19, Ïðåäëîæåíèå 6.6]) ïîëó÷èì

max
Q∗∗
i

|w2(x, t)| 6 c(q, ρ)‖w2‖q,Q∗∗
i,ρ
, i = 0, . . . , n.

Ñ ó÷åòîì (4.3) è (4.7) ýòî äàåò (4.6). �

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî N2 > N0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü êàêîé-ëèáî èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ Q∗i , â êîòîðûõ

ïðîèñõîäèò ñìåíà ôàç. Êàê áûëî äîêàçàíî â �3, ìåæôàçîâûå ãðàíè-
öû çàäàþòñÿ ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè x = si(t). Ïîýòîìó íà êàæäîé
ïðÿìîé ïàðàëëåëüíîé îñè 0t, ôóíêöèÿ f ìåíÿåò çíàê íå áîëåå îäíîãî
ðàçà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü â ïåðâîì èç óðàâíåíèé (4.5) èìååò
îïðåäåëåííûé çíàê â êàæäîì èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ Q∗i , ÷òî ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü îäíîñòîðîííèå îöåíêè ðàçíîñòíûõ îòíîøåíèé u ïî t.

Ëåììà 4.3. Äëÿ ðåøåíèé u íåëèíåéíîé çàäà÷è (1.2) ñïðàâåäëèâû

îöåíêè
min
Q∗
i

u(h) > −N2, åñëè ϕ(bi) = α,

max
Q∗
i

u(h) 6 N2, åñëè ϕ(bi) = β,
(4.8)

ãäå h � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð èç (0, ε].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç (4.6) ñëåäóåò, ÷òî íà ïàðàáîëè÷å-
ñêîé ãðàíèöå ëþáîãî èç öèëèíäðîâ Q∗i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
max |u(h)| 6 N2. Äàëåå, èç òàáëèöû 1 âèäíî, ÷òî åñëè ϕ(bi) = α, òî
f(h) > 0 â Q∗i , à åñëè ϕ(bi) = β, òî f(h) 6 0 â Q∗i .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî èç íåðàâåíñòâ (4.8), àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâó ëåììû 4.1, óìíîæèì ïåðâîå èç óðàâíåíèé (4.5) íà

(
u(h) +N2

)
−,

ïðîèíòåãðèðóåì ïî ìíîæåñòâó (bi − σ, bi + σ)× (0, t), t 6 T − ε, è ïðî-
èçâåäåì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (4.8). �

Òåïåðü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîâìåñòíî ëåììó 4.3 è íåðàâåíñòâà,
âûòåêàþùèå èç óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Ïóñòü ϕ(bi) = α è
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∂xϕ(bi) > m. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê Q∗i è â íåì íåóáûâàþùóþ
ìåæôàçîâóþ ãðàíèöó x = si(t), âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå t∗ < t∗∗ èç
(0, T − ε], â êîòîðûõ ôóíêöèÿ si(t) ñòðîãî âîçðàñòàåò (íàïîìíèì, ÷òî
òîãäà u(si(t

∗), t∗) = u(si(t
∗∗), t∗∗) = α). Îöåíèì ðàçíîñòü si(t

∗∗)−si(t∗).
Â ñèëó ëåììû 4.3 èìååì

u(si(t
∗∗), t∗)− α = u(si(t

∗∗), t∗)− u(si(t
∗∗), t∗∗) 6 N2 (t∗∗ − t∗) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè

u(si(t
∗∗), t∗)− α = u(si(t

∗∗), t∗)− u(si(t
∗), t∗) >

m

4
(si(t

∗∗)− si(t∗)) ,

îòêóäà

0 6 si(t
∗∗)− si(t∗) 6

4N2

m
(t∗∗ − t∗) .

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå çíà÷åíèÿ t∗ è t∗∗ ìîæíî óæå áðàòü ïðîèç-
âîëüíûìè èç (0, T − ε], ïîñêîëüêó íà êàæäîì èç îñòàâøèõñÿ êóñêîâ
ìåæôàçîâîé êðèâîé ïðèðàùåíèå ôóíêöèè si(t) ðàâíî íóëþ.

Ïóñòü òåïåðü ϕ(bi) = α è ∂xϕ(bi) 6 −m. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
t∗ < t∗∗ èç ìíîæåñòâà ñòðîãîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè si(t) ñ ïîìîùüþ
ëåììû 4.3 è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

0 > si(t
∗∗)− si(t∗) > −

4N2

m
(t∗∗ − t∗) .

Äàëåå, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè ëþáûõ t∗ < t∗∗ èç
(0, T − ε]. Ïîýòîìó â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|si(t∗∗)− si(t∗)| 6
4N2

m
(t∗∗ − t∗) . (4.9)

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåðàâåíñòâî (4.9) â ïðÿìîóãîëüíèêàõ Q∗i
ïðè óñëîâèè ϕ(bi) = β.

Ïîñêîëüêó êîíñòàíòà Ëèïøèöà â (4.9) íå çàâèñèò îò âûáîðà ε, ìû
ìîæåì óñòðåìèòü ε ê íóëþ. Ýòî äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1 è

êðîìå òîãî ϕ ∈W 2
∞(Ω).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî q, 3 < q < ∞, ðåøåíèå çàäà÷è

(1.2), ïîëó÷åííîå â òåîðåìå 3.1, ïðèíàäëåæèò W 2,1
q (QT ).6 Ïðè ýòîì,

ôóíêöèè si(t), i = 1, . . . , n, çàäàþùèå âåòâè ìåæôàçîâîé ãðàíèöû óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé 4N2

m .

6Íàïîìíèì, ÷òî T , âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò q.
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�5. Ñëó÷àé íåòðàíñâåðñàëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè, â êîòîðîé íà÷àëüíàÿ
ôóíêöèÿ ϕ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè, ìåæôàçî-
âàÿ ãðàíèöà íå ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãåëüäåðîâîé (è äàæå íåïðåðûâíîé)
ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈
W

2−2/q
q (Ω), q > 3, èç çàäà÷è (1.2) òîïîëîãè÷åñêè íåòðàíñâåðñàëüíà

â òî÷êå x0 ∈ Ω, åñëè äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (x0 − ε, x0 + ε)
âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

• ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ôàçå I ïðè x ∈ (x0 − ε, x0) ∪ (x0, x0 + ε) è

ϕ(x0) = β, ϕ(x) < β ïðè x ∈ (x0 − ε, x0) ∪ (x0, x0 + ε); (5.1)

Ñì. ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Ïðèìåð íåòðàíñâåðñàëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.

• ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ôàçå II ïðè x ∈ (x0− ε, x0)∪ (x0, x0 + ε) è

ϕ(x0) = α, ϕ(x) > α ïðè x ∈ (x0 − ε, x0) ∪ (x0, x0 + ε).

Çàìå÷àíèå 5.1. Îòìåòèì, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ òîïîëîãè-
÷åñêè íåòðàíñâåðñàëüíà â òî÷êå x0, òî ∂xϕ(x0) = 0, è ñëåäîâàòåëüíî ϕ
íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè èç �� 2�3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u∈W 2,1
q (QT ) çàäà÷è (1.2) ñ

òîïîëîãè÷åñêè íåòðàíñâåðñàëüíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé ϕ∈W 2−2/q
q (Ω),

q > 3. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
(5.1), òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ε1 < ε è T1 < T âûïîëíåíî

u(x, t) > α, x ∈ (x0 − ε1, x0 + ε1), t ∈ (0, T1); (5.2)

u(x0 ± ε1, t) < β, t ∈ (0, T1). (5.3)
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Îáîçíà÷èì I = (x0−ε1, x0 +ε1). Èç (5.2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ I
ôàçà ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå t ∈ (0, T1) ìåíÿåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà.
Ïðè ýòîì ñìåíà ôàçû â òî÷êå x 6= x0 ïðîèñõîäèò â ìîìåíò

r(x) = inf
t∈[0,T1)

{u(x, t) > β}. (5.4)

Â ñëó÷àå, åñëè u(x, t) < β ïðè t ∈ [0, T1), ïîëîæèì r(x) = T1.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

H+(τ) = {(x, t) ∈ I × (0, τ) : H(u(x, t)) = 1}, τ ∈ (0, T1],

H−(τ) = {(x, t) ∈ I × (0, τ) : H(u(x, t)) = −1}, τ ∈ (0, T1],

H+ = H+(T1), H− = H−(T1).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó u íåïðåðûâíà, òî r ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó
è âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

H+(τ) = {(x, t) ∈ I × (0, τ) : t < r(x)},

H−(τ) = {(x, t) ∈ I × (0, τ) : t > r(x)}.
Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, r(x)), x ∈ I îáðàçóåò ãðàíèöó ìåæäó ôàçàìè I

è II. Ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ìîæåò èìåòü âèä èç �� 2�3. Îòìåòèì, ÷òî íà
ìåæôàçîâîé ãðàíèöå òèïà ëèíèè óðîâíÿ u(x, t) = β, ñì. ðèñ. 2, ôóíê-
öèÿ r íåïðåðûâíà, à �ñïÿùåé ãðàíèöå� ñîîòâåòñòâóåò ðàçðûâ ïåðâîãî
ðîäà ôóíêöèè r.

Òåîðåìà 5.1. Ðàññìîòðèì u ∈W 2,1
q (QT1

) ðåøåíèå çàäà÷è (1.2) ñ òî-

ïîëîãè÷åñêè íåòðàíñâåðñàëüíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé ϕ ∈ W 2−2/q
q (Ω),

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (5.1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ r, îïðå-

äåëåííàÿ â (5.4), óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó r(x) < T1.

Òîãäà

(i) åñëè r íåïðåðûâíà íà (a, b), òî îíà ïîñòîÿííà íà (a, b);
(ii) lim sup

x→x1−
r(x) = lim sup

x→x1+
r(x) äëÿ ëþáîãî x1 ∈ (a, b).

Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ r̃ îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

r̃(x1) = lim sup
x→x1

r(x), x1 ∈ (a, b)

ïîñòîÿííà, è u(x1, r̃(x1)) = β.



48 Ä. Å. ÀÏÓØÊÈÍÑÊÀß, Ñ. Á. ÒÈÕÎÌÈÐÎÂ, Í. Í. ÓÐÀËÜÖÅÂÀ

Ïóíêòû (i) è (ii) ïîêàçûâàþò, ÷òî ó çàäà÷è (1.2) íå ìîæåò áûòü
÷àñòè ñâîáîäíîé ãðàíèöû, îïèñûâàåìîé àíàëîãè÷íî � 2. Äåéñòâèòåëü-
íî, â �2 ÷àñòü ãðàíèöû, ëåæàùàÿ íà ëèíèè óðîâíÿ u = β, çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì x = a(t) ñî ñòðîãî ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé a,
à ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü îïèñàíà ðàâåíñòâîì t = r(x) ñ íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèåé r, ÷òî íåâîçìîæíî ñîãëàñíî ïóíêòó (i). Àíàëîãè÷íî,
�ñïÿùàÿ ãðàíèöà� íåâîçìîæíà ñîãëàñíî ïóíêòó (ii). Ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî çàäà÷à (1.2) ñ íåòðàíñâåðñàëüíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé íå èìååò
ðåøåíèÿ, íî íå ìîæåì èñêëþ÷èòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïàòîëîãè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ ãèñòåðåçèñà èìååò
ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó è íèãäå íå ïëîòíî (â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà 5.1
íåïðèìåíèìà) èëè äëÿ íåêîòîðûõ t0 âûïîëíåíî u(x, t0) = β íà îòêðû-
òîì èíòåðâàëå x ∈ (a, b) (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäíåìó óòâåðæäåíèþ
òåîðåìû 5.1).

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1 ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
âåðñèè ñèëüíîãî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà [20, ãë. 3] è ëåììû î íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé (ñì., íàïð., [21, Theorem 3.1] èëè [22]).

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå

K = (x1, x2)×(t1, t2] ôóíêöèÿ u(x, t) ∈W 2,1
q (K), q > 3, óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâàì

∂tu(x, t)−∆u(x, t) 6 0, äëÿ (x, t) ∈ K

è ïðè íåêîòîðîì M ∈ R

u(x, t) 6M, äëÿ (x, t) ∈ K.

Òîãäà åñëè äëÿ íåêîòîðîãî (x′, t′) ∈ K âûïîëíåíî u(x′, t′) = M , òî

u(x, t) = M, äëÿ (x, t) ∈ (x1, x2)× (t1, t
′).

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå

K = (x1, x2) × (t1, t2) ôóíêöèÿ u ∈ W 2,1
q (K) ïðè íåêîòîðîì M ∈ R

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∂tu−∆u 6 0, u ≤M, u 6≡M.

Òîãäà åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t′ ∈ (t1, t2] âûïîëíåíî u(x1, t
′) = M , òî

∂xu(x1, t
′) 6= 0.

Òàêæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê K=(x1, x2)×(t1, t2),
ôóíêöèþ u ∈ W 2,1

q (K), îòêðûòîå ìíîæåñòâî A ⊂ K è M ∈ R, óäî-
âëåòâîðÿþøèå óñëîâèþ

u(x, t) = M, ∂xu(x, t) = 0, (x, t) = ∂A \ ∂K.

Òîãäà ôóíêöèÿ

v(x, t) =

{
u(x, t), (x, t) ∈ A,
M, (x, t) ∈ K \A

(5.5)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

v ∈W 2,1
q (K), ∂tv −∆v = (∂tu−∆u)χA.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 5.5. Ïóñòü ϕ ∈W 2−2/q
q (Ω) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.1). Åñ-

ëè u � ðåøåíèå çàäà÷è (1.2), óäîâëåòâîðÿåò (5.2), (5.3) òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

u(x, t) 6 β, x ∈ I, t ∈ (0, T1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, äëÿ íåêîòîðûõ t1 > 0,
x1 ∈ I âûïîëíåíî u(x1, t1) > β. Ðàññìîòðèì x2 ∈ I, t2 ∈ [0, t1] òàêèå
÷òî

u(x2, t2) = max
x∈I, t∈[0,t1]

u(x, t) > β. (5.6)

Èç íåðàâåíñòâ (5.1), (5.3) ñëåäóåò, ÷òî t2 6= 0, x2 /∈ ∂I. Îòìåòèì, ÷òî
åñëè u(x, t) > β òî H(u(x, t)) = −1, à çíà÷èò äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî
δ > 0 âûïîëíåíî

∂tu−∆u = −1, x ∈ [x2 − δ, x2 + δ], t ∈ [t2 − δ, t2],

à ñëåäîâàòåëüíî ïî ïðåäëîæåíèþ 5.2 maxx∈[x2−δ,x2+δ],t∈[t2−δ,t2] u(x, t)
äîñòèãàåòñÿ ïðè x = x2 ± δ èëè t = t2 − δ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (5.6). �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1. Â ñèëó (5.4) äëÿ x ∈ I, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ r(x) < T1, âûïîëíåíî

u(x, r(x)) = β. (5.7)

Èç ëåììû 5.5 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (x, r(x)) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñè-
ìóìîì ôóíêöèè u è ñëåäîâàòåëüíî

∂xu(x, r(x)) = 0. (5.8)
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Ïóíêò (i). Èç íåïðåðûâíîñòè r(x) ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê K =
(a, b) × (0, T1), ôóíêöèÿ u è ìíîæåñòâî A = IntH− ∩K è M = β óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 5.4. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ôóíêöèè
v, çàäàííîé ðàâåíñòâîì (5.5), âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

v(x, t) 6M, ∂tv −∆v 6 0,

à çíà÷èò, îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 5.2. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ íåêîòîðûõ x1, x2 ∈ (a, b) âûïîëíåíî r(x1), r(x2) ∈ (0, T1), è
r(x1) > r(x2). Òîãäà {x1} × (r(x2), r(x1)) ⊂ H−. Èç íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè r íà (a, b) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

B = IntH− ∩ ((a, b)× (0, r(x1)))

íå ïóñòî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.2 ñëåäóåò, ÷òî

v(x, t) = M, t < r(x1), x ∈ (a, b).

Â ÷àñòíîñòè, u|B = v|B ≡M , à çíà÷èò, (∂tu−∆u)|B = 0, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò (1.3). Ïóíêò (i) äîêàçàí.
Ïóíêò (ii). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, äëÿ

íåêîòîðîãî x1 ∈ (a, b) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

t1 = lim sup
x→x1−

r(x) > lim sup
x→x1+

r(x) = t̃1. (5.9)

Èç íåïðåðûâíîñòè u è ∂xu è ðàâåíñòâ (5.7), (5.8) ñëåäóåò, ÷òî

u(x1, t1) = β, ∂xu(x1, t1) = 0. (5.10)

Èç (5.9) cëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå x2 ∈ (x1, b) è t2 ∈ (t̃1, t1), ÷òî

r(x) < t2, x ∈ [x1, x2],

à çíà÷èò, (x1, x2)× (t2, t1] ⊂ H−. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. Äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè (x′, t′) ∈ (x1, x2) × (t2, t1] âûïîë-

íåíî ðàâåíñòâî u(x′, t′) = β. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 5.2 àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà (i) ñëåäóåò, ÷òî

u = β íà K = (x1, x2)× (t2, t
′),

à çíà÷èò, (∂tu−∆u)|K = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (1.3).
Ñëó÷àé 2. Âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

u(x, t) < β íà (x1, x2)× (t2, t1].

Òîãäà èç ðàâåíñòâ (1.2), (1.3), (5.10) ñëåäóåò, ÷òî u|(x1,x2)×(t2,t1] óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 5.3. Ñëåäîâàòåëüíî ∂xu(t1, x1) < 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò (5.10).
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Ïóíêò (ii) äîêàçàí.
Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Îáîçíà÷èì

A = Int({(x, t) : x ∈ (a, b), t > r(x)}),
At = {x ∈ (a, b) : (x, t) ∈ A}.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t0 ∈ (0, T ) ìíîæåñòâî At0 îòêðûòî. Ïîýòîìó
îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà èíòåð-
âàëîâ:

At0 =
⋃
i

(xi, yi).

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè xi 6= a, òî

u(xi, t0) = β, ∂xu(xi, t0) = 0. (5.11)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó (xi, yi)× {t0} ⊂ A, òî

r(x) < t0, x ∈ (xi, yi),

ñëåäîâàòåëüíî lim sup
x→xi+

r(x) 6 t0. Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. lim sup
x→xi+

r(x) = t0. Èç ðàâåíñòâ (5.7), (5.8) ââèäó íåïðåðûâ-

íîñòè ∂xu ñëåäóåò (5.11).
Ñëó÷àé 2. lim sup

x→xi+
r(x)= t1<t0. Èç ïóíêòà (ii) ñëåäóåò, ÷òî

lim sup
x→xi−

r(x) = t1,

à çíà÷èò ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî

r(x) < t0, x ∈ (xi − ε, xi + ε),

ñëåäîâàòåëüíî xi ∈ At0 , ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, (5.11) äîêàçàíî.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ yi 6= b âûïîëíåíî

u(yi, t0) = β, ∂xu(yi, t0) = 0,

è òàêèì îáðàçîì

u(x, t0) = β, x ∈ ∂At0 \ {a, b}.

Ïóñòü òåïåðü x0 � êàêàÿ-íèáóäü òî÷êà èç èíòåðâàëà (a, b). Çàìåòèì,
÷òî åñëè (x0, t1) ∈ H−, òî {x0} × (t1, T1) ⊂ H−. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî
x0 ∈ (a, b) íàéäåòñÿ t0 ≥ 0 òàêîå, ÷òî A ∩ {x = x0} = {x0} × (t0, T1).
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Ïîñêîëüêó {x0}×(t0, T1)⊂A, òî lim sup
x→x0

r(x)6 t0. Ïîñêîëüêó (t0, x0) /∈

A, òî lim sup
x→x0

r(x) > t0. À çíà÷èò, r̃(x0) = lim sup
x→x0

r(x) = t0 è ñëåäîâà-

òåëüíî
A = {(x, t) : x ∈ (a, b), t > r̃(x)},

è èç (5.7), (5.8) ïîëó÷àåì ââèäó íåïðåðûâíîñòè ∂xu

u(x, r̃(x)) = β, ∂xu(x, r̃(x)) = 0, x ∈ (a, b).

Àíàëîãè÷íî ïóíêòó (i) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî τ ∈ (0, T1)
âûïîëíåíî

r̃(x) = τ, x ∈ (a, b), è u(x, τ) = β, x ∈ (a, b),

è ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû À. È. Íàçàðîâó çà ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûå îá-
ñóæäåíèÿ è çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå ñïîñîáñòâîâàëè ñóùåñòâåííîìó óëó÷-
øåíèþ èçëîæåíèÿ.
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Apushkinskaya D. E., Tikhomirov S. B., Uraltseva N. N. Properties of the

phase boundary in the parabolic problem with hysteresis.

We study solutions of parabolic equations with a discontinuous hysteresis

operator, described by a free interface boundary. It is established that for spatially

transverse initial data from the space W
2−2/q
q with q > 3, there exists a solution

in the space W 2,1
q , where the interface boundary exhibits Holder continuity with

an exponent of 1/2. Furthermore for initial data from the spaceW 2
∞, it is proven

that the interface boundary satis�es the Lipschitz condition. It is shown that for

non-transversal initial data, solutions with an interface boundary do not exist.
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