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§1. Введение

Мы начнем с одномерной задачи, вычисления минимаксного квад-
ратичного риска R в задаче оценивания неизвестного среднего θ, ко-
гда наблюдается случайная величина y = θ + x, где x – гауссовская
случайная величина со средним 0 и дисперсией σ2, при априорном
предположении, что |θ| 6 τ ,

R = inf
θ̂

sup
|θ|6τ

E (θ̂ − θ)2 (1)

Здесь θ̂ – измеримая функция от y. Подробное изложение истории ис-
следований этой задачи и некоторых ее бесконечномерных аналогов
можно найти в [10]. Если мы ограничимся при вычислении нижней
грани в (1) только линейными функциями θ̂, то соответствующая ниж-
няя грань RL легко вычисляется,

RL =
τ2σ2

τ2 + σ2
. (2)

И. А. Ибрагимов и Р. З. Хасьминский установили в [3], что при неко-
тором c > 0

cRL < R < RL. (3)

Описание разнообразных бесконечномерных обобщений описанной вы-
ше проблемы и способов их решения можно найти в книге [13].

Настоящая работа является продолжением работ [4,7] и [8]. Опишем
статистическую задачу, которая там рассматривалась. Точнее, две по-
хожие друг на друга задачи. Сначала предположим (см. [8]), что на
растущем отрезке [−T, T ] наблюдается гауссовский процесс y(t),

dy(t) = s(t) dt+ dx(t), t ∈ [−T, T ], T > 0. (4)

Ключевые слова: псевдопериодическая функция, непараметрическая оценка,
процесс со стационарными приращениями.
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Здесь s(t) – неизвестная функция, лежащая в заданном выпуклом цен-
тральносимметричном компактном подмножестве L∗ банахова про-
странства L локально квадратично суммируемых функций s, таких
что

‖s‖2L = sup
x

x+1∫
x

|s (t)|2 dt <∞, (5)

x(t) – гауссовский процесс со стационарными приращениями (см. по-
дробнее [1, 2]) с нулевым средним и спектральной плотностью f ,

∞∫
−∞

f(u)

1 + u2
du <∞. (6)

Фактически f – спектральная плотность обобщенного процесса (см.
подробнее [1]), которым является производная процесса x(t).

Выпуклое центральносимметричное подмножество L∗ банахова
пространства L , в котором лежат подлежащие оцениванию функ-
ции s, выбирается из класса Степанова L (Λ) (см. подробнее [9]) псев-
допериодических функций s,

s(t) =
∑
u∈Λ

a(u) eiut,
∑
u∈Λ

|a(u)|2 <∞, (7)

где Λ – заданное счетное множество, удовлетворяющее условию отде-
лимости

τ = τ (Λ) = inf
u,v∈Λ, u 6=v

|u− v| > 0. (8)

Компактное подмножество L∗ = L (Λ;β;L) выделяется при β > 0 из
функционального класса L (Λ) условием∑

u∈Λ

|a(u)|2(|u|+ 1)2β 6 L. (9)

Здесь β, L – заданные положительные константы.
В такой постановке рассматриваемая задача напоминает задачу оце-

нивания периодической функции известной гладкости, наблюдаемой
на фоне “белого шума”,

dy(t) = s(t) dt+ dw(t), t ∈ [−T, T ],

w(t) – винеровский процесс, T > 0.

Однако даже в этой задаче замена винеровского процесса на гауссов-
ский процесс со стационарными приращениями общего вида приводит
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к нетривиальным эффектам, если не предполагать, что спектральная
плотность f отделена от нуля и бесконечности. Схожая задача иссле-
дована также M. С. Ермаковым в [14].

Нам потребуются случайные величины вида

(x, ϕ) =

∞∫
−∞

ϕ(t) dx(t),

определенные для индикаторных функций ϕ(t) = 1[a,b](t) конечных
интервалов соотношением

(x, ϕ) := x(b)− x(a).

Они также корректно определены, например, для линейного множе-
ства D функций ϕ, удовлетворяющих условию

ϕ ∈ L2, |ϕ̂(u)|2 6
C(ϕ)

1 + u2
, где ϕ̂(u) =

∞∫
−∞

e−iutϕ(t) dt. (10)

Обозначим
DT := {ϕ : ϕ ∈ D , suppϕ ⊂ [−T, T ]}. (11)

При фиксированном T > 0 cтатистику доступны наблюдения вида

1

2T

T∫
−T

ϕ(t) s(t) dt+
1

2T

T∫
−T

ϕ(t) dx(t), ϕ ∈ DT . (12)

Обозначим через ŝT оценку неизвестной функции s ∈ L∗, построен-
ную по таким наблюдениям. Риск от использования оценки ŝT ∈ L∗,
построенной по наблюдениям (4), будем измерять величиной

RT (ŝT ; L∗; ‖ · ‖L ) = sup
s∈L∗

Es,f ‖ŝT − s‖2L . (13)

Обозначим через RT минимаксный риск,

RT (L∗; ‖ · ‖L ) = inf
ŝT

RT (ŝT ; L∗; ‖ · ‖L ) . (14)

Когда нам это потребуется, мы можем переходить в определении (14)
без серьезной потери точности в оценке скорости убывания минимакс-
ного риска от банаховой нормы ‖s‖2L к любой из двух следующих
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гильбертовых норм: ‖s‖
T
или ‖s‖∗, где

‖s‖2
T

=
1

2T

T∫
T

|s(t)|2 dt, ‖s‖2∗ =
∑
u∈Λ

|a(u)|2, (15)

поскольку, как установлено в [9], при условии τ(Λ) > 0 и достаточно
большом T все три упомянутые нормы в надлежащем смысле тополо-
гически эквивалентны в замкнутом линейном подпространстве L (Λ)
пространства L , порожденном функциями из L (Λ). Приведем точное
утверждение.

Лемма 1.1. Пусть τ(Λ) > 0. Тогда найдутся такие положительные
константы c1 = c1(τ), c2 = c2(τ), C1 = C1(τ), C2 = C2(τ) и T0 =
T0(τ), зависящие только от τ , что

c1 ‖s‖L 6 ‖s‖∗ 6 C1 ‖s‖L , s ∈ L (Λ), (16)

и при T > T0

c2 ‖s‖T 6 ‖s‖∗ 6 C2 ‖s‖T , s ∈ L (Λ). (17)

Задача состоит в исследовании асимптотического поведения при
T →∞ величины минимаксного риска.

Другая модель, исследованная в [4, 7], предполагает, что неизвест-
ная функции s оценивается по наблюдениям над процессом

y(t) = s(t) + x(t), |t| 6 T. (18)

Здесь x(t) – гауссовский стационарный процесс со спектральной плот-
ностью (далее всюду с.п.) f∗, допускающей при некотором n ∈ Z, n > 1,
представление

f∗(u) =
f(u)

(1 + u2)n
, где

∞∫
−∞

f(u)

(1 + u2)
du <∞, (19)

а неизвестная функция s лежит при некотором β > 0 и γ = β + n в
подпространстве L (Λ; γ;L). По-прежнему при фиксированном T > 0
cтатистику доступны наблюдения вида

1

2T

T∫
−T

ϕ(t) s(t) dt+
1

2T

T∫
−T

ϕ(t)x(t) dt, ϕ ∈ DT (n), (20)

где
DT := {ϕ : ϕ ∈ D(n), suppϕ ⊂ [−T, T ]}. (21)



АППРОКСИМАЦИЯ СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ 259

В обеих задачах исследуется асимптотическое поведение при T →∞
минимаксного риска при надлежащих условиях на спектральное мно-
жество Λ и спектральную плотность f , относительно которой предпо-
лагается, в частности, что она удовлетворяет условию Макенхаупта

λ = λ(f) := sup
I

1

|I|

∫
I

f(t) dt
1

|I|

∫
I

1

f(t)
dt <∞. (22)

Здесь I – конечный интервал, |I| – длина I. Отметим, что при назван-
ных условиях (см. подробнее [12])

∞∫
−∞

1

f(u) (1 + u2)
du <∞. (23)

В обеих же задачах налагается условие на поведение спектральной
плотности f в малой окрестности Λε спектрального множества Λ,

Λε =
⋃
u∈Λ

[u− ε, u+ ε], 0 < ε < τ/2.

Для нас модельным является случай, когда функция f при 0 < |α| < 1
совпадает на Λε с функцией g0(x),

g0(x) =
∑
u∈Λ

1[u−ε,u+ε](x) |x− u|α, (24)

или близка к ней. Однако условия на точность такой аппроксимации
в работах [4, 7] и [8] различаются. В отличие от условий работы [8],
условия локального поведения функции f в окрестности спектрально-
го множества в [4] и [7], вообще говоря, не гарантируют, что функцию f
можно продолжить с Λε на всю вещественную прямую, так чтобы она
удовлетворяла условию Макенхаупта. В настоящей работе мы в неко-
тором смысле исправляем этот недостаток.

Перечислим условия, в которых доказывается основной результат
работы.
C(1) Неизвестная функция s лежит при некотором целом положитель-
ном n и некотором β > 0 в подпространстве L (Λ; γ;L), где γ = β + n.

C(2) Величина τ(Λ) > 0 и при некоторых положительных a и A для
достаточно больших m, m > m0,

am2γ+1 6
∑

u∈Λ, |u|6m

(1 + |u|)2γ 6 Am2γ+1.



260 В. Н. СОЛЕВ

C(3) x(t) – гауссовский стационарный процесс с нулевым средним и
спектральной плотностью f∗, допускающей при некотором натураль-
ном n представление

f∗(u) =
f(u)

(1 + u2)n
, где

∞∫
−∞

f(u)

(1 + u2)
du <∞,

а неотрицательная функция f удовлетворяет условию Макенхауп-
та (22).

C(4) При некотором α ∈ (−1, 1) и достаточно малом положительном
ε0 < τ/2

sup
0<ε<ε0, u∈Λ

1

2ε

u+ε∫
u−ε

| ln f(x)− α ln ε| dx <∞.

Основной результат работы состоит в доказательстве следующей тео-
ремы.

Теорема 1.2. Пусть в задаче оценивания неизвестной функции s
из L∗ = L (Λ; γ;L) по наблюдениям (18) выполнены условия C(1) и
C(2) на параметрическое множество L∗ и условия C(3) и C(4) на
процесс x(t). Тогда для для некоторых 0 < c 6 C <∞ и достаточно
больших T > T0 имеет место оценка

c T−
(2β+2n)(1+α)

2β+2n+1 6 RT (L∗; ‖ · ‖L ) 6 C T−
(2β+2n)(1+α)

2β+2n+1 .

Следует отметить, что константы c 6 C зависят, во-первых, от па-
раметров, определяющих функциональный класс L (Λ; γ;L). Таковы-
ми являются величины τ(Λ), γ,m0, a, A, L. Во-вторых, они зависят от
параметров, определяющих класс неотрицательных функций, из кото-
рого черпаются функции f . Таковыми являются величины λ(f), ε0, α.

Опишем общий подход к построению верхних и нижних границ
для величины минимаксного риска RT (L∗; ‖ · ‖L ). В силу неравенств
(16) достаточно доказать теорему для величины минимаксного риска
RT (L∗; ‖ · ‖∗). Обозначим a – функцию на Λ, значение которой в точ-
ке u совпадает с коэффициентом a(u) функции s(t) в разложении

s(t) =
∑
u∈Λ

a(u) eiut.

То есть мы будем следить не за функцией s, а за вектором a ее коэф-
фициентов в соответствующем разложении.
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Верхняя граница получается предъявлением конкретной оценки âT
и использованием очевидного неравенства

RT (L∗; ‖ · ‖∗) 6 sup
a∈Γ

∑
u∈Λ

E |âT (u)− a(u)|2.

Оценка супремума от последней суммы для подходящей оценки âT
получены в §4. Здесь и далее Γ — класс таких функций a(u), заданных
на Λ, что функции

s(t) =
∑
u∈Λ

a(u) eiut лежат в L∗.

Пусть ε = 1/T , а неотрицательное m определено соотношением

m1+2γ ε1+α = 1.

Для оценки снизу минимаксного риска при подходящем выборе Π ⊂
Γ, то есть, таком что функции s лежат в L∗, когда a ∈ Π, рассматри-
вается задача оценивания a при априорном предположении, что a ∈ Π,
задавая Π не на языке функций s(t), а в терминах функций a(u). Опи-
шем соответствующую конструкцию.

Выбирается неотрицательная функция κ(u), заданная на Λ, обра-
щающаяся в нуль вне отрезка (−m,m) и такая, что∑

|u|<m

κ2(u)(1 + |u|)2γ 6 L.

В качестве параметрического множества (для функций a(u)) выбира-
ется прямоугольник Π тех функций a, для которых

|a(u)| 6 κ(u), u ∈ Λ.

Это обеспечит нам неравенство∑
u∈Λ

|a(u)|2(1 + |u|)2γ 6 L.

Например, выбрав подходящим образом неотрицательную функцию
h(u), мы можем взять

κ2(u) =
h2(u)∑

|v|<m
h2(v)(1 + |v|)2γ

L
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Благодаря правильному выбору множества Π, задача сведется к од-
номерному случаю исследования минимаксного риска в задаче оцени-
вания при фиксированном u ∈ Λ коэффициента a(u) по несмещенной
оценке

âT (u) =
1

2T

T∫
−T

gTu(t) y(t) dt

при априорном предположении |a(u)| 6 κ(u). Здесь мы использовали
функцию gTu(t), определенную в §2. Нужно, конечно, учесть, что

E |âT (u)− a(u)|2 =

∣∣∣∣∣∣ 1

2T

T∫
−T

gTu(t)x(t) dt

∣∣∣∣∣∣
2

=
1

4T 2

∞∫
−∞

|ĝTu(s)|2 f∗(s) ds.

§2. Сопряженная система

Мы будем использовать обозначение L2
T для L2-пространства на от-

резке [−T, T ], построенного по нормированной мере Лебега, со скаляр-
ным произведением

(s1, s2)T :=
1

2T

T∫
−T

s1(t) s2(t) dt

и нормой ‖s‖
T
. Когда не оговорено противное, мы будем предполагать,

что функции из L2
T обращаются в нуль вне отрезка [−T, T ]. При u ∈ Λ

положим

ϕu(t) = eiut, ϕu(T ; t) = 1[−T,T ](t)ϕu(t), LT (Λ) = 1[−T,T ]( · ) L (Λ).

Из леммы 1.1 следует справедливость следующего утверждения.

Лемма 2.1. Пусть τ(Λ) > 0. Тогда найдется такая положительная
константа T0 = T0(τ), зависящие только от τ , что при T > T0

система функций {ϕu(T ; · ), u ∈ Λ} является равномерно риссовским
базисом в LT (Λ) в метрике пространства L2

T .

Утверждение леммы означает, что существует такой ограниченный
и ограниченно обратимый самосопряженный (в метрике, индуциро-
ванной на LT (Λ) пространством L2

T ) оператор AT из LT (Λ) на LT (Λ),
переводящий систему {ϕu(T ; · ), u ∈ Λ} в ортонормированный базис.



АППРОКСИМАЦИЯ СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ 263

При этом равномерные нормы операторов AT и A−1
T ограничены равно-

мерно по T > T0. Отметим, что из леммы 2.1 следует, что (в условиях
леммы) в LT (Λ) существует сопряженная система {ψTu , u ∈ Λ},

(ϕu(T ; · ), ψTu)T = δu,v, u, v ∈ Λ. (25)

Здесь δu,v – символ Кронекера. Очевидно, что ψTu = A2
Tϕu(T ; · ) и си-

стема {ψTu , u ∈ Λ} также является равномерно риссовским базисом
в LT (Λ).

Мы хотели бы построить такую просто зависящую от T систему
функций {gTu , u ∈ Λ} из L2

T , чтобы

(ϕv(T ; · ), gTu)T = δu,v, u, v ∈ Λ. (26)

При фиксированном r, T − r > r > T0(τ), и u ∈ Λ обозначим

g(t) =

∞∫
−∞

ψru(t− s)ϕu(T − r; s) ds. (27)

Для r > T0 обозначим {ψru, u ∈ Λ} систему из Lr(Λ), сопряженную (в
метрике пространства L2

r) к системе {ϕr(u; · ), u ∈ Λ},
(ϕr(u; · ), ψrv)r = δu, v, u, v ∈ Λ. (28)

Иными словами

ψ̂ru(v) =

r∫
−r

ψru(x) e−ivx dx = 2r δu,v, u, v ∈ Λ. (29)

Определим новую систему {gTu , u ∈ Λ} функций из L2
T соотношени-

ем

gTu(t) =
T
√

2π

2r(T − r)
g(t) =

T
√

2π

2r(T − r)

∞∫
−∞

ψru(t− s)ϕu(T − r; s) ds. (30)

Как установлено в [7], при этом будет выполнено соотношение (26).
Приведем следующую лемму (см. [6]), позволяющую контролировать
дисперсии случайных величин вида

T∫
−T

gTu(t)x(t) dt,

когда гауссовский процесс x(t) имеет спектральную плотность f .
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Лемма 2.2. Пусть τ = τ(Λ) > 0, λ(f) 6 λ <∞. Тогда найдутся та-
кие константы 0 < c(τ, r, λ) 6 C(τ, r, λ) <∞ и T0(r, τ) > 0, зависящие
только от λ, r и τ , что при T > T0(r, τ) для преобразования Фурье
ĝTu функции gTu при ε = 1/T справедливы оценки

c(τ, r, λ)T fε(u) 6

∞∫
−∞

|ĝTu(x)|2 f(x) dx 6 C(τ, r, λ)T fε(u). (31)

§3. Условия на спектральную плотность.

Итак, мы исследуем модель, в которой неизвестная функция s оце-
нивается по наблюдениям над процессом

y(t) = s(t) + x(t), |t| 6 T. (32)

Здесь x(t) – гауссовский стационарный процесс со спектральной плот-
ностью f∗, допускающей при некотором n ∈ Z, n > 1, представление

f∗(u) =
f(u)

(1 + u2)n
, где

∞∫
−∞

f(u)

(1 + u2)
du <∞, (33)

а неизвестная функция s лежит при некотором β > 0, L > 0 и γ = β+n
в подпространстве L (Λ; γ;L),

s(t) =
∑
u∈Λ

a(u) eiut,
∑
u∈Λ

|a(u)|2 (|u|+ 1)2γ 6 L. (34)

Мы будем предполагать, что неотрицательная функция f , удовлетво-
ряет условию Макенхаупта (22). Мы наложим дополнительные усло-
вия на поведение спектральной плотности f в малой окрестности Λε
спектрального множества Λ,

Λε =
⋃
u∈Λ

[u− ε, u+ ε], 0 < ε < τ/2.

Так же как и в [8], для нас модельным будет случай, когда
при 0 < |α| < 1 функция f совпадает на Λε с функцией h0(x),

h0(x) =
∑
u∈Λ

1[u−ε,u+ε](x) |x− u|α, ε < τ/2, (35)

или хорошо аппроксимируется на Λε функцией h0. При этом априор-
ную информацию о точности этой аппроксимации мы будем описывать
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не в терминах средних значений fε(u) функции f в точках u ∈ Λ, а в
терминах средних значений wε(u) функции w = ln f . Здесь при u ∈ Λ

fε(u) =
1

2ε

u+ε∫
u−ε

f(x) dx, wε(u) =
1

2ε

u+ε∫
u−ε

ln f(x) dx.

Мы будем предполагать,что при достаточно малом положительном
ε0 < τ/2

sup
0<ε<ε0, u∈Λ

1

2ε

u+ε∫
u−ε

| ln f(x)− lnh0(x)| dx <∞, (36)

используя также и эквивалентное условие

sup
0<ε<ε0, u∈Λ

1

2ε

u+ε∫
u−ε

| ln f(x)− α ln ε| dx <∞. (37)

Мы будем опираться на следующий результат, установленный в [8].

Лемма 3.1. Пусть спектральная плотность f удовлетворяет усло-
вию Макенхаупта и условию (36). Тогда при некоторых константах
0 < d < D и 0 < ε0 < τ/2 имеют место неравенства

d εα 6 fε(u) 6 Dεα, при u ∈ Λ, ε < ε0. (38)

Следующее утверждение следует из леммы 2.2.

Лемма 3.2. Пусть τ = τ(Λ) > 0, λ(f) 6 λ < ∞. Тогда, если
выполнены условия (36) или (37), то найдутся такие константы
0 < c(τ, r, λ) 6 C(τ, r, λ) < ∞ и T0(r, τ) > 0, зависящие только от
λ, r и τ , что при T > T0(r, τ) для преобразования Фурье ĝTu функции
gTu при ε = 1/T справедливы оценки

c(τ, r, λ)T fε(u) 6

∞∫
−∞

∣∣ĝTu(x)
∣∣2 f(x) dx 6 C(τ, r, λ)T fε(u). (39)

§4. Оценка сверху минимаксного риска.

Мы используем прием из работ [5,7,8], который заключается в сле-
дующем. Пусть оператор D = (1 + d

dt ), где 1 – тождественный опе-
ратор. На первом шаге в качестве данных, доступных статистику при
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оценивании функции

s(t) =
∑
u∈Λ

a(u) eiut,

возьмем случайный процесс Z(t) = Dn−1y(t), наблюдаемый на отрез-
ке [−T, T ]. Следует, конечно, напомнить,что функции s ∈ L (Λ; γ;L)
n раз дифференцируемы, а процесс x(t) является (n − 1) раз диффе-
ренцируемым в среднеквадратичном. Очевидно, что

dY (t) := Z(t) dt+ dZ(t) = Dns(t) dt+ dX(t),

где
dX(t) = Dn−1x(t) dt+ dDn−1x(t).

Последнее равенство (как и два предыдущих) понимается в следую-
щем смысле: для любой функции ϕ ∈ DT

T∫
−T

ϕ(t) dX(t) =

T∫
−T

ϕ(t)Dn−1x(t) dt+

T∫
−T

ϕ(t) dDn−1x(t).

Отметим, что спектральная плотность обобщенного процесса d
dt X(t)

совпадает с функцией f . Отметим также, что

dY (t) =
∑
u∈Λ

(1 + iu)n a(u) eiut + dX(t).

В качестве несмещенных оценок âu(u) коэффициентов a(u) выбира-
ются при |u| 6 m случайные величины

Yu :=
1

(1 + iu)n
1

2T

T∫
−T

gTu(t) dY (t), |u| 6 m. (40)

При |u| > m полагается âu(u) = 0. Уровень усечения m выбирается
исходя из равенства

m1+2β+2n ε1+α = 1 при ε = 1/T .

Заметим, что

Yu = a(u) +
1

(1 + iu)n
1

2T

T∫
−T

gTu(t) dX(t), (41)
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так как при u, v ∈ Λ

1

2T

T∫
−T

gTu(t) eivt dt = δu,v.

Поэтому поведение при T →∞ величин (1+u2)n E |Yu−a(u)|2 контро-
лируется с помощью неравенств (36), а поведение при T →∞ величин
fε(u) точно так же подробно описывается в (38). Поэтому, продолжая
те же выкладки, что проделаны в [5], мы приходим к нужной нам
оценке сверху для минимаксного риска

RT (L∗; ‖ · ‖L ) 6 C T−
(2β+2n)(1+α)

2β+2n+1 .

Оценка снизу минимаксного риска фактически установлена в [6]
и [7].

Автор благодарит рецензента за содержательные и весьма полезные
замечания.
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