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§1. Введение

Предположим, что функция c(x) – непрерывно дифференцируема,
и не обращается в 0. Решение задачи Коши для уравнения в частных
производных

∂u

∂t
= c(x)

∂u

∂x
, u(0, x) = ϕ(x),

может быть записано в виде

u(t, x) = ϕ(ξx(t)),

где ξx(t) является решением задачи Коши для дифференциального
уравнения

dξx = −c(ξx) dt, ξx(0) = x.

Заменим теперь в правой части оператор дифференцирования пер-
вого порядка на оператор дифференцирования второго порядка. Пред-
положим, что c(x) и a(x) – непрерывно дифференцируемые функции,
которые имеют непрерывные ограниченные производные до второго
порядка, и c(x) 6= 0 для любого x ∈ R. Тогда решение задачи Коши

∂u

∂t
=
c2(x)

2

∂2u

∂x2
+ a(x)

∂u

∂x
, u(0, x) = ϕ(x), (1)

может быть представлено в виде

u(t, x) = Eϕ(ξx(t)), (2)

где ξx(t) – диффузионный процесс, удовлетворяющий стохастическому
уравнению

dξx(t) = c(ξx(t)) dw(t) + a(ξx(t)) dt,

где w(t) – стандартный винеровский процесс (подробнее см. [7, с. 489]).
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В настоящей работе мы рассмотрим задачу Коши для эволюцион-
ного уравнения с оператором дифференцирования шестого порядка в
правой части

∂u

∂t
= Lu, u(0, x) = ϕ(x), (3)

где

L =
c6(x)

6!

d6

dx6
.

Предположим, что функция c(x) непрерывна, и выполнено

0 < c1 6 c(x) 6 c2 <∞, (4)

а начальная функция ϕ ∈ L2(R).
Аналогичное (2) представление решения задачи Коши (3) написать

невозможно, так как нетрудно показать, что если для решения эволю-
ционного уравнения справедливо представление (2) с некоторым слу-
чайным процессом, то генератор L соответствующей полугруппы дол-
жен удовлетворять принципу максимума. То есть, если функция ϕ до-
стигает в точке x0 абсолютного максимума, то необходимо Lϕ(x0) 6 0.
Операторы дифференцирования порядка больше двух этому условию
очевидным образом не удовлетворяют.

В литературе рассматривался вопрос обобщения представления (2)
на случай оператора дифференцирования высокого порядка. Напри-
мер, в работах [2] и [3] строилось представление решения задачи Коши
(при c(x) = 1) в рамках теории псевдопроцессов. Теория псевдопроцес-
сов является формальным обобщением теории стохастических процес-
сов. Каждый псевдопроцесс определяется некоторым псевдодиффе-
ренциальным оператором, который задает конечно-аддитивную меру
на алгебре цилиндрических множеств. Эта мера не может быть про-
должена на σ-алгебру, порожденную цилиндрическими множествами
(см. [8]).

Другой подход был предложен в работе [6]. Для случая, когда
c(x) = 1, были построены две вероятностные аппроксимации решения
задачи Коши. В первом случае решение аппроксимировалось средни-
ми значениями функционалов от пуассоновского точечного поля, а во
втором случае – средними значениями функционалов от сумм незави-
симых неотрицательных одинаково распределенных случайных вели-
чин с конечным моментом порядка 7.

В настоящей работе мы обобщим предложенный подход на случай,
когда в правой части эволюционного уравнения содержится оператор
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L = c6(x)
6!

d6

dx6 . Так как нам будет удобнее использовать симметричные
случайные величины, в §2 мы приведем аналогичный работе [6] ре-
зультат, в котором вероятностная аппроксимация строится на основе
функционалов от сумм независимых одинаково распределенных сим-
метричных случайных величин, с доказательством. В §3 мы построим
аналогичную аппроксимацию решения задачи Коши для эволюцион-
ного уравнения уже с произвольной непрерывной функцией c(x), удо-
влетворяющей (4).

§2. Случай c(x) = 1

Через L2(R) будем обозначать пространство квадратично интегри-
руемых функций на R, а через W k

2 (R) будем обозначать простран-
ство Соболева функций наR, имеющих k квадратично интегрируемых
обобщенных производных. Нам будет удобно на этом пространстве ис-
пользовать норму, эквивалентную стандартной (см. [9, с. 190]), вида

‖f‖2Wk
2 (R) =

∫
R

(1 + |p|2k)|f̂(p)|2 dp,

где через f̂(p) обозначено преобразование Фурье функции f , которое
мы определяем как

f̂(p) =

∫
R

eipxf(x) dx,

соответственно обратное преобразование Фурье будем определять как

f(x) =
1

2π

∫
R

e−ipxf̂(p) dp.

Через C∞b (R) будем обозначать пространство бесконечно диффе-
ренцируемых функций на R, ограниченных вместе со всеми производ-
ными.

Пусть {ξj}∞j=1 – последовательность независимых одинаково рас-
пределенных симметричных случайных величин. Обозначим через P
распределение случайной величины ξ1. Предположим, что у случай-
ной величины ξ1 существуют моменты µk до 8 порядка и

µ6 =

∫
R

y6dP(y) = 1.
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Через ηn(t), t ∈ [0,∞), обозначим независимый от последовательно-
сти {ξj} пуассоновский процесс с интенсивностью n. Для k = 0, 1, . . .
справедливо

P(ηn(t) = k) = e−nt
(nt)k

k!
.

Рассмотрим случайный процесс ζn(t), t ∈ [0, T ], где

ζn(t) =
1

n1/6

ηn(t)∑
j=1

ξj . (5)

Несложно заметить, что перейти в (5) к пределу при n→∞ невоз-
можно, поэтому нам потребуется некоторая регуляризация.

Для натуральных n определим функцию

un(t, x) = E
[
(ϕ ∗ κtn)(x− ζn(t))

]
,

где функция κtn(x) определяется своим преобразованием Фурье

κ̂tn(p) = exp
(
− nt

(µ2(ip)
2

2!n1/3
+
µ4(ip)

4

4!n2/3
))
.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть ϕ ∈ W 8
2 (R). Существует такая константа

C > 0, что справедливо неравенство

‖un(t, ·)− u(t, ·)‖L2(R) 6
Ct

n1/3
‖ϕ‖W 8

2 (R).

Доказательство. Для доказательства теоремы воспользуемся извес-
тной формулой теории возмущений. Именно, пусть A – оператор в
некотором гильбертовом пространстве, такой что существует ограни-
ченная (t > 0) операторная полугруппа etA. Пусть B – некоторое воз-
мущение оператора A, такое что полугруппа et(A+B) также ограниче-
на. Тогда справедливо следующее равенство (см. [5, глава IX, §2, п. 1,
с. 614])

et(A+B) − etA =

t∫
0

eτ(A+B)Be(t−τ)Adτ. (6)
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Пусть A = 1
6!

d6

dx6 , а оператор A + B определяется для ψ ∈ C∞b (R)
следующим образом

(A+B)ψ(x)

=n

∫
R

(
ψ
(
x+

y

n1/6
)
− ψ(x)− ψ(2)(x)

y2

2!n1/3
− ψ(4)(x)

y4

4!n2/3

)
dP(y).

Заметим, что для любого k ∈ N справедливо неравенство

‖etA‖Wk
2 (R)→Wk

2 (R) 6 1. (7)

Вычислим преобразование Фурье функции Bϕ(x). Получим

B̂ϕ(p)= ϕ̂(p) ·n
∫
R

(
exp

( ipy
n1/6

)
−1− (ipy)2

2!n1/3
− (ipy)4

4!n2/3

)
dP(y)− (ip)6

6!
ϕ̂(p)

= ϕ̂(p)·n
∫
R

(
exp

( ipy
n1/6

)
−1− (ipy)2

2!n1/3
− (ipy)4

4!n2/3
− (ipy)6

6!n

)
dP(y).

Заметим, что

|B̂ϕ(p)| 6 C|ϕ̂(p)| p
8

n1/3
,

откуда следует, что

‖B‖W 8
2 (R)→L2(R) 6

C

n1/3
. (8)

Осталось заметить, что

‖et(A+B)‖L2(R)→L2(R) 6 1, (9)

так как для всех z ∈ R справедливо неравенство

cos z − 1 +
z2

2!
− z4

4!
6 0.

Утверждение теоремы вытекает из (7), (8) и (9). �

Следствие 2.2. Для любой ϕ ∈ L2(R) и t > 0 выполнено

‖un(t, ·)− u(t, ·)‖L2(R) −→
n→∞

0.
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§3. Общий случай

Теперь построим вероятностную аппроксимацию для решения зада-
чи Коши (3) в случае, когда c(x) – непрерывная функция и выполнено
условие (4). Мы частично будем использовать идеи, предложенные в
работе [4] для построения вероятностной аппроксимации решения за-
дачи Коши (1) для комплекснозначной c(x).

ДляM > 0 через PWM (R) ⊂ L2(R) обозначим пространство Пэли–
Винера, состоящее из функций класса L2(R), преобразование Фурье
которых принимает значение 0 вне интервала [−M,M ] (подробнее см.
[1, с. 43]). Для M > 0 через PM будем обозначать проектор в L2(R) на
пространство Пэли–Винера. Для f ∈ L2(R) справедливо

PMf = f ∗DM ,

где DM – ядро Дирихле

DM (x) =
sinMx

πx
.

Пусть ξ1, ξ2, . . . – последовательность независимых одинаково рас-
пределенных ограниченных случайных величин с симметричным рас-
пределением P. Как и ранее, предположим, что

E ξ61 =

+∞∫
−∞

y6 dP(y) = 1.

Через ηn(t) обозначим независимый от {ξj}∞j=1 пуассоновский про-
цесс с параметром n. Напомним, что траектории процесса Пуассона
являются кусочно-постоянными, непрерывными справа, неубывающи-
ми функциями со скачками равными единице почти наверное, а вре-
мена между скачками являются независимыми случайными величи-
нами и имеют экспоненциальное распределение с параметром n. Че-
рез t1, t2, . . . , tk обозначим моменты скачков процесса ηn(t) до момента
времени t.

Определим процесс ζxn(t) следующим образом:

ζxn(t) =



x, t ∈ [0, t1),

x+ c(x) ξ1
n1/6 , t ∈ [t1, t2),

ζxn(t2−) + c(ζxn(t2−))
ξ2
n1/6 , t ∈ [t2, t3),

. . .

ζxn(tk−) + c(ζxn(tk−))
ξk
n1/6 , t ∈ [tk, t).
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Заметим, что траектории построенного процесса ζxn(t) являются ку-
сочно-постоянными, непрерывными справа функциями со скачками

c(ζxn(tk−))
ξk
n1/6

в моменты времени скачков пуассоновского процесса ηn(t).
Заметим, что в случае, когда c(x) = 1, построенный процесс ζxn(t)

является сложным пуассоновским процессом. В этом случае

ζxn(t) = x+
1

n1/6

ηn(t)∑
j=1

ξj ,

и именно этот процесс мы использовали в §2. Как и в §2, построенная
последовательность процессов ζxn(t) не имеет предела при n→∞, по-
этому нам снова потребуется некоторая регуляризация. В отличие от
предыдущего случая, когда оператор регуляризации зависел только
от конечного значения процесса ζn(t), теперь оператор регуляризации
будет зависеть от траектории процесса ζxn(t). Именно, оператор регуля-
ризации будет зависеть от моментов скачков пуассоновского процесса
и размера скачков нашего процесса ζxn(t).

Для удобства введем две вспомогательные последовательности
{xj}∞j=1 и {yj}∞j=0. Положим

y0 = x,

y1 = x+ c(x)x1 = y0 + c(y0)x1,

. . .

yk = yk−1 + c(yk−1)xk.

(10)

Определим оператор регуляризации R, полагая для ϕ ∈ C∞b (R)

Rϕ(y) = ϕ(y)−
5∑
j=1

ϕ(j)(0)
yj

j!
.

Для каждого фиксированного M > 0 построим последовательность
функций {Rkfk}∞k=0, Rkfk = [Rkfk](x, x1, . . . , xk). Данная последова-
тельность функций зависит также от переменной M , но для упроще-
ния обозначений мы опустим этот индекс в обозначениях. Пусть

fk = fk(x, x1, . . . , xk) = ϕ(yk), (11)

где yk определено формулой (10). Сначала свернем функцию ϕ(yk) с
ядром Дирихле DM по переменной yk. Далее выразим yk как yk−1 + z
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и подействуем оператором регуляризации R по переменной z, после
чего подставим вместо z = c(yk−1)xk. Полученная функция зависит
от переменных yk−1, xk. На следующем шаге мы свернем полученную
функцию с ядром Дирихле DM по переменной yk−1. Далее выразим
yk−1 как yk−2+ z и подействуем оператором регуляризации R по пере-
менной z, после чего подставим вместо z = c(yk−2)xk−1. Полученная
функция зависит теперь от переменных yk−2, xk−1, xk. Далее, повто-
ряем то же самое, пока не получим функцию, зависящую от перемен-
ных y1, x2, . . . , xk. На последнем шаге свернем полученную функцию
с ядром Дирихле DM по переменной y1. Далее выразим y1 как x+ z и
подействуем оператором регуляризации R по переменной z, после чего
подставим вместо z = c(x)x1. Наконец, свернем полученную функцию
с ядром Дирихле DM по переменной x.

Описанную процедуру можно записать в виде последовательного
применения нескольких операторов. Именно, для любого k = 1, 2, . . .
справедливо

[Rkfk](x, x1, . . . , xk)

= [P xMG
1P y1M . . . P

yk−2

M Gk−1P
yk−1

M GkP ykM ϕ](x, x1, . . . , xk),

где набор операторов Gl, l = 1, . . . , k, определяется следующим обра-
зом: для достаточно гладкой функции (по первому аргументу)
ψ(yl, xl+1, . . . , xk) положим

[Glψ](yl−1, xl, xl+1, . . . , xk) = Rzψ(yl−1 + z, xl+1, . . . , xk)
∣∣
z=c(yl−1)xl

.

Верхний индекс z у операторов P zM и Rz означает действие этого опе-
ратора по переменной z.

Лемма 3.1. Последовательность функций {Rkfk}∞k=0 при любом
фиксированном x удовлетворяет условию согласования

[Rkfk](x, x1, . . . , xk−1, 0) = [Rk−1fk−1](x, x1, . . . , xk−1).

Доказательство. Положим xk = 0. Тогда yk = yk−1 и

[GkP ykM ϕ](yk−1, 0) = [P ykM ϕ](yk−1),

а дальше мы снова применяем оператор PM по переменной yk−1. Но
оператор PM – это проектор, поэтому (PM )2 – это тождественный опе-
ратор. �
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Пусть процесс ζxn(t) имеет k скачков до момента времени t. Для
ϕ ∈ PWM (R) определим

[Rϕ](ζxn(t)) = [Rkfk]
(
x,

ξ1
n1/6

, . . . ,
ξk
n1/6

)
,

где fk определяется (11).
Далее определим оператор P tn,M , полагая для ϕ ∈ PWM (R)

P tn,Mϕ(x) = E [Rϕ](ζxn(t)).

Лемма 3.2. Операторы P tn,M образуют однопараметрическую полу-
группу

P t+sn,M = P tn,MP
s
n,M

с генератором PMLnPM , где для ψ ∈ C∞b (R) справедливо

Lnψ(x) = n

+∞∫
−∞

(
ψ(x+ c(x)

y

n1/6
)− ψ(x)−

5∑
k=1

ψk(x)
ck(x)yk

k! nk/6

)
dP(y).

Доказательство. Пусть до момента времени t у процесса ηn(t) про-
изошло k скачков, и между моментами времени t и t+ s произошло l
скачков.

Заметим, что по построению

[Rk+lfk+l](x, x1, . . . , xk+l)

= [P xMG
1P y1M . . . P

yk+l−1

M Gk+lP
yk+l

M ϕ](x, x1, . . . , xk+l)

= [P xMG
1P y1M . . . P

yk−1

M GkP ykM ψ](x, x1, . . . , xk+l),

где ψ(yk, xk+1, . . . , xk+l) = [Rlfl](yk, xk+1, . . . , xk+l). Отсюда следует,
что

[Rk+lfk+l](x, x1, . . . , xk+l) = [Rk[Rlfl]](x, x1, . . . , xk+l).

Тогда

P t+sn,Mϕ(x) = E [Rϕ](ζxn(t+ s)) = E
(
[Rk+lfk+l]

(
x,

ξ1
n1/6

, . . . ,
ξk+l
n1/6

))
= E

(
[Rk[Rlfl]]

(
x,

ξ1
n1/6

, . . . ,
ξk+l
n1/6

))
= P tn,MP

s
n,Mϕ(x),

так как случайные величины {ξk}∞k=1 независимы в совокупности.



О ВЕРОЯТНОСТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ РЕШЕНИЯ 209

Далее вычислим генератор P tn,M . Пусть ψ ∈ PWM (R). При t → 0
выполнено

P tn,Mψ(x) = e−ntψ(x) + nt e−ntE
(
[P xMG

1P y1M ψ]
(
x,

ξ1
n1/6

))
+ o(t)

= ψ(x) + ntPMLnPMψ(x) + o(t),

где

Lnψ(x)=n
+∞∫
−∞

(
ψ(x+ c(x)

y

n1/6
)− ψ(x)−

5∑
k=1

ψk(x)
ck(x)yk

k! nk/6

)
dP(y). �

Заметим, что из леммы 3.2 следует, что для M > 0 функция
un,M (t, x) = P tn,Mϕ(x), ϕ ∈ PWM (R), является решением задачи Коши

∂u

∂t
= PMLnPM u, u(0, x) = ϕ(x). (12)

Рассмотрим пространство L2(R, l) с весовым скалярным произведе-
нием

(f, g)L2(R,l) =

+∞∫
−∞

f(x) g(x) l(x) dx,

где

l(x) =
6!

c6(x)
.

Так как 0 < c1 6 c(x) 6 c2 <∞, то существуют такие положительные
числа γ1, γ2, что норма в пространстве L2(R) и ”весовая” норма в
пространстве L2(R, l) эквивалентны друг другу:

γ1‖u‖L2(R) 6 ‖u‖L2(R,l) 6 γ2‖u‖L2(R). (13)

Лемма 3.3. Для любого k ∈ N ∪ {0} справедливо

sup
t>0
‖etL‖W 6k

2 (R)→W 6k
2 (R) <∞.

Доказательство. Заметим, что для любой функции ϕ ∈W 3
2 (R) спра-

ведливо

(Lϕ,ϕ)L2(R,l) =

+∞∫
−∞

c6(x)

6!
ϕ(6)(x)ϕ(x) l(x) dx = −

+∞∫
−∞

|ϕ(3)(x)|2 dx

= (ϕ,Lϕ)L2(R,l),
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откуда следует, что оператор L является самосопряженным неположи-
тельным оператором в пространстве L2(R, l). Тогда для t > 0

‖etLf‖L2(R,l) 6 ‖f‖L2(R,l),

а значит
‖etL‖L2(R)→L2(R) 6

γ2
γ1
,

где γ1, γ2 определены (13).
Так как операторы L и etL коммутируют, то для любой функции

f ∈W 6k
2 (R) имеем

‖LketLf‖L2(R,l) = ‖e
tLLkf‖L2(R,l) 6 ‖L

kf‖L2(R,l) 6 γ2‖L
kf‖L2(R).

Тогда для любой функции f ∈W 6k
2 (R) выполнено

|etLf |2 6 C|f |2,

где норма
|f |2 = ‖f‖2L2(R) + ‖L

kf‖2L2(R)

эквивалента стандартной норме в классе Соболева (см. [9, с. 190]). �

Лемма 3.4. Для любого k > 2 справедливо

‖L − PMLnPM‖W 6k
2 (R)→L2(R) 6

C1

n1/3
exp

(C2M

n1/6
)
.

Доказательство. Пусть ϕ ∈W 6k
2 (R), k > 2. Представим

‖
(
L − PMLnPM

)
ϕ‖L2(R)

= ‖
(
L − PMLPM + PMLPM − PMLnPM

)
ϕ‖L2(R)

6 ‖
(
L − PMLPM

)
ϕ‖L2(R) + ‖

(
PMLPM − PMLnPM

)
ϕ‖L2(R).

Для первого слагаемого справедливо

‖
(
L − PMLPM

)
ϕ‖L2(R)

6 ‖
(
L − PML

)
ϕ‖L2(R) + ‖

(
PML − PMLPM

)
ϕ‖L2(R)

6
‖Lϕ‖W 6k−6

2 (R)

M6k−6 +
‖L(I − PM )ϕ‖W 6k−6

2 (R)

M6k−6 6
C‖ϕ‖W 6k

2 (R)

M6k−6 .
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Пусть ϕ ∈W 6k
2 (R), k > 2. Обозначим ϕM (x) = PMϕ(x). Имеем

LnPMϕ(x) = n

+∞∫
−∞

(
ϕM
(
x+ c(x)

y

n1/6
)
−

5∑
k=0

ϕ
(k)
M (x)

ck(x)yk

k! nk/6

)
dP(y)

= n

∞∑
k=6

ϕ
(k)
M (x)

ck(x)

k! nk/6

+∞∫
−∞

ykdP(y).

Из симметричности распределения P и условия
+∞∫
−∞

y6 dP(y) = 1

следует, что

‖(Ln − L)PMϕ‖L2(R) =
∥∥∥n ∞∑

k=8

ϕ
(k)
M (x)

ck(x)

k! nk/6

+∞∫
−∞

yk dP(y)
∥∥∥
L2(R)

6
C1

n2/6
‖ϕ‖W 8

2 (R) exp
(C2M

n1/6

)
.

Осталось заметить, что если ϕ ∈W 6k
2 (R), k > 2, то

‖ϕ‖W 8
2 (R) 6 ‖ϕ‖W 6k

2 (R),

откуда следует утверждение леммы. �

Лемма 3.5. Для любого t > 0 справедливо

‖etPMLnPM ‖L2(R)→L2(R) 6
γ2
γ1
e
t

(
M8C1

n1/3
exp
(

C2M

n1/6

))
.

Доказательство. Представим

etPMLnPM = et(PMLPM+PMLnPM−PMLPM ).

Оператор PMLPM в пространстве L2(R, l) является неположитель-
ным самосопряженным оператором, и для t > 0 справедливо

‖etPMLPM ‖L2(R,l)→L2(R,l) 6 1.

Оператор PM (Ln−L)PM является ограниченным оператором в про-
странстве L2(R, l), и для ϕ ∈ L2(R, l) справедливо

‖PM (Ln − L)PMϕ‖L2(R,l) 6 ‖ϕM‖L2(R,l)
C1M

8

n2/6
exp

(C2M

n1/6

)
.
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Из теоремы 2.1 ([5, глава IX, §2, п. 1, с. 614]) следует, что оператор
PMLPM + PM (Ln −L)PM порождает квазиограниченную полугруппу
и для любого t > 0 справедливо

‖etPMLnPM ‖L2(R,l)→L2(R,l) 6 e
t

(
M8C1

n1/3
exp
(

C2M

n1/6

))
. �

Через u(t, x) обозначим решение задачи Коши (3), а через un,M (t, x)
– решение задачи Коши (12).

Теорема 3.6. Пусть M =M(n) = n1/24 и ϕ ∈W 6k
2 (R), k > 2. Тогда

‖un,M (t, · )− u(t, · )‖L2(R) 6
γ2
γ1

(
n−k/4 + C3tn

−1/3et C4

)
‖ϕ‖W 6k

2 (R).

Доказательство. Заметим, что

‖un,M (t, · )− u(t, · )‖L2(R)

6 ‖un,M (t, · )− uM (t, · )‖L2(R) + ‖uM (t, · )− u(t, · )‖L2(R),

где uM (t, x) является решением задачи Коши

∂u

∂t
= Lu, u(0, x) = ϕM (x).

Для второго слагаемого справедлива оценка

‖uM (t, · )− u(t, · )‖L2(R) 6
γ2
γ1

‖ϕ‖W 6k
2 (R)

M6k
.

Для оценки первого слагаемого воспользуемся формулой теории
возмущений (6). В нашем случае A + B = PMLnPM и A = L. Тогда,
используя леммы 3.3, 3.4 и 3.5, имеем

‖un,M (t, ·)−uM (t, ·)‖L2(R)6
Cγ2t

γ1n1/3
e
t

(
M8C1

n1/3
exp
(

C2M

n1/6

))
e

C2M

n1/6 ‖ϕM‖W 6k
2 (R).

Тогда

‖un,M (t, · )− u(t, · )‖L2(R) 6
γ2
γ1

(
n−k/4 + C3tn

−1/3et C4

)
‖ϕ‖W 6k

2 (R). �

Следствие 3.7. Пусть M =M(n) = n1/24 и ϕ ∈ L2(R). Тогда

‖un,M (t, · )− u(t, · )‖L2(R) −→
n→∞

0.
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