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§1. Якобиевы ветвящиеся случайные блуждания

В настоящей работе изучается процесс ветвящегося случайного
блуждания по Z+ = {0, 1, 2, . . . }. Под случайным блужданием в дан-
ном случае понимается однородный марковский процесс на фазовом
пространстве Z+ с непрерывным временем t. Такой процесс задается
своей матрицей переходных интенсивностей A =

(
a(n,m)

)
n,m∈Z+

(см.,
например, [5]), на которую мы накладываем условия:

A1. a(n,m) = 0 при |n−m| > 2;

A2. a(n,m) > 0 при |n−m| = 1, a(n, n) < 0 и∑
m∈Z+

a(n,m) = a(n, n− 1) + a(n, n) + a(n, n+ 1) = 0

(в последней формуле мы используем соглашение a(0,−1) = 0);

A3. a(n,m) = a(m,n).

Условия А1 и А2 означают, что частица может переходить только
в соседние точки Z+, то есть при каждой смене положения частицы
ее координата изменяется на единицу, и при старте из любого состо-
яния n ∈ Z+ любое состояние m ∈ Z+ достижимо, то есть случайное
блуждание является неприводимым.

Ключевые слова: марковский ветвящийся процесс, ветвящиеся случайные
блуждания, матрицы Якоби, ортогональные многочлены.
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Опишем сначала процесс случайного блуждания, отвечающий мат-
рице A. Для этого введем и зафиксируем последовательность {γk}∞k=0

положительных чисел и последовательность {τk}∞k=0 независимых слу-
чайных величин, таких что при каждом k ∈ Z+ величина τk имеет
экспоненциальное распределение с параметром 1

γk
. Случайную вели-

чину τk мы интерпретируем как время, которое частица, находящаяся
в точке k, проведет там до смены состояния. Если частица находилась
в точке k, то после смены состояния независимым образом генериру-
ется новая случайная величина τk.

Через γ обозначим матрицу

γ = diag(γ0, γ1, γ2, γ3, . . . ) =


γ0 0 0 0 . . .
0 γ1 0 0 . . .
0 0 γ2 0 . . .
0 0 0 γ3 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 , (1)

где γk > 0 для всех k ∈ Z+.
Пусть I = diag(1, 1, 1, 1, . . . ) — единичная матрица. Выберем и за-

фиксируем последовательность {γk}∞k=0 таким образом, чтобы матри-
ца
P = γA+ I

=


γ0a(0, 0)+1 γ0a(0, 1) 0 0 . . .
γ1a(1, 0) γ1a(1, 1)+1 γ1a(1, 2) 0 . . .

0 γ2a(2, 1) γ2a(2, 2)+1 γ2a(2, 3) . . .
0 0 γ3a(3, 2) γ3a(3, 3)+1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 (2)

была стохастической матрицей, что в силу условия А2 означает, что
на диагонали у нее стоят неотрицательные числа. Это можно сделать
не единственным способом. В качестве γk можно взять любое число,
удовлетворяющее неравенству

0 < γk 6 −
1

a(k, k)
.

Для n ∈ Z+ по матрице P и последовательности {τk}∞k=0 построим
марковский процесс ξn(t) с начальным условием ξn(0) = n, который
мы интерпретируем как движение частицы по Z+. Попадая в точку
m ∈ Z+ \ {0}, частица находится там экспоненциальное время τm,
после чего совершает переход в соответствии с матрицей P , то есть с
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вероятностью γm a(m,m− 1) переходит в точку m− 1, с вероятностью
γm a(m,m) + 1 остается в точке m и с вероятностью γm a(m,m + 1)
переходит в точку m + 1. Попадая в точку m = 0, частица находится
там экспоненциальное время τ0, после чего с вероятностью γ0 a(0, 0)+1
остается в нуле и с вероятностью γ0 a(0, 1) переходит в точку 1.

Марковское семейство ξn(t) стандартным образом определяет полу-
группу операторов

P t0 : `2(Z+)→ `2(Z+), t > 0,

где оператор P t0 действует на функцию ϕ ∈ `2(Z+) как

[P t0ϕ](n) = Eϕ
(
ξn(t)

)
. (3)

В работе [7] показано, что генератор A данной полугруппы

[Aϕ](n) =
∑
m∈Z+

a(n,m)ϕ(m)

= a(n, n− 1)ϕ(n− 1) + a(n, n)ϕ(n) + a(n, n+ 1)ϕ(n+ 1)

есть оператор, задаваемый матрицей A в стандартном базисе в `2(Z+)
(напомним, что мы используем соглашение a(0,−1) = 0).

Для описания ветвящегося случайного блуждания добавим к слу-
чайному блужданию механизм ветвления. Будем предполагать, что
источники ветвления находятся во всех точках Z+, причем ветвле-
ния отдельной частицы в любой точке происходят через независимые
экспоненциально распределенные времена с параметром 1. В таком
случае источник ветвления, находящийся в точке n ∈ Z+, однозначно
описывается последовательностью коэффициентов {dk(n)}∞k=0, удовле-
творяющих условиям

d1(n) 6 0, dk(n) > 0 при k 6= 1 и
∞∑
k=0

dk(n) = 0.

Данная последовательность коэффициентов однозначно определя-
ется своей инфинитезимальной производящей функцией

κ(n, u) =
∞∑
k=0

dk(n)u
k, u ∈ [0, 1], n ∈ Z+.

Размножение и гибель частиц в источнике ветвления в каждой точ-
ке n ∈ Z+ задается процессом Гальтона–Ватсона, где dk(n) – интен-
сивность деления на k потомков.
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Введем последовательность {β(n)}∞n=0 интенсивностей источников.
По определению β(n) = κ′(n, 1) =

∑∞
k=1 k dk(n).

Процесс ветвления предполагается независимым от процесса блуж-
дания.

Таким образом, каждая частица, находящаяся в момент времени t в
некоторой точке n ∈ Z+, может независимо от остальных частиц в си-
стеме за малое время h перейти с вероятностью p(h, n,m) = a(n,m)h+
o(h) в точку m 6= n, или произвести k 6= 1 потомков, находящихся в
этой же точке n, с вероятностью pk(h, n) = dk(n)h + o(h), или сохра-
ниться (то есть никаких изменений не произойдет) с вероятностью

1−
∑

m∈Z+\{n}

a(n,m)h−
∑

k∈Z+\{1}

dk(n)h+ o(h).

Отметим, что в литературе такие процессы также носят название
однородных марковских ветвящихся процессов на фазовом простран-
стве Z+ (см. [6, глава V, §3]), но мы, следуя [13], будем называть их
ветвящимися случайными блужданиями. Учитывая специфику нашей
задачи (матрица A является трехдиагональной), будем называть дан-
ные процессы якобиевыми ветвящимися случайными блужданиями.

Обозначим через Xn(t), t > 0, процесс, задаваемый оператором A
и производящей функцией κ(n, u), с условием Xn(0) = δn того, что в
момент времени t = 0 в системе имеется ровно одна частица, находя-
щаяся в точке n ∈ Z+, где δn – дельта-мера в точке n. Как и в [12],
процесс Xn(t) мы далее будем рассматривать как марковский процесс,
принимающий значения в пространствеM всех конечных целочислен-
ных мер на Z+. Всякий элемент M ∈M имеет вид

M =

k∑
j=1

δmj
, (4)

где k ∈ N ∪ {0} и mj ∈ Z+. Важно отметить, что в представлении
(4) точки mj не обязательно различны, что соответствует тому, что
в одной точке Z+ может находиться несколько частиц одновременно,
и отличаются находящиеся в одной точке частицы только своими но-
мерами в списке частиц {m1,m2, . . . ,mk}. Другими словами, каждое
mj соответствует отдельной частице, которую мы кодируем занятой ей
точкой mj и ее номером j в списке. Так как далее мы будем рассмат-
ривать только cимметрические функции от Xn(t), конкретный выбор
нумерации частиц не играет роли. Для M ∈ M символом {M} будем
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обозначать множество всех частиц, это множество мы будем записы-
вать как

{M} = {m1,m2, . . . ,mk}, (5)
причем в этом представлении каждая точка Z+ может встречаться
несколько раз, что соответствует тому, что в этой точке находится
несколько частиц.

Итак, ветвящееся случайное блуждание Xn(t) мы рассматриваем
как M-значный марковский случайный процесс, определяемый усло-
вием того, что в начальный момент времени имеется единственная
частица в точке n ∈ Z+. Нас будет интересовать величина, равная
среднему числу частиц Nn(t,m) в некоторой точке m ∈ Z+ в момент
времени t > 0, а также асимптотическое поведение этой величины при
t→ +∞.

В работах автора [7] и [8] было показано, что исследование величин
Nn(t,m) связано с исследованием спектра некоторой матрицы Якоби.
В работе [9] была рассмотрена похожая модель, в которой нуль явля-
ется поглощающим состоянием, то есть при попадании частицы в нуль
она погибает там с единичной вероятностью.

В упомянутых работах были получены точные значения для вели-
чин Nn(t,m), а далее эти результаты были применены к некоторым
конкретным моделям, для которых величины Nn(t,m) были выраже-
ны в терминах специальных функций, а также было исследовано их
асимптотическое поведение при t → +∞. В работе [10] исследовано
асимптотическое поведение среднего значения функционалов от слу-
чайного поля частиц, задаваемого ветвящимся случайным блуждани-
ем. В качестве примера получена формула для ковариации числа ча-
стиц якобиево ветвящегося случайного блуждания. Результат приме-
нен к модели, связанной с многочленами Чебышёва II рода.

Настоящая работа имеет аналогичную структуру. Как и в [7,8], нуль
является отражающим состоянием. Однако здесь мы рассмотрим при-
меры, связанные с многочленами, которые ортонормированы по дис-
кретной мере.

Для каждых t > 0, n ∈ Z+ и ϕ ∈ `2(Z+) определим случайную
величину It,n(ϕ), полагая

It,n(ϕ) =
∑

m∈{Xn(t)}

ϕ(m) =

∫
Z+

ϕdXn(t). (6)

По определению I0,n(ϕ) = ϕ(n).
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Для каждого t > 0 определим оператор P t, который действует на
ϕ ∈ `2(Z+) как

[P tϕ](n) = E It,n(ϕ). (7)
Определим диагональный оператор B, задаваемый в стандартном

базисе в `2(Z+) матрицей
β(0) 0 0 . . .
0 β(1) 0 . . .
0 0 β(2) . . .
. . . . . . . . . . . .

 .

В работе [7] доказаны следующие две леммы, которые мы будем ис-
пользовать. Важно отметить, что доказательство этих лемм не требует
равномерной ограниченности элементов матриц.

Лемма 1. Семейство операторов P t является полугруппой, то есть
для всех s, t > 0 справедливо соотношение

P t+s = P tP s.

Лемма 2. Генератор полугруппы P t есть оператор A + B, то есть
для всех ϕ ∈ `2(Z+), n ∈ Z+ справедливо

lim
t→0+

[P tϕ](n)− ϕ(n)
t

= [Aϕ](n) + β(n)ϕ(n).

Заметим, что утверждение леммы 2 эквивалентно операторному
тождеству (см., например, [4, глава 8, §2])

P t = etH, где H = A+ B,
где оператор A отвечает блужданию, а диагональный оператор B от-
вечает ветвлению.

В нашей модели оператор H в стандартном базисе в `2(Z+) задается
матрицей Якоби

H =


a0 b0 0 0 . . .
b0 a1 b1 0 . . .
0 b1 a2 b2 . . .
0 0 b2 a3 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 , (8)

где последовательности {ak}, {bk} для всех k ∈ Z+ определяются ра-
венствами

ak = a(k, k) + β(k), bk = a(k, k + 1) = a(k + 1, k) > 0.
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Важно отметить (и далее мы будем это использовать), что верно
и обратное, всякая матрица H вида (8) с условием bk > 0 для всех
k ∈ Z+ может быть однозначно представлена в виде суммы матриц,
отвечающих операторам блуждания и ветвления, именно,

H =


−b0 b0 0 . . .
b0 −(b0 + b1) b1 . . .
0 b1 −(b1 + b2) . . .
. . . . . . . . . . . .



+


a0 + b0 0 0 . . .

0 a1 + b0 + b1 0 . . .
0 0 a2 + b1 + b2 . . .
. . . . . . . . . . . .

 . (9)

Оператор H является симметричным, но не обязательно ограничен-
ным.

Теорема 1. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, – якобиево ветвящееся случай-
ное блуждание по Z+, соответствующая ему матрица H задается
формулой (8), а оператор H является самосопряженным оператором
в `2(Z+). Тогда для среднего числа частиц Nn(t,m) в точке m ∈ Z+

в момент времени t > 0 справедливо равенство

Nn(t,m) =

∫
R

etλPm(λ)Pn(λ) ρ(dλ). (10)

Случаю ограниченного оператора посвящена работа [7]. В продол-
жение представленных там примеров (многочлены Чебышёва II рода,
многочлены Чебышёва I рода и многочлены Лежандра) рассмотрим
примеры с неограниченными операторами, матрицам которых соот-
ветствуют классические ортогональные многочлены.

§2. Примеры

Для исследуемых ниже примеров необходимы некоторые сведения
о специальных функциях (см. подробнее, например, [2]). Гипергеомет-
рическим рядом будем называть

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;x) =

∞∑
k=0

(a1)k · · · (ap)k
(b1)k · · · (bq)k

·
xk

k!
, (11)
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где (a)n обозначает символ Похгаммера (восходящий факториал), оп-
ределенный равенством

(a)k = a(a+ 1) · · · (a+ k − 1), k ∈ N; (a)0 = 1,

a – любое действительное или комплексное число.
Здесь bj не могут быть отрицательными целыми числами или ну-

лем, поскольку это привело бы к обращению в нуль знаменателя. Ряд
обрывается (то есть становится конечной или пустой суммой), если
хотя бы одно из aj является целым отрицательным числом или нулем.

Один из примеров гипергеометрического ряда – гипергеометриче-
ская функция Гаусса

2F1(a, b; c) =

∞∑
k=0

(a)k(b)k

(c)k
·
xk

k!
, |x| < 1.

Ряд (11) сходится абсолютно при всех x, если p 6 q, и для |x| < 1,
если p = q + 1, и расходится для всех x 6= 0, если p > q + 1 и ряд не
обрывается (см. [2], глава 2).

Через Ckn, как обычно, будем обозначать биномиальные коэффици-
енты

Ckn =
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

(−1)k(−n)k
k!

.

В настоящей работе будут рассмотрены модели ветвящихся случай-
ных блужданий, связанных с многочленами Кравчука, Мейкснера и
Пуассона–Шарлье. Ранее данные многочлены использовались в рабо-
те [1] для исследования процессов рождения-гибели.

2.1. Многочлены Кравчука. Рассмотрим оператор Hp,N , который
в стандартном базисе в RN+1, N > 0, задается матрицей

Hp,N =


0q +Np

√
1(N−0)pq 0 . . . 0 0√

1(N−0)pq 1q+(N−1)p
√

2(N−1)pq . . . 0 0

0
√

2(N−1)pq 2q+(N−2)p . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . .
√
N1pq Nq+0p

 ,

(12)
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где p, q ∈ (0, 1), p+ q = 1. При p = q = 1
2 матрица (12) имеет вид

H 1
2 ,N

=
1

2


N

√
1N 0 . . . 0 0√

1N N
√
2(N − 1) . . . 0 0

0
√
2(N − 1) N . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . .
√
N N

 .

Теорема 2. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, – якобиево ветвящееся слу-
чайное блуждание по {0, 1, 2, . . . , N}, соответствующая ему матри-
ца Hp,N задается формулой (12). Тогда для среднего числа частиц
Nn(t,m) в точке m ∈ {0, 1, 2, . . . , N} справедливо асимптотическое
равенство при t→ +∞

Nn(t,m) =
√
CmNC

n
N

(
q

p

)m+n
2

pNetN
(
1 +O(e−t)

)
.

В частности, при p = q = 1/2

Nn(t,m) =

√
CmNC

n
N

2N
etN
(
1 +O(e−t)

)
.

Доказательство. Симметричный оператор Hp,N действует в конеч-
номерном пространстве (можно рассматривать его и как оператор в
`2(Z+)), а потому он самосопряжен.

В данном случае рекуррентное соотношение для многочленов
{Pn(λ)}∞n=0 (подробнее см. [7]) имеет вид√

n(N + 1− n)pq Pn−1(λ) + [nq + (N − n)p]Pn(λ)

+
√
(n+ 1)(N − n)pq Pn+1(λ) = λPn(λ), (13)

n = 1, 2, . . . , N , где P0(λ) = 1, P1(λ) =
λ−Np√
Npq

.
Решением данного рекуррентного соотношения являются многочле-

ны

Pn(λ) = (−1)n
√
CnN

(
p

q

)n/2
Kn(λ; p,N), n = 0, 1, . . . , N, (14)

где Kn(λ; p,N) – многочлены Кравчука [2, глава 6, с. 321]

Kn(λ; p,N) =

N∑
k=0

(−n)k(−λ)k
(−N)k

·
p−k

k!
=

N∑
k=0

(−1)k
CknC

k
λ

CkN
p−k. (15)
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Многочлены Кравчука удовлетворяют соотношению ортогонально-
сти (см., например, [2, глава 6, с. 321])

N∑
λ=0

CλNp
λqN−λKm(λ; p,N)Kn(λ; p,N) =

1

CnN

(
q

p

)n
δmn.

Таким образом, с учетом нормировки в (14) получаем, что семей-
ство многочленов {Pn(λ)}Nn=0 ортонормировано на {0, 1, . . . , N} по би-
номиальному распределению с параметром p, то есть вес ρ(λ) в точке
λ ∈ {0, 1, . . . , N} равен

ρ(λ) = CλNp
λqN−λ.

Спектр оператора, задаваемого матрицей (12), равен σ(Hp,N ) =
{0, 1, . . . , N}. Оператор является самосопряженным, тогда по теоре-
ме 1 из [8] для среднего числа частиц справедливо

Nn(t,m) =

N∑
λ=0

etλPm(λ)Pn(λ)C
λ
Np

λqN−λ

=(−1)m+n
√
CmNC

n
N

(
p

q

)m+n
2

N∑
λ=0

eλtKm(λ; p,N)Kn(λ; p,N)CλNp
λqN−λ

=(−1)m+n
√
CmNC

n
N

(
p

q

)m+n
2

Km(N ; p,N)Kn(N ; p,N)pNetN
(
1+O(e−t)

)
= (−1)m+n

√
CmNC

n
N

(
p

q

)m+n
2
(
1− 1

p

)m+n

pNetN
(
1 +O(e−t)

)
=
√
CmNC

n
N

(
q

p

)m+n
2

pNetN
(
1 +O(e−t)

)
,

где равенство Kn(N ; p,N) = (1− p−1)n следует из (15). �

2.2. Многочлены Мейкснера. Рассмотрим операторHb,c, который
в стандартном базисе в `2(Z+) задается матрицей

Hb,c=
1

1−c


0+(0+b)c

√
1(0+b)c 0 0 . . .√

1(0+b)c 1+(1+b)c
√

2(1+b)c 0 . . .

0
√

2(1+b)c 2+(2+b)c
√
3(2 + b)c . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

 ,

(16)
где b > 0, c ∈ (0, 1).
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Теорема 3. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, – якобиево ветвящееся случай-
ное блуждание по Z+, соответствующая ему матрица Hb,c задает-
ся формулой (16). Тогда для среднего числа частиц Nn(t,m) в точке
m ∈ Z+ справедливо асимптотическое равенство при t→ ln 1

c − 0

Nn(t,m)=
(1−c)b+m+n

c
m+n
2

√
m!n!

·
(b)m+n√
(b)m(b)n

·
1(

ln 1
c−t

)b+m+n

(
1+O

(
ln

1

c
−t
))

.

Доказательство. Оператор Hb,c является самосопряженным по при-
знаку Карлемана (см., [3], глава I), так как выполнено условие

∞∑
n=0

1

bn
=

∞∑
n=0

1

(1− c)
√
(n+ 1)(n+ b)c

=∞.

В данном случае рекуррентное соотношение для многочленов
{Pn(λ)}∞n=0 (подробнее см. [7]) имеет вид

1

1−c

(√
n(n−1+b)cPn−1(λ)+[n+(n+b)c]Pn(λ)+

√
(n+1)(n+b)cPn+1

)
= λPn(λ),

где P0(λ) = 1, P1(λ) =
(1−c)λ−bc√

bc
.

Решением данного рекуррентного соотношения являются многочле-
ны

Pn(λ) = (−1)ncn
2

√
(b)n

n!
Mn(λ; b, c), n = 1, 2, . . . , (17)

где Mn(λ; b, c) – многочлены Мейкснера [2, глава 6, с. 321]

Mn(λ; b, c) = 2F1(−n,−λ; b; 1− 1/c). (18)

Многочлены Мейкснера удовлетворяют соотношению ортогональ-
ности (см. [2, глава 6, с. 321])

∞∑
λ=0

(b)λ

λ!
cλMm(λ; b, c)Mn(λ; b, c) =

n!

cn(b)n(1− c)b
δmn.

Таким образом, с учетом нормировки в (17) получаем, что семейство
многочленов {Pn(λ)}∞n=0 ортонормировано на Z+ по отрицательному
биномиальному распределению с параметрами b, c, то есть вес ρ(λ) в
точке λ ∈ Z+ равен

ρ(λ) =
(b)λ

λ!
cλ(1− c)b. (19)
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Спектр оператора, задаваемого матрицей (16), равен σ(Hb,c) = Z+.
Оператор является самосопряженным, тогда по теореме 1 из [8] для
среднего числа частиц справедливо

Nn(t,m) =

∞∑
λ=0

etλPm(λ)Pn(λ)
(b)λ

λ!
cλ(1− c)b (20)

= (−1)m+n(1− c)bc
m+n

2

√
(b)m(b)n

m!n!

∞∑
λ=0

eλtMm(λ; b, c)Mn(λ; b, c)
(b)λ

λ!
cλ

= (−1)m+n(1− c)bc
m+n

2

√
(b)m(b)n

m!n!

∞∑
λ=0

Mm(λ; b, c)Mn(λ; b, c)
(b)λ

λ!
(cet)λ.

Многочлен Mm(λ; b, c)Mn(λ; b, c) имеет степень m + n, разложим его
следующим образом

Mm(λ; b, c)Mn(λ; b, c) =

m+n∑
k=0

αkλ(λ− 1) · · · (λ− k + 1). (21)

Тогда, вводя обозначение u = cet ∈ (0, 1), для k = 0, . . . ,m + n при
t→ ln 1

c − 0 имеем
∞∑
λ=0

λ(λ− 1) · · · (λ− k + 1)
(b)λ

λ!
uλ = uk

dk

duk

∞∑
λ=k

(b)λ

λ!
uλ

= uk
dk

duk
1F0(b;−;u)

= uk
dk

duk
(1− u)−b = (b)ku

k(1− u)−b−k

=
(b)k

(1− cet)b+k
=

(b)k(
ln 1

c − t
)b+k(1 +O

(
ln

1

c
− t
))

. (22)

Подставляя (21) и (22) в (20), получаем

Nn(t,m) = (−1)m+n(1− c)bc
m+n

2

√
(b)m(b)n

m!n!
αm+n

(b)k

(1− cet)b+k

=
(b)k(

ln 1
c − t

)b+k(1 +O

(
ln

1

c
− t
))

. (23)
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Для того, чтобы найти старший коэффициент αm+n многочлена
Mm(λ; b, c)Mn(λ; b, c), воспользуемся (18)

Mn(λ; b, c) = 2F1(−n,−λ; b; 1− 1/c) =

∞∑
k=0

(−n)k(−λ)k
(b)kk!

(
1−

1

c

)k
.

Таким образом, старший коэффициент многочленаMn(λ; b, c) равен
(−1)n(1− c)n

(b)ncn
,

а старший коэффициент многочлена Mm(λ; b, c)Mn(λ; b, c) соответст-
венно равен

αm+n =
(−1)m+n(1− c)m+n

(b)m(b)ncm+n
. (24)

Подставляя (24) в (23), получаем утверждение теоремы. �

2.3. Многочлены Пуассона–Шарлье. Рассмотрим оператор Ha,
который в стандартном базисе в `2(Z+) задается матрицей

Ha =


0 + a

√
1a 0 0 . . .√

1a 1 + a
√
2a 0 . . .

0
√
2a 2 + a

√
3a . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

 , (25)

где a > 0.

Теорема 4. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, – якобиево ветвящееся случай-
ное блуждание по Z+, соответствующая ему матрица Ha задает-
ся формулой (25). Тогда для среднего числа частиц Nn(t,m) в точке
m ∈ Z+ справедливо асимптотическое равенство при t→ +∞

Nn(t,m) =

√
am+n

m!n!
e−aeae

t

e(m+n)t
(
1 +O(e−t)

)
.

Доказательство. Оператор Ha является самосопряженным по при-
знаку Карлемана (см., [3, глава I]), так как выполнено условие

∞∑
n=0

1

bn
=

∞∑
n=0

1√
(n+ 1)a

=∞.

В данном случае рекуррентное соотношение для многочленов
{Pn(λ)}∞n=0 (подробнее см. [7]) имеет вид
√
naPn−1(λ)+(n+a)Pn(λ)+

√
(n+ 1)aPn+1(λ) = λPn(λ), n = 1, 2, . . . ,
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где P0(λ) = 1, P1(λ) =
λ−a√
a
.

Решением данного рекуррентного соотношения являются многочле-
ны

Pn(λ) = (−1)n
√
an

n!
Cn(λ; a), n = 0, 1, . . . , (26)

где Cn(λ; a) – многочлены Пуассона–Шарлье (см. [2, глава 6, с. 322];
[11, глава II, 2.81])

Cn(λ; a) = 2F0(−n,−λ;−;−1/a). (27)

Многочлены Пуассона–Шарлье удовлетворяют соотношению орто-
гональности ([2, глава 6, с. 322])

∞∑
λ=0

aλ

λ!
e−aCm(λ; a)Cn(λ; a) = n!a−nδmn.

Таким образом, с учетом нормировки в (26) получаем, что семейство
многочленов {Pn(λ)}∞n=0 ортонормировано на Z+ по распределению
Пуассона с параметром a, то есть вес ρ(λ) в точке λ ∈ Z+ равен

ρ(λ) =
aλ

λ!
e−a.

Спектр оператора, задаваемого матрицей (25), равен σ(Ha) = Z+. Опе-
ратор является самосопряженным, тогда по теореме 1 из [8] для сред-
него числа частиц справедливо

Nn(t,m) =

∞∑
λ=0

etλPm(λ)Pn(λ)
aλ

λ!
e−a

= (−1)m+n

√
am+n

m!n!
e−a

∞∑
λ=0

etλCm(λ; a)Cn(λ; a)
aλ

λ!
.

(28)

Многочлен Cm(λ; a)Cn(λ; a) имеет степень m+n, разложим его следу-
ющим образом

Cm(λ; a)Cn(λ; a) =

m+n∑
k=0

αkλ(λ− 1) · · · (λ− k + 1). (29)

Тогда для k = 0, . . . ,m+ n имеем
∞∑
λ=0

etλλ(λ− 1) · · · (λ− k + 1)
aλ

λ!
=

∞∑
λ=k

(aet)λ

(λ− k)!
= eae

t

(aet)k. (30)
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Подставляя (29) и (30) в (28), получаем асимптотическое равенство
при t→ +∞

Nn(t,m) = (−1)m+n

√
am+n

m!n!
e−aαm+ne

aet(aet)m+n
(
1 +O(e−t)

)
. (31)

Для того, чтобы найти старший коэффициент αm+n многочлена ко-
эффициент Cm(λ; a)Cn(λ; a), воспользуемся (27)

Cn(λ; a) = 2F0(−n,−λ;−;−1/a) =
∞∑
k=0

(−n)k(−λ)k
k!

(
−

1

a

)k
.

Таким образом, старший коэффициент многочлена Cn(λ; a) равен

(−1)n

an
,

а старший коэффициент многочлена Cm(λ; a)Cn(λ; a) соответственно
равен

αm+n =
(−1)m+n

am+n
. (32)

Подставляя (32) в (31), получаем утверждение теоремы. �
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Lyulintsev A. V. Jacobi branching random walks corresponding to or-
thogonal polynomials of discrete variable.

A branching random walk on Z+ is considered, which corresponds to
a Jacobi matrix. Previously, formulas for the average number of particles
at an arbitrary fixed point in Z+ at time t > 0 were obtained in terms
of the orthogonal polynomials associated with this matrix. In the present
work, the application of the obtained results to certain models involving
orthogonal polynomials of a discrete variable (Krawtchouk, Meixner, and
Poisson–Charlier polynomials) is discussed.
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