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§1. Введение

Пусть K ⊂ Rd – непустое выпуклое компактное множество, dimK –
размерность K. Хорошо известная теорема Штейнера (см., например,
[10, соотношение 14.5]) утверждает, что объем λ-окрестности компакта
K представляется многочленом от λ с коэффициентами, зависящими
от множества K:

Vold(K + λBd) =

d∑
k=0

κd−k Vk(K)λd−k, λ > 0, (1)

где через Vold( · ) обозначен объем (d-мерная мера Лебега), Bk – это
k-мерный единичный шар и κk := Volk(Bk) = πk/2/Γ(k2 + 1) – его
объем. Нормированные коэффициенты V0(K), . . . , Vd(K) называются
внутренними объемами K и являются важными характеристиками
компакта (см., например, [9]).

При всех k > dimK, по определению, Vk(K) = 0. Легко видеть [10,
раздел 6.2], что Vd( · ) – это d-мерный объем, Vd−1( · ) – половина площа-
ди поверхности для d-мерных выпуклых компактов, V1( · ) – средняя
ширина, с точностью до постоянного множителя, а V0( · ) ≡ 1.

Известен эквивалентный способ определения внутренних объемов с
помощью формулы Куботы [10, раздел 6.2] через средний объем про-
екции множества:

Vk(K) =

(
d

k

)
κd

κkκd−k
E Volk(K|Wk),
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гдеWk обозначает k-мерное случайное линейное подпространство в Rd,
равномерно распределенное по мере Хаара на грассманиане всех таких
подпространств, а K|Wk – это ортогональная проекция K на Wk.

Нормировка в формуле (1) подобрана так, чтобы внутренние объе-
мы не зависели от размерности объемлющего пространства. Это озна-
чает, что при вложении K в RN при N > d внутренние объемы оста-
нутся неизменными. Воспользовавшись этим свойством, Судаков [14] и
Шеве [2] предложили следующее обобщение понятия внутреннего объ-
ема на случай бесконечномерного множества K. Пусть H – бесконеч-
номерное сепарабельное гильбертово пространство, K ⊂ H – непустое
выпуклое множество. Тогда внутренние объемы Vk(K), k = 0, 1, . . . ,
определяются формулой

Vk(K) = sup
K′⊂K

Vk(K ′) ∈ [0,∞], (2)

где супремум берется по всем конечномерным выпуклым компактным
подмножествам K ′ в K.

Класс бесконечномерных выпуклых компактов с конечными внут-
ренними объемами имеет особую характеризацию, связанную с га-
уссовскими процессами. Будем называть центрированный случайный
гауссовский процесс (ξ(t))t∈H на сепарабельном гильбертовом прост-
ранстве H изонормальным, если его функция ковариации имеет вид

cov(ξ(t), ξ(s)) = 〈t, s〉, (3)

где 〈 · , · 〉 обозначает скалярное произведение на H. Говорят, что под-
множество K в H является GB-множеством (сокращение от англий-
ского "Gaussian Bounded"), если существует модификация изонорма-
льного процесса на K, имеющая ограниченные почти наверное реали-
зации. Судаков показал [14, теорема 1], что GB-свойство для выпук-
лого K равносильно тому, что V1(K) < ∞, что автоматически влечет
Vk(K) <∞ для всех k = 0, 1, . . . (см., например, [2]).

В [16] Цирельсон представил бесконечномерную вероятностную вер-
сию формулы Штейнера в терминах изонормального процесса.

Теорема 1 ([16]). Для выпуклого компактного GB-множества K⊂H

E exp

(
sup
t∈K

[
λξ(t)− λ2

2
D ξ(t)

])
=

∞∑
k=0

(
λ√
2π

)k
Vk(K), λ > 0.
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Замечание 1. Для конечномерного K последнее выражение имеет
еще одну интерпретацию. Функционал Уилса выпуклого компакта
K ⊂ Rd определяется как

W (K) :=

d∑
k=0

(
1√
2π

)k
Vk(K).

Несложно понять (см., например, [5, 11]), что

W (K) =

∫
Rd

1

(2π)d/2
e− dist2(x,K)/2 dx,

где dist(x,K) = inf{‖x − y‖ : y ∈ K} – расстояние между x ∈ Rd и K,
‖ · ‖ – евклидова норма. Изонормальный процесс ξ(t) на множестве
K ⊂ Rd представляется следующим образом:

ξ(t) = 〈N, t〉 =

d∑
i=1

Niti.

Здесь N = (N1, . . . , Nd) – стандартный гауссовский вектор в Rd. Тем
самым, при λ = 1 в теореме 1 имеем

E exp

(
sup
t∈K

[
〈N, t〉 − 1

2

d∑
i=1

t2i

])

=

d∑
k=0

(
1√
2π

)k
Vk(K) =

∫
Rd

1

(2π)d/2
e− dist2(x,K)/2 dx.

Основная цель данной работы – получить коническую версию тео-
ремы 1. Для этого мы в следующем параграфе рассмотрим конические
аналоги внутренних объемов. В §3 мы сформулируем основной резуль-
тат, доказательству которого посвящен заключительный §4.

§2. Конические внутренние объемы

Есть несколько объектов, которые можно рассматривать в качестве
конических аналогов внутренних объемов. Нас будут интересовать два
таких объекта. Начнем с углов Грассмана.

Множество C ⊆ Rd называется выпуклым конусом, если C замкну-
то, выпукло и для всех x ∈ C и λ > 0 выполнено λx ∈ C. Будем
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обозначать размерность C через dimC. Пусть Wk – это случайное k-
мерное линейное подпространство в Rd, выбранное по мере Хаара на
грассманиане всех таких подпространств. Следуя Грюнбауму [4], опре-
делим k-ый угол Грассмана выпуклого конуса C ⊆ Rd как вероятность
нетривиального пересечения C и Wd−k:

γk(C) := P[C ∩Wd−k 6= {0}], k = 0, 1, . . . , d.

Отметим, что углы Грассмана являются обобщением широко извест-
ного понятия телесного угла, который определяется следующим обра-
зом:

α(C) := P[U ∈ C].

Здесь U – это случайный вектор, выбранный согласно равномерно-
му распределению на единичной сфере в линейной оболочке C в Rd
(U ∈ linC ∩ Sd−1).

Для C = {0} полагаем α({0}) = 1.
Если C ⊂ Rd, dimC = d, то телесный угол α(C) можно выразить

через γd−1:

α(C) :=
1

2
γd−1(C) +

1

2
1[C = Rd] =

1

2
P[C ∩W1 6= {0}] +

1

2
1[C = Rd].

В работе [4] Грюнбаум показал, что углы Грассмана γk, как и внут-
ренние объемы, не зависят от размерности объемлющего простран-
ства: если вложить C ⊆ Rd в RN , где N > d, то значения γk не из-
менятся. При всех k > d можем определить γk(C) := 0. Нетрудно
показать, что для любого выпуклого конуса C ⊆ Rd, C 6= {0},

1 = γ0(C) > γ1(C) > · · · > γd(C) = 0. (4)

Для C = {0} имеем γ0(C) = γ1(C) = · · · = 0. В частности, для
k-мерного линейного подпространства Lk ⊆ Rd, k = 1, . . . , d, выпол-
нено

γ0(Lk) = · · · = γk−1(Lk) = 1, γk(Lk) = · · · = γd(Lk) = 0. (5)

Более того, очевидно, что углы Грассмана, как и внутренние объемы,
монотонны относительно включения множеств.
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Вторым объектом, претендующим на роль аналогов внутренних
объемов для конусов, выступают конические внутренние объемы. В ра-
ботах [1, 6, 8, 12] была исследована коническая версия формулы Штей-
нера: пусть C ⊆ Rd – выпуклый конус, тогда

P[dist2(Z,C) 6 λ] =

d∑
k=0

βk,d(λ) υk(C), λ ∈ [0, 1]. (6)

Здесь Z – вектор, равномерно распределенный на Sd−1, dist(Z,C) =
inf{‖Z − y‖ : y ∈ C} – расстояние от Z до C, βk,d( · ) – функция рас-
пределения бета-распределения с параметрами d−k

2 и d
2 .

Коэффициенты υk(C) определяются однозначно равенством (6) и
называются коническими внутренними объемами C. При k > d по-
ложим υk(C) = 0. Конические внутренние объемы, как и обычные, не
зависят от размерности объемлющего пространства, но, в отличие от
углов Грассмана, не являются монотонными относительно включения
множеств.

Известно, что υk(C) формируют вероятностное распределение
на {0, 1, . . . , d} для фиксированного конуса C (см., например, [10, тео-
рема 6.5.5]):

d∑
k=0

υk(C) = 1.

В частности, для линейного подпространства Lk ⊆ Rd размерности k

υj(Lk) =

{
1, если j = k,

0, если j 6= k.

Связь между коническими внутренними объемами и углами Грас-
смана выражается через формулу Крофтона (см., например,
[10, с. 261]): для всех k = 0, 1, . . . , d имеем

γk(C) = 2 (υk+1(C) + υk+3(C) + υk+5(C) + · · · ) (7)

при условии, что конус C не является линейным подпространством.

§3. Основной результат

Пусть всюду далее M обозначает борелевское множество, posM –
коническую оболочку M , то есть наименьший выпуклый конус, содер-
жащий M , а convM – выпуклую оболочку M , то есть наименьшее
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выпуклое множество, в котором содержится M (из контекста будет
понятно, в каком пространстве рассматриваются приведенные харак-
теристики). Также обозначим через a+ := max(a, 0) для вещественного
числа a.

В [3] была получена конечномерная коническая версия теоремы 1.
Теорема 2 ([3]). Пусть N = (N1, . . . , Nd) – стандартный гауссовский
вектор в Rd и M ⊂ Rd. Тогда для всех λ > 0

E exp

(
1− λ−2

2
sup

t∈(convM)\{0}

〈N, t〉2+
‖t‖2

)
=

d∑
k=0

λkυk(posM).

Данный результат можно считать конечномерной вероятностной
версией конической формулы Штейнера (6). Наша задача состоит в
обобщении теоремы 2 на бесконечномерные множества.

Будем называть выпуклым конусом или просто конусом непустое
замкнутое выпуклое множество C ⊂ H, для которого λC ⊆ C при
всех λ > 0 (здесь, как и прежде, H обозначает бесконечномерное се-
парабельное гильбертово пространство).

Аналогично (2), для k = 0, 1, . . . , определим k-ый угол Грассмана
конуса C ⊂ H формулой

γk(C) := sup
C′⊂C

γk(C ′), (8)

где супремум берется по всем конечномерным выпуклым конусам
C ′ ⊂ C.
Замечание 2. Определение γk(C) корректно, так как углы Грассма-
на для конечномерных конусов монотонны относительно включения
множеств и не зависят от размерности объемлющего пространства.
Замечание 3. Для любого бесконечномерного линейного простран-
ства L выполнено

γk(L) = 1, k = 0, 1, 2, . . . ,

в силу (5) и того факта, что любое бесконечномерное линейное про-
странство содержит конечномерное сколь угодно большой размерно-
сти.

Далее, для k = 1, 2, . . . определим k-ый конический внутренний объ-
ем конуса C ⊂ H:

υk(C) :=
γk−1(C)− γk+1(C)

2
. (9)
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Для k = 0 положим

υ0(C) := 1− γ0(C) + γ1(C)

2
. (10)

Замечание 4. В силу (4), (8), определенные таким образом кониче-
ские внутренние объемы неотрицательны, удовлетворяют бесконечно-
мерной версии соотношения Крофтона (7), а также

∞∑
k=0

υk(C) = 1, если lim
k→∞

γk(C) = 0.

Замечание 5. По замечанию 3, для любого бесконечномерного ли-
нейного пространства L выполнено

υk(L) = 0, k = 0, 1, 2, . . . .

Теперь мы готовы сформулировать основной результат работы.

Теорема 3. Пусть ξ(t) – изонормальный процесс на H, а подмноже-
ствоM ⊂ H таково, что convM – GB-множество. Тогда для любого
λ ∈ (0, 1)

E exp

(
1− λ−2

2
sup

t∈(convM)\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

)
=

∞∑
k=0

λk υk(posM).

§4. Доказательство теоремы 3

Для конечномерных множествM теорема доказана (см. теорему 2).
Нам остается разобрать случай бесконечномерного M .

Рассмотрим последовательность выпуклых конечномерных мно-
жествMi, i ∈ N, которая аппроксимирует convM изнутри:M1 ⊂M2 ⊂
· · · ⊂M, ∪∞i=1Mi плотно в convM .

Так как Mi конечномерны, их можно вложить в конечномерные
подпространства H соответствующей размерности. Пусть dimMi = di,
обозначим через Hi линейную оболочку Mi, dimHi = di. По теореме 2
для множеств Mi, рассматриваемых в Hi, верна формула:

E exp

(
1− λ−2

2
sup

t∈Mi\{0}

〈Ndi , t〉2+
‖t‖2

)
=

di∑
k=0

λk υk(posMi), (11)
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где Ndi – это стандартный di-мерный гауссовский вектор в Hi. В тер-
минах изонормального процесса формула (11) переписывается следу-
ющим образом:

E exp

(
1− λ−2

2
sup

t∈Mi\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

)
=

di∑
k=0

λkυk(posMi). (12)

Для того чтобы проверить эквивалентность формул (11) и (12) для
конечномерных множеств Mi, заметим, что совпадают все конечно-
мерные распределения процессов 〈Ndi , t〉 и ξ(t): при любом n ∈ N и
при любых t1, . . . , tn ∈Mi(

〈Ndi , t1〉, . . . , 〈Ndi , tn〉
)

и
(
ξ(t1), . . . , ξ(tn)

)
равны по распределению. Действительно, оба вектора являются гаус-
совскими с нулевым математическим ожиданием и матрицей ковари-
аций Clm = 〈tl, tm〉, l,m = 1, . . . , n. Тогда для Mi совпадают распреде-
ления случайных величин

sup
t∈Mi\{0}

〈Ndi , t〉2+
‖t‖2

и sup
t∈Mi\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

,

а это означает, что формулы (11) и (12) эквивалентны.
Перейдем к пределу при i→∞ в равенстве (12). Сначала выясним,

что получится в правой части. Нам понадобятся следующие две леммы
для углов Грассмана.

Лемма 1. Пусть конусы C,Ci, i ∈ N, в Rd таковы, что при i→∞

Ci ∩ Sd−1 → C ∩ Sd−1

в метрике Хаусдорфа dH на подмножествах сферы Sd−1. Тогда для
k = 0, 1, . . . , d при i→∞ имеем

γk(Ci)→ γk(C).

Лемма 2. Пусть конечномерные конусы Ci ⊂ H, i ∈ N, аппроксими-
руют конус C ⊂ H изнутри: C1 ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ C и ∪∞i=1Ci плотно в C.
Тогда

γk(pos(∪∞i=1Ci)) = γk(C), k = 0, 1, . . . .

Доказательства лемм 1, 2 можно найти в [13].
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В силу (8), для конусов Ci, C, удовлетворяющих условиям леммы 2,
выполнено

lim
i→∞

γk(Ci) = γk(pos(∪∞i=1Ci)) = γk(C).

Тогда (9), (10) влекут

lim
i→∞

υk(Ci) = υk(pos(∪∞i=1Ci)) = υk(C).

Пусть Ci = posMi. Так как υk(posMi) 6 1,
∞∑
k=0

λkυk(posMi) 6
∞∑
k=0

λk <∞, λ ∈ (0, 1).

Следовательно, по теореме Лебега о мажорируемой сходимости полу-
чаем

di∑
k=0

λkυk(posMi)→
∞∑
k=0

λkυk(posM), λ ∈ (0, 1).

Теперь посмотрим на предел в левой части выражения (12) при
i→∞. Достаточно доказать следующую лемму.

Лемма 3. Пусть дано множество M ⊂ H, такое что convM явля-
ется GB-множеством, и последовательность его подмножеств Mi,
аппроксимирующих convM изнутри: M1⊂M2⊂· · ·⊂ convM , ∪∞i=1Mi

плотно в convM . Тогда при всех λ > 0 выполнено

lim
i→∞

E exp

(
1− λ−2

2
sup

t∈Mi\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

)

= E exp

(
1− λ−2

2
sup

t∈(convM)\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

)
.

Доказательство леммы 3. Ниже мы покажем, что

Xi := sup
t∈Mi\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

P−→ X := sup
t∈convM\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

, (13)

где P−→ обозначает сходимость по вероятности. Отсюда последует за-
ключение леммы 3, а значит, и теоремы 3. Действительно, достаточно
выделить из Xi сходящуюся почти наверное подпоследовательность,
воспользоваться монотонностью Xi по i и применить теорему Леви о
монотонной сходимости. �
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Итак, нам остается показать сходимость (13). Пусть N – это неко-
торое счетное всюду плотное подмножество convM\{0}. Сходимость
(13) последует, если мы докажем два соотношения:

P

(
sup

t∈convM\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

= sup
t∈N

ξ(t)2+
‖t‖2

)
= 1; (14)

sup
t∈Mi\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

P−→ sup
t∈N

ξ(t)2+
‖t‖2

, i→∞. (15)

Начнем с равенства (14). Нам потребуется лемма, доказанная в [16].
Прежде чем ее сформулировать, дадим одно определение, введенное
Цирельсоном [15]. Пусть T – некоторое метрическое пространство,
а ξ̃(t) – случайный процесс на T . Модификация (η(t))t∈T процесса
(ξ̃(t))t∈T называется естественной, если существует метрика ρ1 на T ,
такая что (T, ρ1) есть сепарабельное метрическое пространство и про-
цесс (η(t))t∈T имеет почти наверное непрерывные на (T, ρ1) реализа-
ции.

Лемма 4. Пусть дана естественная модификация ξ̃(t, ω) некоторо-
го случайного процесса, ω ∈ Ω, t ∈ T , и S ⊂ T плотно в следующем
смысле: для любого t ∈ T найдутся такие si ∈ S, i = 1, 2, . . . , что
ξ̃(si, ω) → ξ̃(t, ω) при i → ∞ для почти всех ω (соответствующее
множество вероятности 1, вообще говоря, зависит от t). Тогда су-
ществует множество Ω0 ⊂ Ω вероятности 1, обладающее следую-
щим свойством: для любого t ∈ T найдутся такие s′i ∈ S (подпосле-
довательность si), i = 1, 2, . . . , что ξ̃(s′i, ω) → ξ̃(t, ω) при i → ∞ для
всех ω ∈ Ω0.

Цирельсон показал [15, теорема 3], что изонормальный процесс ξ(t)
на множестве M̃ ⊂ H имеет естественную модификацию тогда и толь-
ко тогда, когда M̃ является счетным объединением GB-множеств.

Вернемся к равенству (14).

Лемма 5. Пусть N – счетное подмножество выпуклого GB-мно-
жества M̃ , не содержащее 0 и всюду плотное в M̃ . Тогда почти
наверное

sup
t∈N

ξ(t)2+
‖t‖2

= sup
t∈M̃\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

.
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Доказательство леммы 5. Понятно, что почти наверное

sup
t∈N

ξ(t)2+
‖t‖2

6 sup
t∈M̃\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

.

Для проверки неравенства в обратную сторону воспользуемся лем-
мой 4. По сказанному выше, у ξ(t) на M̃ существует естественная мо-
дификация. Зафиксируем t0 ∈ M̃ . Поскольку N плотно в M̃ , найдется
последовательность ti ∈ N : ti → t0 при i → ∞ по норме в H. Тогда
при i→∞ имеем

E (ξ(t0)− ξ(ti))2 = E (ξ(t0 − ti))2 = ‖t0 − ti‖2 → 0.

Здесь первое равенство следует из линейности изонормального процес-
са (см., например, [7, раздел 1.1.1]), второе – из свойства (3). Таким
образом, последовательность ξ(ti) сходится к ξ(t0) по вероятности. То-
гда мы можем извлечь подпоследовательность (будем ее обозначать
также ti), такую что ξ(ti) сходится к ξ(t0) почти наверное (соответ-
ствующее множество вероятности 1 зависит от t0). Тем самым, условия
леммы 4 выполнены.

Докажем, что обратное неравенство справедливо при всех ω ∈ Ω0,
где Ω0 – множество вероятности 1 из леммы 4. От противного: пусть
найдутся ω′ ∈ Ω0 и t0 ∈ M̃\{0}, такие что

ξ(t0, ω
′)2+

‖t0‖2
> sup
t∈N

ξ(t, ω′)2+
‖t‖2

.

По свойству Ω0, найдутся t′i ∈ N , такие что

ξ(t′i, ω
′)→ ξ(t0, ω

′), i→∞.

Отсюда следует, что

ξ(t′i, ω
′)+ → ξ(t0, ω

′)+, i→∞.

Так как t0 6= 0, t′i → t0, имеем

ξ(t′i, ω
′)2+

‖t′i‖2
→

ξ(t0, ω
′)2+

‖t0‖2
, i→∞.

Получили противоречие. Тем самым, для всех ω ∈ Ω0

sup
t∈N

ξ(t, ω)2+
‖t‖2

= sup
t∈M̃\{0}

ξ(t, ω)2+
‖t‖2

. �
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Справедливость (14)установлена. Теперь докажем сходимость в(15).
Занумеруем элементы N произвольным образом, N = {tk}k>0. Необ-
ходимо проверить, что для любого ε > 0 выполнено

P

(∣∣∣∣∣ sup
t∈Mi\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

− sup
t∈N

ξ(t)2+
‖t‖2

∣∣∣∣∣ > ε

)
→ 0, i→∞. (16)

Зафиксируем ε > 0. Рассмотрим множества

Ãk,ε :=

{
ω ∈ Ω:

ξ(tk, ω)2+
‖tk‖2

+ ε > sup
t∈N

ξ(t, ω)2+
‖t‖2

}
, k > 0,

A0,ε := Ã0,ε,

Ak,ε := Ãk,ε \
⋃
n<k

Ãn,ε, k > 1.

Видно, что Ak,ε дизъюнктны и в объединении дают все вероятност-
ное пространство Ω. Из (14) и соображений монотонности следует, что
соотношение (16) вытекает из сходимости:

P

(
sup

t∈Mi\{0}

ξ(t)2+
‖t‖2

+ 3ε < sup
t∈N

ξ(t)2+
‖t‖2

)
→ 0, i→∞,

где параметр ε мы заменили на 3ε для удобства изложения. Пусть

Bi :=

{
ω ∈ Ω : sup

t∈Mi\{0}

ξ(t, ω)2+
‖t‖2

+ 3ε < sup
t∈N

ξ(t, ω)2+
‖t‖2

}
, i > 1.

Тогда
Bi =

⋃
k>0

(Bi ∩Ak,ε), i > 1.

Если ω ∈ Bi∩Ak,ε, то одновременно выполнены следующие соотноше-
ния: 

sup
t∈Mi\{0}

ξ(t,ω)2+
‖t‖2 + 3ε < sup

t∈N

ξ(t,ω)2+
‖t‖2 ,

ξ(tk,ω)
2
+

‖tk‖2 + ε > sup
t∈N

ξ(t,ω)2+
‖t‖2 .

Следовательно,

sup
t∈Mi\{0}

ξ(t, ω)2+
‖t‖2

+ 2ε <
ξ(tk, ω)2+
‖tk‖2

.
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Поскольку ∪∞i=1Mi плотно в convM , то для каждого tk ∈ N ⊂ convM

можно выбрать последовательность чисел t(i)k ∈ Mi, сходящуюся к tk
при i→∞. Тогда для ω ∈ Bi ∩Ak,ε имеем

ξ(t
(i)
k , ω)2+

‖t(i)k ‖2
+ 2ε <

ξ(tk, ω)2+
‖tk‖2

.

Таким образом,

P(Bi) =

∞∑
k=0

P(Bi ∩Ak,ε) 6
∞∑
k=0

P

(
ξ(t

(i)
k )2+

‖t(i)k ‖2
+ 2ε <

ξ(tk)2+
‖tk‖2

)
.

Оценим следующую разность: почти наверное выполнено∣∣∣∣∣ξ(t
(i)
k )2+

‖t(i)k ‖2
−
ξ(tk)2+
‖tk‖2

∣∣∣∣∣6 1

‖tk‖2
∣∣∣ξ(tk)2+−ξ(t

(i)
k )2+

∣∣∣+ξ(t(i)k )2+

∣∣∣∣∣ 1

‖tk‖2
− 1

‖t(i)k ‖2

∣∣∣∣∣
6

2C

‖tk‖2
∣∣∣ξ(tk)+ − ξ(t(i)k )+

∣∣∣+ C2

∣∣∣‖tk‖2 − ‖t(i)k ‖2∣∣∣
‖tk‖2‖t(i)k ‖2

6
2C

‖tk‖2
∣∣∣ξ(tk)− ξ(t(i)k )

∣∣∣+ C2

∣∣∣‖tk‖2 − ‖t(i)k ‖2∣∣∣
‖tk‖2‖t(i)k ‖2

, (17)

где C <∞ – константа, такая что
∣∣∣∣ sup
t∈convM

ξ(t)

∣∣∣∣ < C. Такая константа

существует, поскольку convM является GB-множеством. Второе сла-
гаемое в правой части (17) стремится к 0 при i → ∞, поэтому по
неравенству Чебышёва

lim sup
i→∞

P

(
ξ(t

(i)
k )2+

‖t(i)k ‖2
+ 2 ε <

ξ(tk)2+
‖tk‖2

)

6 lim sup
i→∞

P

(
2C

‖tk‖2
∣∣∣ξ(tk)− ξ(t(i)k )

∣∣∣ > ε

)
6 lim sup

i→∞

4C2 D(ξ(tk)− ξ(t(i)k ))

ε2 ‖tk‖4
= lim sup

i→∞

4C2 ‖tk − t(i)k ‖2

ε2 ‖tk‖4
= 0.
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Таким образом, все члены ряда
∞∑
k=0

P(Bi∩Ak,ε) стремятся к 0, а остат-

ки этого ряда оцениваются равномерно по i:
∞∑
k=n

P(Bi ∩Ak,ε) 6
∞∑
k=n

P(Ak,ε)→ 0, n→∞.

Следовательно, P(Bi)→ 0 при i→∞ и (15) доказано.
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Dospolova M. K., Zaporozhets D. N. Infinite-dimensional conic Steiner
formula.

The classical Steiner formula expresses the volume of the neighbor-
hood of a convex compact set in Rd as a polynomial in the radius of
the neighborhood. In Tsirelson’s work [16], this result was extended to the
infinite-dimensional case. A spherical analogue of the Steiner formula for
convex subsets of Sd−1 is also well-known. The aim of this note is to obtain
an infinite-dimensional version of this spherical analogue.
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