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§1. Введение

Для стационарных процессов традиционный путь для получения
результатов типа центральной предельной теоремы состоит в выборе
подходящего сочетания моментных условий с условиями на тот или
иной вид слабой зависимости. Однако эти условия зачастую трудно
проверяемы. В недавней работе Темпельмана [10] был предложен дру-
гой подход, основанный на процедуре рандомизации, сопоставляющей
исходному процессу схему серий, в каждой из которых величины ока-
зываются условно независимы и одинаково распределены. Это позво-
ляет во многих случаях получать результаты при минимальном усло-
вии эргодичности исходного процесса, см., например, работу Темпель-
мана и Давыдова [4], где для эргодических стационарных процессов
X = (Xk, k ∈ Z) с конечным вторым моментом E (X2

0 ) < ∞ были
получены рандомизированные версии центральной предельной теоре-
мы, принципа инвариантности, а также функциональной предельной
теоремы для эмпирических процессов.

Следующий естественный шаг в изучении рандомизированных ста-
ционарно связанных величин – рассмотреть вопрос об их притяжении
к устойчивым законам. Для независимых величин хорошо известен
критерий такой сходимости, имеющий специальное название “условие
регулярного изменения хвостов” – (RV ). Для зависимых величин при-
тяжение к устойчивым законам активно изучалось в последнее время.
Barsak, Davis, Denker, Dabrowski, Jakubowski, Mikosch, Resnick – вот
неполный список коллег, публиковавших статьи по этой теме. Ссылки
на работы этих авторов и других можно найти в [1]. Однако предла-
гаемые условия, как правило, весьма громоздки и мало пригодны для
статистических приложений.

Ключевые слова: стационарные процессы, предельные распределения, рандо-
мизация, слабая сходимость, перемешивание, слабая зависимость, регулярное
изменение.
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Целью данной работы является изучить дополнительные условия,
при которых условия регулярного изменения выполнены и для рандо-
мизированной стационарной последовательности. Нами было найдено
достаточное моментное условие, которое легко проверяется для кон-
кретных типов зависимости.
Структура работы. После вводных замечаний и объяснения сути
рандомизации, в §4 содержится теорема 4.1, предлагающая простое
условие моментного типа, достаточное для выполнения условия RV
для рандомизированной схемы серий. В следующем параграфе при-
ведены следствия для сходимости нормированных сумм, сходимости
эмпирических точечных процессов и сходимости максимумов. В за-
ключительном §6 приведены примеры выполнения упомянутого мо-
ментного условия для процессов с сильным или равномерно сильным
перемешиванием.

Обозначения.
Sd−1 – единичная сфера в Rd.
λd – мера Лебега в Rd.
λ = λ1 – мера Лебега в R1.
H = Rd \ {0} с метрикой (4), H отождествляется с полярным пред-
ставлением H := Sd−1 × (0,∞).
σ – вероятностная мера на Sd−1.
Aσ – совокупность всех A ⊂ Sd−1, для которых σ(∂A) = 0.
µα – мера на (0,∞), такая что µα([r,∞)) = r−α при всех r > 0.
⇒ слабая сходимость вероятностных и конечных мер.
v→ сходимость мер в vague-топологии.

supp(µ) – носитель меры µ.
Πα – пуассоновский точечный процесс (p.p.p) в H с мерой интенсивно-
сти σ × µα.
RV – условие регулярного изменения (см. (3) и (6)).
D
= равенство по распределению.
C – абсолютные константы, не обязательно одни и те же в разных
местах.

§2. Области притяжения

Определение 1. Пусть X – случайный вектор в Rd с распределени-
ем P. Говорят, что X строго устойчив (или что P строго устой-
чиво), с показателем α > 0, если для любых a, b > 0
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a
1
αX1 + b

1
αX2

D
= (a+ b)

1
αX, (1)

где X1, X2 – независимые копии X.

Известно (см. [6]), что показатель α должен лежать в (0, 2], при
α>2 устойчивых распределений в Rd нет. Случай α = 2 соответствует
гауссовскому распределению.

Мы в дальнейшем рассматриваем только случай строго устойчивых
распределений с показателем 0 < α < 2. Для краткости “строго” будем
опускать.

Определение 2. Говорят, что X (или его распределение P) при-
надлежит области притяжения устойчивого закона Q, если для по-
следовательности (Xk, k ∈ N) независимых копий X при некотором
выборе нормирующих констант (bn), bn > 0, bn→∞, выполняется
соотношение

X1 + · · ·+Xn

bn
⇒ Q, n→∞. (2)

Известно (см. [6]), что сходимость (2) эквивалентна при 0 < α < 2
так называемому условию регулярного изменения (RV ).

Определение 3. Случайный вектор X удовлетворяет условию RV ,
если найдется вероятностная мера σ на единичной сфере Sd−1, такая
что при всех r > 0 и для любого A ∈ BSd−1 c σ(∂A) = 0

lim
n→∞

nP

{
X

|X|
∈ A, |X| > rbn

}
= σ(A) · r−α. (3)

При этом константы bn обязательно имеют вид bn = n
1
αh(n), где h

– медленно меняющаяся функция.

Условие RV нередко формулируется иначе. Пространство H = Rd \
{0} с помощью отображения x→( x

|x| , |x|) отождествим с Sd−1× (0,∞),

которое снабдим метрикой

ρ((θ1, t1), (θ2, t2)) = |θ1 − θ2|+
∣∣∣∣ 1

t1
− 1

t2

∣∣∣∣ . (4)

Подмножество A ⊂ H будет компактным, если оно замкнуто и отде-
лено от нуля. Пусть Pn – распределение вектора X

bn
, а µα – мера на

B(0,∞], такая что µα([r,∞)) = r−α для r > 0. Тогда (3) эквивалентно
сходимости в vague-топологии

nPn
v→ σ × µα. (5)
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Отметим, что в нашем случае (5) означает, что для пюбых δ > 0
сужение мер nPn на Sd−1 × [δ,∞) сходится в смысле обычной слабой
сходимости конечных мер к σ × µα|δ, где µα|δ – сужение µα на [δ,∞).

Обозначим через X = {Xn,j , j 6 n; n ∈ N} схему серий независи-
мых и одинаково распределенных в каждой серии случайных величин.
Пусть Pn – общее распределение векторов в n-й серии.

Условие RV для схемы серий имеет тот же самый вид (5), или в
эквивалентной форме:

для любого r > 0 и любого A ∈ BSd−1 c σ(∂A) = 0

lim
n→∞

nP

{
Xn,1

|Xn,1|
∈ A, |Xn,1| > r

}
= σ(A) · r−α. (6)

Оно играет важную роль при характеризации сходимости точеч-
ных процессов. Хорошо известно (см. [7, Proposition 3.21]), что при
выполнении (5) для последовательности точечных процессов Πn вы-
полняется

Πn :=

n∑
k=1

δXn,k ⇒ Πα, (7)

где ⇒ обозначает слабую сходимость в пространстве локально конеч-
ных мер на H, снабженном vague-топологией. При этом предельный
процесс Πα будет пуассоновским с мерой интенсивности σ × µα. Сто-
ит отметить, что условие (5) является не только достаточным, но и
необходимым для (7).

Процесс Πα допускает представление:

Πα
D
=

∞∑
k=1

δ
{εkΓ

− 1
α

k }
, (8)

где {Γk}, {εk} две независимые последовательности, {εk} – i.i.d с об-
щим распределением σ, а {Γk} – последовательность моментов скачков
стационарного пуассоновского процесса на R+. Последнее, как извест-
но, означает, что Γk =

∑k
1 γj , где γj – i.i.d случайные величины, име-

ющие стандартное экспоненциальное распределение.
Доказательство равенства (8) вытекает из того факта, что точеч-

ный процесс (εk,Γ
− 1
α

k ) получается преобразованием (θ, x)→(θ, x
1
α ) из

пуассоновского маркированного процесса (εk,Γk), имеющего меру ин-
тенсивности σ × λ.
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§3. Рандомизация

Пусть X = (Xn) – стационарная эргодическая последовательность
случайных d-мерных векторов. Пусть T = {τn,j , j = 1, . . . , n, n ∈ N} –
схема серий независимых и одинаково распределенных в каждой серии
случайных величин с общим равномерным распределением на Ln =
{1, 2, . . . , kn}, kn ∈ N, (kn) ↑ ∞.

Мы предполагаем, что X и T независимы. Поэтому без ограниче-
ния общности можно считать, что X и T заданы на произведении про-
странств (ΩX ,FX ,PX) и (ΩT ,FT ,PT ), т.е. на (ΩX × ΩT , FX × FT ,
PX ×PT ). При этом для (ω, ω′) ∈ ΩX × ΩT

Xn(ω, ω′) = Xn(ω) , а τn,j(ω, ω′) = τn,j(w
′).

Определение 4. Последовательность серий

A = {X(τn,j), j = 1, . . . , n}, n ∈ N,

будем называть рандомизацией последовательности X.

Применение рандомизации к предельным теоремам основано, во-
первых, на эргодической теореме, а во-вторых, на следующем простом
факте.

Лемма 1. Рассмотрим случайные элементы (Yn) полного сепарабель-
ного пространства (E, E), заданные на вероятностном пространстве
(Ω,F ,P). Пусть Qn – условное распределение Yn относительно σ-под-
алгебры M ⊂ F . Тогда, если с вероятностью единица Qn сходятся
слабо к одному и тому же вероятностному распределению Q, то и
сходимость безусловных распределений

PYn =⇒ Q

также имеет место.

Для иллюстрации применения рандомизации рассмотрим следую-
щий пример.

Будем считать, что размерность d = 1 и что случайные величины
Xn из нашей последовательности квадратично интегрируемы. Эрго-
дичность последовательности позволяет сразу получить состоятель-
ные оценки для неизвестных среднего и дисперсии (или для других
параметров моментного характера). Однако для более точного ста-
тистического анализа нужна асимптотическая нормальность оценок,
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т.е. нужны результаты типа ЦПТ, а для этого, как хорошо извест-
но, нужны дополнительные условия на (Xn) типа слабой зависимости
(такие как сильное и равномерно сильное перемешивание, ассоцииро-
ванность и т.п.). Вариантов ЦПТ при этих условиях имеется великое
множество (см. например, [2, 5, 8]). Тем не менее, применение их для
задач оценивания затруднительно, т.к. проверка выполнения того или
иного условия слабой зависимости сама по себе является достаточ-
но сложной задачей. Процедура рандомизации, предложенная в [10] и
развитая в [4], позволяет избежать указанных выше трудностей.

Действительно, при условии FX случайные величины {X(τn,j),
j = 1, . . . , n} будут независимы и одинаково распределены. Их общим
условным распределением будет мера

Pn =
1

kn

kn∑
j=1

δ{Xj}.

Поэтому, если E |f(X1)| <∞, то

EXf(X(τn,j)) =
1

kn

kn∑
1

f(Xj).

В частности, при d = 1

Mn := EX(X(τn,j)) =
1

kn

kn∑
1

Xj ;

Vn := Var(X(τn,j)) =
1

kn

kn∑
1

(Xj −Mn)2.

В силу эргодической теоремы Биркгофа–Хинчина с вероятностью еди-
ница

Mn→EX1, a Vn→Var(X1). (9)

Оказывается (см. [4]), что для схемы серий {X(τn,j)} с вероятностью
единица условие Линдеберга выполняется без всяких дополнительных
к эргодичности предположений. В сочетании с (9) это дает “безуслов-
ную” ЦПТ: ∑n

1 (X(τn,j)−Mn))

n
1
2V

1
2
n

⇒ N (0, 1).
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В следующем разделе мы рассмотрим поведение рандомизированных
сумм

n∑
j=1

X(τn,j)

без предположения о квадратичной интегрируемости.

§4. Условие регулярного изменения
для рандомизированного процесса

В этом параграфе предполагается, что X = (Xk, k ∈ Z) – такая
строго стационарная последовательность, что X0 лежит в зоне при-
тяжения строго устойчивого закона Q с показателем α < 2, спек-
тральной мерой σ и нормировочными коэффициентами (bk). Пусть
τ = {τn,j , j = 1, . . . , n, n ∈ N} – рандомизирующая последователь-
ность, не зависящая от X. Для r > 0 и A ⊂ Sd−1 с σ(∂A) = 0 рассмот-
рим случайные величины

Z
(n)
k := 1{ Xk|Xk|∈A, |Xk|>rbn}

−G(A, rbn),

где

G(A, rbn) = P

{
Xk

|Xk|
∈ A, |Xk| > rbn

}
.

Пусть

S
(n)
k =

k∑
j=1

Z
(n)
j .

Отметим, что так как величины Z
(n)
k ограничены, то у них существуют

все моменты.

Теорема 1. Предположим, что для некоторых a, b, 0 < b < a, C > 0
и для любого n ∈ N выполняется неравенство

E |S(n)
k |

a 6 Ckb. (10)

Предположим также, что числа kn > n и растут достаточно быст-
ро, а именно,

na

ka−bn

→0, n→∞. (11)

Тогда для схемы серий {X(τn,j)
bn

, 1 6 j 6 n} с вероятностью елиница
выполняется условие RV с теми же параметрами, что и для X0.



ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 99

Замечание 1. Отметим, что в условиях теоремы не предполагается
эргодичность. Однако, неявно она присутствует, так как для выполне-
ния неравенства (10) приходится привлекать те или иные более силь-
ные условия слабой зависимости последовательности (Xk). В разделе 6
мы обсудим условия, обеспечивающие выполнение (10).

Доказательство. Так как при условии FX случайные векторы
{X(τn,j), j = 1, . . . , n} независимы и одинаково распределены, то нам
достаточно проверить, что при n→∞

nPT

{
X(τn,1)

|X(τn,1)|
∈ A, |X(τn,1)| > rbn

}
→σ(A) · r−α. (12)

Добавляя и вычитая G(A, rbn) в левой части (12), получим

nPT {. . . } =
n

kn

kn∑
j=1

[1{
Xj
|Xj |
∈A, |Xj |>rbn

} −G(A, rbn)] + nG(A, rbn).

Так как вектор X0 лежит в области притяжения распределения Q, то
для него выполнено условие RV , то есть,

nG(A, rbn)→σ(A) r−α.

Поэтому достаточно показать, что при n→∞

∆n :=
n

kn

kn∑
j=1

[1{
Xj
|Xj |
∈A, |Xj |>rbn

} −G(A, rbn)]
P→ 0.

По неравенству Маркова, учитывая (10) и (11),

P{∆n > t} 6
E |S(n)

kn
| · na

ta · kan
6
C

ta
· k

b
n · na

kan
=
C

ta
· na

ka−bn

→
n→∞

0. �

§5. Предельные теоремы

5.1. Сходимость нормированных сумм. Непосредственным след-
ствием теоремы 1 является следующий результат.

Теорема 2. Пусть X = (Xk) – строго стационарная последователь-
ность, такая что X0 лежит в зоне притяжения строго устойчи-
вого закона Q с показателем α < 2, спектральной мерой σ и норми-
ровочными константами (bn).

Пусть (τn,j , j = 1, . . . , n) – рандомизирующая последовательность,
не зависящая от X.
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Если выполнены условия (10) и (11), то тогда

Un :=
1

bn

n∑
j=1

X(τn,j) ⇒ Q.

Доказательство. В силу (12) для схемы серий {X(τn,j)
bn

, j = 1, . . . , n}
с вероятностью единица выполняется условие RV , причем с одними
и теми же характеристиками. Тогда с вероятностью единица услов-
ное распределение Un относительно FX слабо сходится к Q, а это в
соответствии с леммой 1 дает результат. �

5.2. Сходимость точечных процессов.

Теорема 3. В условиях теоремы 2 имеет место слабая сходимость
точечных процессов

Nn :=

n∑
j=1

δ
{
X(τn,j)

bn
}

к пуассоновскому точечному процессу Πα (см. (8)).

Доказательство. Так как для схемы серий {X(τn,j)
bn
} с вероятностью

единица выполнено условие RV , то в силу упомянутой выше теоремы
Резника (см. [7, Proposition 3.21]) с вероятностью единица условное
распределение процесса Nn относительно FX слабо сходится к рас-
пределению Πα. Лемма 1 дает результат. �

5.3. Сходимость максимумов. Из доказанной теоремы о сходимо-
сти точечных процессов непосредственно выводится ряд следствий, мы
остановимся на некоторых из них. Предположим, что d = 1. Пусть

Mn :=
1

bn
max

16j6n
{X(τn,j)};

mn :=
1

bn
min

16j6n
{X(τn,j)}.

Следствие 1. В условиях теоремы 2 имеет место сходимость:

Mn ⇒M := max
k>0
{εkΓ

− 1
α

k }; (13)

mn ⇒ m := min
k>0
{εkΓ

− 1
α

k }, (14)

где последовательности {εk} и {Γk} взяты из представления (8)
для Πα.
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Доказательство. В силу [7, Proposition 3.13] отображения

f, g : KH→R1,

f(κ) = max{x ∈ κ}, g(κ) = min{x ∈ κ},
являются непрерывными в vague-топологии. Поэтому применима тео-
рема о сохранении слабой сходимости при отображениях. �

При d > 1 в качестве аналога экстремумов может рассматривать-
ся выпуклая оболочка. Используя вышеприведенные аргументы, мы
получим такой результат. Положим

Vn :=
1

bn
conv{X(τn,j), j = 1, . . . , n}.

Следствие 2. В условиях теоремы 2

Vn ⇒ V := conv{εkΓ
− 1
α

k , k ∈ N

Отметим, что при d = 1 в пределе получаем сегмент [m,M ]. При
d > 1, если span{supp{σ}} = Rd, то легко видеть, что V будет с
вероятностью единица политопом, содержащим 0 в своей внутрен-
ности.

§6. Достаточные условия для оценки
моментов

Поскольку ростом последовательности (kn) мы можем управлять
по своему произволу, то применение теоремы 1 сводится к проверке
моментного неравенства (10). Неравенства такого типа широко иссле-
дуются в работах по предельным теоремам для процессов со слабой за-
висимостью – см., например, монографии [2, 5, 8]. Мы приведем здесь
пару типичных примеров.

Пусть {Zj}j∈Z – строго стационарная последовательность случай-
ных величин. Ее прошлое и будущее характеризуются σ-алгебрами

F(−∞,0] = σ{Zj , j 6 0} и F[n,∞) = σ{Zj , j > n}, n ∈ N.

Напомним, что {Zj} удовлетворяет условию сильного перемешивания
(СП), если

α(n) := sup
A∈F(−∞,0]
B∈F[n,∞)

∣∣P(A ∩B)−P(A)P(B)
∣∣ →
n→∞

0,
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и условию равномерно сильного перемешивания (РСП), если

ϕ(n) := sup
A∈F(−∞,0]
B∈F[n,∞)

|P(B|A)−P(B)| →
n→∞

0.

Следствие 3. Предположим, что последовательность (Xk) из §4
обладает свойством СП, причем

∞∑
1

α(k) <∞. (15)

Тогда выполняется неравенство (10) с a = 2, b = 1.

Доказательство. Случайные величины

Z
(n)
k = 1{ Xk|Xk|∈A, |Xk|>rbn}

−G(rbn).

ограничены, центрированы и имеют распределение бернуллиевского
типа. Легко видеть, что

cov(Zn0 , Z
(n)
k ) = P{X0 ∈ Kr, Xk ∈ Kr} −P{X0 ∈ Kr}P{Xk ∈ Kr},

где Kr ⊂ Sd−1 × (0,∞), Kr = A× [r,∞). Так что

| cov(Z
(n)
0 , Z

(n)
k )| 6 α(k).

В силу (15),
∞∑
k=1

| cov(Z
(n)
0 , Z

(n)
k )| <∞,

а это, как хорошо известно (см., например, [8, L.1.2]), дает неравенство

E |
n∑
k=1

Z
(n)
k |

2 6 ∆n,

где ∆ = α(0) + 2
∑∞
j=1 α(j). �

При выполнении более сильного условия перемешивания необходи-
мость оценки коэффициента перемешивания пропадает.

Следствие 4. Если исходная последовательность (Xk) обладает
свойством РСП, то неравенство (10) выполняется с a = 2 и с b = 1+ε
при любом 0 < ε < 1.
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Доказательство. Так как последовательность (Znk )k∈Z строго стаци-
онарна, то для поведения дисперсии Var(S

(n)
k ) есть только две возмож-

ности (см. [5], Theorem 18.2.3):

(1) или lim supk Var(S
(n)
k ) <∞

(2) или limk Var(S
(n)
k ) =∞.

В первом случае неравенство E (S
(n)
k )2 6 Ckb выполняется очевид-

ным образом при любом 0 < b < 2 (и это позволяет выбирать (kn)
медленно растущей). Если выполнено второе соотношение, то по той
же теореме 18.2.3 из [5] дисперсия имеет вид

Var(S
(n)
k ) = kh(k),

где h – медленно меняющаяся функция. Поэтому b = 1 + ε годится с
любым ε ∈ (0, 1). �
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The goal of this work is to find conditions under which partial sums of
strictly stationary sequences are attracted to a non-Gaussian stable limit.
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In contrast to the results available in the literature, we come away from the
traditional methods and use a new approach based on randomization of the
initial data. His effectiveness is confirmed by examples. Thus, it turned out
that in the case of uniformly strong mixing, without any conditions on the
mixing coefficient, the convergence of randomized sums occurs whenever
when the marginal distribution lies in the area of attraction of a stable
law.
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