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§1. Введение

Пусть X,X1, X2 . . . – последовательность независимых одинаково
распределённых случайных величин и {dn}∞n=1 – неубывающая после-
довательность положительных чисел, 1 6 dn 6 n, Sn = X1 + · · ·+Xn,
S0 = 0.

Изучению асимптотического п.н. (почти наверное) поведения ста-
тистик

Sn+[dn] − Sn, max
06k6n−[dn]

(Sk+[dn] − Sk)

и
max

06k6n−[dn]
max

16j6[dn]
(Sk+j − Sk)

посвящены работы множества авторов. В случае первой статистики
в зависимости от вида dn и моментных условий на распределение X
ищется нормирующая последовательность {bn}∞n=1, такая что справед-
ливо

lim sup
n→∞

Sn+[dn] − Sn
bn

= 1 п.н.

Впервые подобные результаты были получены в работах Л. Шеп-
па [1] и П. Эрдёша и А. Реньи [2], изучавших асимптотическое поведе-
ние статистик Sn+[dn]−Sn и max06k6n−[dn](Sk+[dn]−Sk) соответствен-
но. В работе [2] и в статьях Ш. Чёрге [3], П. Деовельса и Л. Девроя [4]
и Д. Мейсона [5] было изучено поведение малых (dn = O(lnn) при
n → ∞) приращений сумм. Случай больших приращений (dn/ lnn →
∞ при n → ∞) был исследован в работе М. Чёрге и П. Ревеса [6] и
в статьях Х. Ланцингера [7], Х. Ланцингера и У. Штадтмюллера [8],
А. Н. Фролова [9, 10] и М. Н. Тертерова [11].

Ключевые слова: приращения однородных процессов с независимыми прираще-
ниями, законы Чёрге–Ревеса, области нормального притяжения асимметричного
устойчивого закона.
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Вид нормирующей последовательности зависит от скорости роста
последовательности dn. В случае малых приращений нормирующая
последовательность зависит от всего распределения случайной вели-
чины X. Результаты для малых приращений называются законами
Эрдёша–Реньи. Если речь идёт о статистике Sn+[dn] − Sn, говорят о
законе Шеппа.

В случае больших приращений нормирующая последовательность
определяется моментными условиями, налагаемыми на случайную ве-
личину X. Получающиеся соотношения называются законами Чёрге–
Ревеса.

При dn = c(lnn)p, где c > 0, p > 1, предельное поведение прира-
щений Sn+[dn] − Sn изучалось в работах Х. Ланцингера [7] и Х. Лан-
цингера и У. Штадтмюллера [8] для величин с конечной дисперсией,
а также А.Н. Фролова [9, 10] и М. Н. Тертерова [11] для величин из
областей притяжения нормального закона и асимметричных устойчи-
вых законов. При этом в [7] и [8] предполагалось выполненным усло-
вие Линника, а в [9, 10] и [11] – односторонний вариант этого условия.
Также в статьях М. Чёрге и П. Ревеса [6] и А. Н. Фролова [9, 10] это
предельное поведение исследовалось при различных двусторонних и
односторонних моментных условиях соответственно.

Х. Ланцингер и У. Штадтмюллер обнаружили, что при выполнении
условия Линника в нормирующую последовательность для погранич-
ной длины приращений c(lnn)p при c < c0 входит некоторая функ-
ция ϕ(c). Подобные результаты для областей нормального притяже-
ния асимметричных устойчивых законов с экспонентой из (1, 2) были
получены М. Н. Тертеровым.

Cледующий результат получен в [11].

Теорема 1. Пусть функция распределения F (x) случайной величины
X принадлежит области нормального притяжения асимметрично-
го устойчивого закона с параметром α ∈ (1, 2) и характеристической
функцией

ψ(t) = exp

{
−a|t|α

(
1 +

it

|t|
tg
π

2
α

)}
,

где a = cos (π(2− α)/2). Пусть t0 = sup
{
t > 0 | E et(X+)α/(p+α−1)

<∞
}

<∞. Положим an = (lnn)p, где p > 1, cn = (lnn)(p+α−1)/α и

ϕ(c)=max

{
x+ y

∣∣∣∣ (α− 1)xα/(α−1)

αc1/(α−1)
+ t0y

α/(p+α−1) 6 1, x > 0, y > 0

}
.
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Тогда
lim sup
n→∞

Sn+[can] − Sn
cnϕ(c)

= 1 п.н.

Замечание. Пусть β = α/(α − 1). Для всех c > c0 функция ϕ имеет
простое выражение ϕ(c) = β1/βc1/α (см. [11]). Результат теоремы 1 в
этом случае получен в [9, 10]. При α = 2 тот же результат получен
в [6]. При α = 2 и малых значениях c 6 c0 теорема 1 доказана в [7].

Поведение однородных процессов с независимыми приращениями
похоже на поведение сумм независимых одинаково распределённых
случайных величин (см. [12]). В настоящей работе получено обобщение
теоремы 1 на случай таких процессов, а также доказан аналогичный
теореме 1 результат для одного максимума приращений сумм незави-
симых одинаково распределённых случайных величин.

§2. Результаты

Наш первый результат следующий.

Теорема 2. Пусть ξ(t), t > 0 – стохастически непрерывный од-
нородный процесс с независимыми приращениями, с вероятностью
1 непрерывный справа и имеющий пределы слева, ξ(0) = 0. Пусть
функция распределения случайной величины ξ(1) принадлежит обла-
сти нормального притяжения асимметричного устойчивого закона
с параметром α ∈ (1, 2) и характеристической функцией ψ(t).

Положим at = (ln t)p, где p > 1, и ct = (ln t)(p+α−1)/α при t > 0.
Пусть t0 = sup

{
t > 0 | E et(ξ(1)+)α/(p+α−1)

<∞
}
<∞. Определим

Mt = sup
06s6cat

(
ξ(t+ s)− ξ(t)

)
.

Тогда

lim sup
t→∞

ξ(t+ cat)− ξ(t)
ϕ(c) ct

= 1 п.н.,

lim sup
t→∞

Mt

ϕ(c) ct
= 1 п.н.

Первая часть теоремы 2 расширяет теорему 1 на случай прираще-
ний однородных процессов с независимыми приращениями. Вторая её
часть является результатом для максимума этих приращений, кото-
рый мы перенесём на случай максимума приращений сумм независи-
мых одинаково распределённых случайных величин.
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Теорема 3. В условиях теоремы 1 положим

Vn = max
16l6[can]

(Sn+l − Sn) .

Тогда

lim sup
n→∞

Vn
cnϕ(c)

= 1 п.н.

Доказательству теорем 2 и 3 посвящена настоящая работа.

§3. Доказательства

Приступим к доказательству теоремы 2.

Доказательство. Докажем сначала, что

lim sup
t→∞

Mt

ϕ(c) ct
6 1 п.н.

Пусть δ > 0, c > 0, τ > 0. Обозначим bn = ϕ(c) cn. Тогда по лемме 3.3
из [13] найдётся такое q ∈ (0, 1), что

P
(
ξ
(
[(c+ τ) an]

)
> −δbn

)
> P

(
ξ
(
[(c+ τ) an]

)
> 0
)
> q.

По замечанию 4.1 из [13] имеем

P
(
ξ(t) > −δbn

)
> q для всех 0 6 t 6 [(c+ τ) an]. (1)

Зафиксируем такое q.
Пусть τ > 0 и {tk}∞k=1 – последовательность, такая что tk →∞ при

k → ∞. Так как at строго возрастает и 1 + can+1 6 [(c+ τ) an] при
достаточно больших n, имеем

P
(

sup
n6tk6n+1

Mtk > (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cn

)
6 P

(
sup

n6s<t6n+1+can+1

(
ξ(t)− ξ(s)

)
> (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cn

)
= P

(
sup

06s<t61+can+1

(
ξ(t)− ξ(s)

)
> (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cn

)
6 P

(
sup

06s<t6[(c+τ)an]

(
ξ(t)− ξ(s)

)
> (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cn

)
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при достаточно больших n. По неравенству (1) и лемме 4.1 из [13]

P
(

sup
06s<t6[(c+τ)an]

(
ξ(t)− ξ(s)

)
> (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cn

)
6 q−2P

(
ξ
(
[(c+ τ)an]

)
> (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cn − 2δbn

)
6 q−2P

(
ξ
(
[(c+ τ)an]

)
> (1 + ε)ϕ(c+ τ) cn

)
при достаточно малом δ > 0. В последнем неравенстве мы восполь-
зовались тем, что (1 + ε)ϕ(c + 2τ) cn − 2δbn > (1 + ε)ϕ(c + τ) cn при
достаточно малом δ.

Ряд
∞∑
n=1

P
(
ξ
(
[(c+ τ)an]

)
> (1 + ε)ϕ(c + τ) cn

)
сходится по лемме 3

из [11]. Следовательно, ряд
∞∑
n=1

P
(

sup
n6tk6n+1

Mtk > (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cn

)
также сходится. По лемме Бореля–Кантелли

P
(
Mtk > (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) ctk б.ч. по k

)
6 P

(
sup

n6tk6n+1
Mtk > (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cn б.ч. по n

)
= 0.

Тогда

lim sup
k→∞

Mtk

ctk
6 (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) п.н.

для любых τ , ε > 0. Устремив ε→ 0, τ → 0, получаем требуемое.

Теперь докажем неравенство

lim sup
t→∞

ξ(t+ cat)− ξ(t)
ϕ(c) ct

> 1 п.н.

Пусть ε > 0, γ > 1. Обозначим через {x} дробную часть числа
x ∈ R. Тогда из того, что cnγ →∞ при n→∞, следует

P
(
ξ ({cnγ}) > −εϕ(c) cnγ

)
> P

(
inf

06t61
ξ(t) > −εϕ(c) cnγ

)
>

1

2
(2)

при достаточно больших n.
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Выберем γ, такое как в [11]. Из соотношения (2) следует, что

P
(
ξ(nγ + canγ )− ξ(nγ) > (1− 2ε)ϕ(c) cnγ

)
> P

(
ξ(nγ + [canγ ])− ξ(nγ) > (1− ε)ϕ(c) cnγ

)
×P

(
ξ(nγ + canγ )− ξ(nγ + [canγ ]) > −εϕ(c) cnγ

)
= P

(
ξ([canγ ]) > (1− ε)ϕ(c) cnγ

)
·P
(
ξ ({canγ}) > −εϕ(c) cnγ

)
>

1

2
·P
(
ξ([nγ ] + [can])− ξ([nγ ]) > (1− ε)ϕ(c) cnγ

)
при достаточно больших n.

Ряд
∞∑
n=1

P
(
ξ([nγ ] + [can]) − ξ([nγ ]) > (1 − ε)ϕ(c) cnγ

)
расходится по

равенству (7) из [11]. Следовательно, также расходится ряд
∞∑
n=1

P
(
ξ(nγ + canγ )− ξ(nγ) > (1− 2ε)ϕ(c) cnγ

)
.

События {ξ(nγ + canγ )− ξ(nγ) > (1− 2ε)ϕ(c) cnγ} попарно незави-
симы, так как (n+ 1)γ > nγ + canγ + 1 при достаточно больших n. По
лемме Бореля–Кантелли

P
(
ξ(nγ + canγ )− ξ(nγ) > (1− 2ε)ϕ(c) cnγ б.ч. по n

)
= 1

для любого ε > 0. Отсюда мы имеем

lim sup
t→∞

ξ(t+ cat)− ξ(t)
ϕ(c) ct

> lim sup
n→∞

ξ(nγ + canγ )− ξ(nγ)
ϕ(c) cnγ

> 1− 2ε п.н.

для любого ε > 0. Устремив ε→ 0, получаем требуемое. �

Приступим теперь к доказательству теоремы 3.

Доказательство. По теореме 1 достаточно доказать неравенство

lim sup
n→∞

Vn
cnϕ(c)

6 1 п.н.

Пусть δ > 0, c > 0, τ > 0. Обозначим bm = ϕ(c) cm. Тогда по
лемме 3.3 из [13] найдётся такое q ∈ (0,∞), что

P
(
S[(c+τ)am] > −δbm

)
> P

(
S[(c+τ)am] > 0

)
> q.

По лемме 1.2 из [13] имеем

P
(
Si > −δbm

)
> q для всех 0 6 i 6 [(c+ τ)am]. (3)
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Зафиксируем такое q.
Пусть τ > 0 и {nk}∞k=1 – последовательность, такая что nk →∞ при

k →∞. Ввиду строгого возрастания последовательности an имеем

P
(

max
m6nk6m+1

Vnk > (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cm

)
6 P

(
max

m6i<j6m+1+[cam+1]

(
Sj − Si

)
> (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cm

)
= P

(
max

06i<j61+[cam+1]

(
Sj − Si

)
> (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cm

)
6 P

(
max

06i<j6[(c+τ)am]

(
Sj − Si

)
> (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cm

)
при достаточно больших m. По неравенству (3) и лемме 1.1 из [13]

P
(

max
06i<j6[(c+τ)am]

(
Sj − Si

)
> (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cm

)
6 q−2P

(
S[(c+τ)am] > (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cm − 2δbm

)
6 q−2P

(
S[(c+τ)am] > (1 + ε)ϕ(c+ τ) cm

)
при достаточно малом δ.

По лемме 3 из [11] ряд
∞∑
m=1

P
(
S[(c+τ)am] > (1+ε)ϕ(c+τ) cm

)
сходится.

Следовательно, ряд
∞∑
m=1

P
(

max
m6nk6m+1

Vnk > (1+ε)ϕ(c+2τ) cm

)
также

сходится. По лемме Бореля–Кантелли

P
(
Vnk > (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cnk б.ч. по k

)
6 P

(
max

m6nk6m+1
Vnk > (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) cm б.ч. по m

)
= 0.

Тогда

lim sup
k→∞

Vnk
cnk
6 (1 + ε)ϕ(c+ 2τ) п.н.

для любых τ , ε > 0. Устремив ε→ 0, τ → 0, получаем требуемое. �
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