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§1. Введение

Непрерывная кусочно-линейная интерполяция на равномерной сет-
ке считается одной из самых простых схем локальной аппроксима-
ции [4]. Использование этой схемы в кратномасштабном анализе со-
ответствует разложению Фабера [3,17], на основе которого реализова-
но построение первого ленивого вейвлета. Такой подход инициировал
развитие методов построения вейвлетов без привлечения формализ-
ма гильбертовых пространств и аппарата Фурье-анализа, в том чис-
ле способствовал разработке различных схем построения вейвлетных
разложений на неравномерных сетках (подробнее см. [11, 19–21] и ци-
тируемую там литературу).

В данной работе рассматривается квазилинейная интерполяция ми-
нимальными сплайнами [6, 8] и соответствующие телескопические си-
стемы вложенных пространств сплайнов на неравномерных сетках.
Вообще говоря, существуют различные возможности построения как
сплайн-вейвлетных разложений, так и базисных функций в простран-
стве вейвлетов [1,2,7,9, 10,15]. Известно, что для улучшения усредня-
ющих свойств вейвлетов, например, для того, чтобы сделать их в том
или ином смысле «более ортогональными» к масштабирующему про-
странству, можно использовать метод лифтинга (подъема), вычитая
из каждого вейвлета несколько соседних масштабирующих функций
более грубого разрешения [16, 18, 22]. В данной работе такая лифтин-
говая модификация применяется к сплайн-вейвлетам с несмещенным
носителем [12]. Однако для сплайн-вейвлетов со смещенным носите-
лем [5] применяется другая лифтинговая модификация, использующая
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линейную комбинацию масштабирующих функций того же разреше-
ния. Это приводит к построению достаточно произвольных (как поли-
номиальных, так и неполиномиальных) сплайн-вейвлетов на неравно-
мерных сетках на отрезке. При этом формулы декомпозиции и рекон-
струкции оказываются довольно простыми и допускают эффективную
компьютерную реализацию.

§2. Пространство координатных сплайнов

Пусть Z и R1 — множества целых и вещественных чисел соответ-
ственно. Через Cr[a, b] обозначим множество r раз непрерывно диф-
ференцируемых на отрезке [a, b] функций, полагая C0[a, b]

def
= C[a, b].

На отрезке [a, b] ⊂ R1 рассмотрим сетку ∆L:

a = xL0 < xL1 < . . . < xLn−1 < xLn = b,

где n = 2Lm, причем L,m ∈ Z, L > 0, m > 1.
Рассмотрим порождающую функцию ρ ∈ C1[a, b]. Объекты, рас-

сматриваемые на сетке ∆L, будем снабжать верхним индексом L, на-
пример, ρLj

def
= ρ(xLj ), j = 0, . . . , n.

Теорема 1. Пусть ρ′(t) 6= 0, t ∈ [a, b]. Тогда сплайн-функции φLj (t),

j = 0, . . . , n, задаваемые на сетке ∆L формулами

φL0 (t) =


ρL1 − ρ(t)

ρL1 − ρL0
, t ∈ [xL0 , x

L
1 ),

0, иначе,

φLj (t) =



ρ(t)− ρLj−1
ρLj − ρLj−1

, t ∈ [xLj−1, x
L
j ),

ρLj+1 − ρ(t)

ρLj+1 − ρLj
, t ∈ [xLj , x

L
j+1),

0, иначе,

φLn(t) =


ρ(t)− ρLn−1
ρLn − ρLn−1

, t ∈ [xLn−1, x
L
n ],

0, иначе,
обладают следующими свойствами:

(1) Линейная независимость: {φLj } — линейно независимая си-
стема функций на отрезке [a, b].
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(2) Компактный носитель: suppφLj = [xLj−1, x
L
j+1].

(3) Непрерывность: φLj ∈ C[a, b], причем φLj (xLi ) = δj,i, где δj,i —
символ Кронекера.

(4) Положительность: φLj (t) > 0, t ∈ (xLj−1, x
L
j+1).

(5) Разбиение единицы:
n∑

j=0

φLj (t) = 1, t ∈ [a, b].

Доказательство. Учитывая, что отличие от нуля производной гене-
рирующей функции ρ′(t) на отрезке [a, b] влечет строгую монотонность
ρ(t), доказательство непосредственно вытекает из приведенного в ра-
боте [6]. Заметим, что краевые функции имеют более «узкий» носитель
suppφL0 = [xL0 , x

L
1 ] и suppφLn = [xLn−1, x

L
n ]; они положительны внутри

своих носителей. �

Пространство

V L def
= V L(∆L) =

sL | sL(t) =

2Lm∑
j=0

cLj φ
L
j (t) ∀ cLj ∈ R1, t ∈ [a, b]

 (1)

называется пространством нормализованных линейных минималь-
ных Bϕ-сплайнов (второго порядка) на сетке ∆L. Сами сплайны бу-
дем называть координатными минимальными сплайнами максималь-
ной гладкости. Очевидно, что размерность введенного конечномерно-
го пространства есть

dimV L = 2Lm+ 1.

При ρ(t) = t сплайн-функции φLj совпадают с известными поли-
номиальными B-сплайнами первой степени (второго порядка), т.е. с
одномерными функциями Куранта:

φLj (t) =



t− xLj−1
xLj − xLj−1

, t ∈ [xLj−1, x
L
j ),

xLj+1 − t
xLj+1 − xLj

, t ∈ [xLj , x
L
j+1),

0, иначе.
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§3. О вейвлетных разложениях фаберовского типа

Пусть сетка ∆L+1 получена двукратным измельчением сетки ∆L

путем добавления новых узлов ξLj ∈ (xLj , x
L
j+1), j = 0, . . . , 2Lm− 1, т.е.

xL+1
j

def
=

{
xLj/2, j = 2k, k = 0, . . . , 2Lm,

ξL(j−1)/2, j = 2k − 1, k = 1, . . . , 2Lm.

Тогда справедливы калибровочные соотношения [20], которые пред-
ставляют сплайны на разреженной сетке в виде линейной комбинации
сплайнов на густой сетке:

φLj (t) =


φL+1
0 (t) + pL+1

−1,2 φ
L+1
1 (t), j = 0,

pL+1
j−1,0 φ

L+1
2j−1(t) + pL+1

j−1,1 φ
L+1
2j (t)

+pL+1
j−1,2 φ

L+1
2j+1(t), j = 1, . . . , 2Lm− 1,

pL+1
2Lm−1,0 φ

L+1
2L+1m−1(t) + φL+1

2L+1m
(t), j = 2Lm,

(2)

где коэффициенты pL+1
j,i ∈ R1, i = 0, 1, 2, вычисляются по формулам:

pL+1
j,0 =

ρL+1
2j+1 − ρ

L+1
2j

ρL+1
2j+2 − ρ

L+1
2j

, j = 0, . . . , 2Lm− 1,

pL+1
j,1 = 1, j = −1, . . . , 2Lm− 1,

pL+1
j,2 =

ρL+1
2j+4 − ρ

L+1
2j+3

ρL+1
2j+4 − ρ

L+1
2j+2

, j = −1, . . . , 2Lm− 2.

Ввиду калибровочных соотношений (2), справедливо вложение про-
странств V L ⊂ V L+1, откуда можно построить вейвлетное разложение
фаберовского типа

V L+1 = V L uWL, (3)

где через u обозначена прямая сумма пространств V L и WL.
Пространство вейвлетовWL можно определить как дополнение про-

странства V L до пространства V L+1 таким образом, что любая функ-
ция из пространства V L+1 может быть записана в виде суммы некото-
рой функции из пространства V L и некоторой функции из простран-
ства WL. При этом существуют различные возможности построения
базисных функций в пространстве WL.



О ЛИФТИНГОВЫХ МОДИФИКАЦИЯХ СПЛАЙН-ВЕЙВЛЕТОВ 111

§4. Лифтинговая модификация несмещенных
сплайн-вейвлетов

Здесь в качестве базисных функций в пространстве WL будем ис-
пользовать базисные функции из пространства V L+1 с центрами в
нечетных узлах. Так получаются ленивые вейвлеты, которые не требу-
ют дополнительных вычислений, являясь подмножеством масштаби-
рующих функций (см. [12]). Ясно, что dimWL = 2Lm, причем вы-
полняется условие дополнения размерностей рассматриваемых про-
странств, т.е.

dimV L+1 = dimV L + dimWL.

Составим из сплайн-функций φLj , j = 0, . . . , 2Lm, вектор-строку

φL def
=
(
φL0 , φ

L
1 , . . . , φ

L
2Lm

)
. Тогда существует матрица уточняющей ре-

конструкции масштабирующих функций (или матрица последова-
тельного деления) PL+1 размеров (2L+1m+ 1)× (2Lm+ 1) такая, что

φL = φL+1PL+1, (4)

где элементы столбцов составлены из коэффициентов калибровочных
соотношений (2):

PL+1 =



1 0 0 . . . 0 0

pL+1
−1,2 pL+1

0,0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0

0 pL+1
0,2 pL+1

1,0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

0 0 pL+1
1,2 . . . 0 0

...
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . pL+1
2Lm−2,0 0

0 0 0 . . . 1 0

0 0 0 . . . pL+1
2Lm−2,2 pL+1

2Lm−1,0
0 0 0 . . . 0 1



. (5)

Обозначим ленивые базисные вейвлет-функции через

ψL
i (t)

def
= φL+1

2i+1(t), i = 0, 1, . . . , 2Lm− 1,

и введем вектор-строку ψL def
=
(
ψL
0 , ψ

L
1 , . . . , ψ

L
2Lm−1

)
.

Поскольку пространство вейвлетов WL по определению является
подпространством V L+1, можно представить вейвлет-функции ψL

i в
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виде линейной комбинации масштабирующих функций φL+1
j . Таким

образом, существует матрица уточняющей реконструкции вейвлет-
функций QL+1 def

=
(
qL+1
i,j

)
размера (2L+1m+ 1)× 2Lm такая, что

ψL = φL+1QL+1, (6)

а ее элементы qL+1
i,j — нули, за исключением qL+1

2k+1,k = 1, где k =

0, . . . , 2Lm− 1, т.е.

QL+1 =



0 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0


. (7)

Используя обозначения для блочных матриц, представления (4) и
(6) можно записать в виде единого калибровочного соотношения для
масштабирующих функций и вейвлетов[

φL | ψL
]

= φL+1
[
PL+1 | QL+1

]
, (8)

где матрица
[
PL+1 | QL+1

]
называется матрицей реконструкции (син-

теза).
Чтобы улучшить усредняющие свойства ленивых вейвлетов, напри-

мер, сделать их в том или ином смысле «более ортогональными» к про-
странству V L, можно из каждого ленивого вейвлета вычесть несколько
соседних масштабирующих функций более грубого разрешения.

Определим новые базисные вейвлет-функции

ΨL
i (t)

def
= ψL

i (t)− αL+1
i φLi (t)− βL+1

i+1 φ
L
i+1(t)

= φL+1
2i+1(t)− αL+1

i φLi (t)− βL+1
i+1 φ

L
i+1(t),

(9)
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i = 0, 1, . . . , 2Lm − 1, и потребуем сохранения первых двух моментов,
т.е.

b∫
a

ΨL
i (t) dt = 0,

b∫
a

tΨL
i (t) dt = 0.

Отсюда находим

αL+1
i =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b∫
a

φL+1
2i+1(t) dt

b∫
a

φLi+1(t) dt

b∫
a

t φL+1
2i+1(t) dt

b∫
a

t φLi+1(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣∣∣

b∫
a

φLi (t) dt
b∫
a

φLi+1(t) dt

b∫
a

t φLi (t) dt
b∫
a

t φLi+1(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

βL+1
i+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b∫
a

φLi (t) dt
b∫
a

φL+1
2i+1(t) dt

b∫
a

t φLi (t) dt
b∫
a

t φL+1
2i+1(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣∣∣

b∫
a

φLi (t) dt
b∫
a

φLi+1(t) dt

b∫
a

t φLi (t) dt
b∫
a

t φLi+1(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где i = 0, 1, . . . , 2Lm− 1.

Из коэффициентов αL+1
i , βL+1

i+1 составим матрицу GL+1 размеров
(2Lm+ 1)× 2Lm :

GL+1 =



αL+1
0 0 0 . . . 0 0

βL+1
1 αL+1

1 0 . . . 0 0

0 βL+1
2 αL+1

2 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . βL+1

2Lm−1 αL+1
2Lm−1

0 0 0 . . . 0 βL+1
2Lm


.

Запишем новые вейвлет-функции (9) в вектор-строку

ΨL def
=
(
ΨL

0 ,Ψ
L
1 , . . . ,Ψ

L
2Lm−1

)
.

В силу представлений (4) и (6), справедлива цепочка равенств

ΨL = ψL − φLGL+1 = φL+1
(
QL+1 − PL+1GL+1

)
.

Тогда единое калибровочное соотношение, аналогичное (8), для тех
же масштабирующих функций и новых вейвлетов есть[

φL | ΨL
]

= φL+1
[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]
, (10)
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где матрица реконструкции новых вейвлетов, определяется из матри-
цы реконструкции ленивых вейвлетов

[
PL+1 | QL+1

]
равенством[

PL+1
Ψ | QL+1

Ψ

]
def
=
[
PL+1 | QL+1 − PL+1GL+1

]
. (11)

Матрица PL+1
Ψ имеет вид (5), а матрица

QL+1
Ψ =



ξ0,0 0 0 . . . 0

ξ1,0 ξ1,1 0 . . . 0

ξ2,0 ξ2,1 0 . . . 0

ξ3,0 ξ3,1 ξ3,2 . . . 0

0 ξ4,1 ξ4,2 . . . 0

0 ξ5,1 ξ5,2 . . . 0

0 0 ξ6,2 . . . 0

0 0 ξ7,2 . . . 0

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . ξ2L+1m−3,2Lm−1

0 0 0 . . . ξ2L+1m−2,2Lm−1

0 0 0 . . . ξ2L+1m−1,2Lm−1

0 0 0 . . . ξ2L+1m,2Lm−1



, (12)

где
ξ0,0 = −αL+1

0 , ξ1,0 = 1− αL+1
0 pL+1

−1,2 − β
L+1
1 pL+1

0,0 ,

ξ2,0 = −βL+1
1 , ξ3,0 = −βL+1

1 pL+1
0,2 ,

ξ1,1 = −αL+1
1 pL+1

0,0 , ξ2,1 = −αL+1
1 , ξ3,1 = 1− αL+1

1 pL+1
0,2 − β

L+1
2 pL+1

1,0 ,

ξ4,1 = −βL+1
2 , ξ5,1 = −βL+1

2 pL+1
1,2 ,

ξ3,2 = −αL+1
2 pL+1

1,0 , ξ4,2 = −αL+1
2 , ξ5,2 = 1− αL+1

2 pL+1
1,2 − β

L+1
3 pL+1

2,0 ,

ξ6,2 = −βL+1
3 , ξ7,2 = −βL+1

3 pL+1
2,2 ,

ξ2L+1m−3,2Lm−1 = −αL+1
2Lm−1p

L+1
2Lm−2,0, ξ2L+1m−2,2Lm−1 = −αL+1

2Lm−1,

ξ2L+1m−1,2Lm−1 = 1− αL+1
2Lm−1p

L+1
2Lm−2,2 − β

L+1
2Lm

pL+1
2Lm−1,0,

ξ2L+1m,2Lm−1 = −βL+1
2Lm

.

Из представлений (5) и (12) ясно, что матрица реконструкции[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]
разрежена. Как правило, матрицы декомпозиции

(анализа), обратные к матрицам реконструкции, теряют разреженную
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структуру, поэтому для декомпозиции используют те или иные спе-
циальные методы, не осуществляя построение матриц декомпозиции в
явном виде (см., например, [1,13–15]). В нашем случае матрица деком-
позиции оказывается разреженной, причем перестановкой столбцов ее
можно привести к пятидиагональной.

Теорема 2. Обратная к (11) матрица
[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]−1
существует

и имеет следующий вид:[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]−1
=

[
AL+1

Ψ

BΨ
L+1

]
, (13)

где

BL+1
Ψ =


−pL+1

−1,2 1 −pL+1
0,0 0 0 . . . 0 0 0

0 0 −pL+1
0,2 1 −pL+1

1,0 . . . 0 0 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . −pL+1

2Lm−2,2
1 −pL+1

2Lm−1,0

 ,

AL+1
Ψ =



λ0,0 λ0,1 λ0,2 0 0 . . . 0

λ1,0 λ1,1 λ1,2 λ1,3 λ1,4 . . . 0

0 0 λ2,2 λ2,3 λ2,4 . . . 0

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . λ2Lm−1,2L+1m

0 0 0 0 0 . . . λ2Lm,2L+1m


,

причем
λ0,0 = 1− αL+1

0 pL+1
−1,2, λ1,0 = −βL+1

1 pL+1
−1,2,

λ0,1 = αL+1
0 , λ1,1 = βL+1

1 ,

λ0,2 = −αL+1
0 pL+1

0,0 , λ1,2 = 1−αL+1
1 pL+1

0,2 −β
L+1
1 pL+1

0,0 , λ2,2 = −βL+1
2 pL+1

0,2 ,

λ1,3 = αL+1
1 , λ2,3 = βL+1

2 ,

λ1,4 = −αL+1
1 pL+1

1,0 , λ2,4 = 1− αL+1
2 pL+1

1,2 − β
L+1
2 pL+1

1,0 ,

λ2Lm−1,2L+1m−1 = αL+1
2Lm−1, λ2Lm,2L+1m−1 = βL+1

2Lm
,

λ2Lm−1,2L+1m = −αL+1
2Lm−1p

L+1
2Lm−1,0, λ2Lm,2L+1m = 1− βL+1

2Lm
pL+1
2Lm−1,0.
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Доказательство. Рассмотрим пятидиагональную матрицу

[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]′ def
=



1 ξ0,0

pL+1
−1,2 ξ1,0 pL+1

0,0 ξ1,1

ξ2,0 1 ξ2,1
. . .

ξ3,0 pL+1
0,2 ξ3,1

. . .

ξ4,1
. . .

ξ5,1
. . .
. . .

pL+1
2Lm−1,0

1



, (14)

получаемую перестановкой столбцов матрицы (11) в соответствии с
подстановкой

σ
def
=

(
0 1 2 . . . 2Lm 2Lm+ 1 2Lm+ 2 . . . 2L+1m
0 2 4 . . . 2L+1m 1 3 . . . 2L+1m− 1

)
.

(15)
Матрицу, соответствующую перестановке столбцов (15), обозначим

через P. Тогда верно представление

[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]′
=
[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]
P. (16)

Структура пятидиагональной матрицы (14) такова, что ее опреде-

литель удовлетворяет условию det
[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]′
= 1, а, следователь-

но, существует обратная к (14) матрица
[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]′−1
, которая

также оказывается пятидиагональной:

[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]′−1
=
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λ0,0 λ0,1 λ0,2

−pL+1
−1,2 1 −pL+1

0,0

λ1,0 λ1,1 λ1,2 λ1,3 λ1,4

−pL+1
0,2 1 −pL+1

1,0

. . .

λ2,2 λ2,3 λ2,4
. . .
. . .
. . . λ2Lm−1,2L+1m

. . . −pL+1
2Lm−1,0

λ2Lm,2L+1m



. (17)

Из представления (16) находим:[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]−1
= P

[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]′−1
.

Из предыдущего равенства следует, что для нахождения матрицы[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]−1
к строкам матрицы (17) требуется применить пере-

становку обратную к (15), т.е. перестановку σ−1, в которой записи об-
раза и прообраза поменяны местами. Отсюда получаем искомое пред-
ставление (13). �

Для вектора, состоящего из коэффициентов аппроксимации, введем
обозначение cL def

=
(
cL0 , c

L
1 , . . . , c

L
2Lm

)T
, где через T обозначена опера-

ция транспонирования. Запишем выражение (1) в векторном виде:

sL(t) = φL(t) cL.

Вейвлет-коэффициенты аппроксимации обозначим через dLi , i=0, 1,

. . . , 2Lm−1, и введем вектор dL def
=
(
dL0 , d

L
1 ,. . ., d

L
2Lm−1

)T
.

Ввиду разложения (3), любая функция из пространства V L+1 мо-
жет быть записана в виде суммы некоторой функции из пространства
V L и некоторой функции из пространства WL, причем справедлива
следующая цепочка равенств:

sL+1(t) = φL+1(t) cL+1 = φL(t) cL + ΨL(t)dL

= φL+1(t)PL+1
Ψ cL + φL+1(t)QL+1

Ψ dL.
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Пусть известны коэффициенты cL и dL. Тогда коэффициенты cL+1

могут быть получены из коэффициентов cL и dL следующим образом:

cL+1 = PL+1
Ψ cL +QL+1

Ψ dL =
[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

] [ cL
dL

]
=
[
PL+1 | QL+1 − PL+1GL+1

] [ cL
dL

]
.

(18)

Формулы (18) называются формулами реконструкции, а матрицы
PL+1

Ψ и QL+1
Ψ называются фильтрами реконструкции.

Рассмотрим обратный процесс разбиения известных коэффициен-
тов cL+1 на более грубую версию cL и уточняющие коэффициенты
dL, который определяется матричными уравнениями

cL = A′
L+1
Ψ cL+1, (19)

dL = B′
L+1
Ψ cL+1, (20)

где матрицы A′L+1
Ψ размеров (2Lm+ 1)× (2L+1m+ 1) и B′L+1

Ψ разме-
ров 2Lm× (2L+1m+ 1) определяются из соотношения (10) следующим
образом: [

φL | ΨL
] [A′L+1

Ψ

B′
L+1
Ψ

]
= φL+1. (21)

Формулы (19)–(20) называются формулами декомпозиции, матрица[
A′

L+1
Ψ

B′
L+1
Ψ

]
— матрицей декомпозиции (анализа), а матрицы A′

L+1
Ψ и

B′
L+1
Ψ — фильтрами декомпозиции.
Матрицы в формулах (19) и (20) — это именно те матрицы (13),

которые уже встречались ранее. Из соотношений (10) и (21) имеем:[
A′

L+1
Ψ

B′
L+1
Ψ

]
=
[
PL+1

Ψ | QL+1
Ψ

]−1
=

[
AL+1

Ψ

BL+1
Ψ

]
=

[
AL+1+GL+1BL+1

BL+1

]
, (22)

где [
AL+1

BL+1

]
def
=
[
PL+1 | QL+1

]−1
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=



1 0 0 0 0 . . . 0 0 0
0 0 1 0 0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . 1 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 1

−pL+1
−1,2 1 −pL+1

0,0 0 0 . . . 0 0 0

0 0 −pL+1
0,2 1 −pL+1

1,0 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . −pL+1
2Lm−2,2 1 −pL+1

2Lm−1,0



.

Операция, задававемая последним равенством в соотношениях (18)
и (22), называется операцией подъема (обновления) в схеме лифтинга.

§5. Лифтинговая модификация сплайн-вейвлетов со
смещенным носителем

Теперь рассмотрим другой вариант (см. [5]) выбора базисных фун-
кций в пространстве WL, заключающийся в использовании базисных
функции из пространства V L+1 с центрами в четных узлах, при до-
полнительно накладываемом условии обнуления сплайна в последнем
узле на отрезке [a, b]. В этом случае будем считать, что сплайн равен
нулю при условии равенства нулю его значений на обоих концах од-
ного элементарного сеточного интервала. Тогда соответствующие ба-
зисные функции удаляются из базисов рассматриваемых пространств
V L+1, V L,WL. Снабдим обозначения рассматриваемых пространств
индексом «0»:

V L
0

def
= V L

0 (∆L)=

SL |SL(t)=

2Lm−1∑
j=0

CL
j φ

L
j (t) ∀CL

j ∈R1, t∈ [a, b]

 ,

(23)

dimV L
0 = 2Lm.

Тогда dimWL
0 = 2Lm, и выполняется условие дополнения размер-

ностей рассматриваемых пространств:

dimV L+1
0 = dimV L

0 + dimWL
0 .
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Составим из сплайн-функций φLj , j = 0, . . . , 2Lm− 1, вектор-строку

ΦL def
=
(
φL0 , φ

L
1 , . . . , φ

L
2Lm−1

)
. Тогда существует матрица уточняющей

реконструкции масштабирующих функций (или матрица последова-
тельного деления) PL+1 размеров 2L+1m× 2Lm такая, что

ΦL = ΦL+1 PL+1, (24)

где элементы столбцов составлены из коэффициентов калибровочных
соотношений (2), с учетом того, что в каждом из пространств удалено
по одной базисной функции:

φLj (t) =


φL+1
0 (t) + pL+1

−1,2 φ
L+1
1 (t), j = 0,

pL+1
j−1,0 φ

L+1
2j−1(t) + pL+1

j−1,1 φ
L+1
2j (t)

+pL+1
j−1,2 φ

L+1
2j+1(t), j = 1, . . . , 2Lm− 1.

(25)

Таким образом, матрица PL+1 является подматрицей матрицы (5),
т.е.

PL+1 =


0

PL+1
...
0

pL+1
2Lm,0

0 . . . 0 1

 .
В силу калибровочных соотношений (25), справедливо вложение

V L
0 ⊂ V L+1

0 ; следовательно, аналогично (3), верно вейвлетное разло-
жение

V L+1
0 = V L

0 uW
L
0 . (26)

Базисные вейвлет-функции обозначим через

ΘL
i (t)

def
= φL+1

2i (t), i = 0, 1, . . . , 2Lm− 1, (27)

и введем вектор-строку ΘL def
=
(

ΘL
0 ,Θ

L
1 , . . . ,Θ

L
2Lm−1

)
.

Поскольку пространство вейвлетов WL
0 по определению является

подпространством V L+1
0 , можно представить вейвлет-функции ΘL

i в
виде линейной комбинации масштабирующих функций φL+1

j . Таким
образом, существует матрица уточняющей реконструкции вейвлет-
функций QL+1 размеров 2L+1m× 2Lm такая, что

ΘL = ΦL+1 QL+1, (28)
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где матрица QL+1 является подматрицей матрицы (7), т.е.

QL+1 =


0 . . . 0

QL+1

 .
Запишем представления (24) и (28) в виде единого калибровочного

соотношения для масштабирующих функций и вейвлетов:[
ΦL | ΘL

]
= ΦL+1

[
PL+1 | QL+1

]
. (29)

Матрица
[
PL+1 | QL+1

]
называется матрицей реконструкции (синте-

за).
Ввиду ограничений на базисы рассматриваемых пространств, улуч-

шить полученные вейвлеты вычитанием соседних масштабирующих
функций более грубого разрешения не получится. Поэтому будем вы-
читать масштабирующие функции того же разрешения.

Определим новые базисные вейвлет-функции по формулам

ΥL
i (t)

def
= ΘL

i (t)− µL+1
i φL+1

2i−1(t)− νL+1
i+1 φ

L+1
2i+1(t)

= φL+1
2i (t)− µL+1

i φL+1
2i−1(t)− νL+1

i+1 φ
L+1
2i+1(t),

(30)

i = 0, 1, . . . , 2Lm − 1, и потребуем сохранения первых двух моментов,
т.е.

b∫
a

ΥL
i (t) dt = 0,

b∫
a

tΥL
i (t) dt = 0.

Отсюда находим

µL+1
i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b∫
a

φL+1
2i (t) dt

b∫
a

φL+1
2i+1(t) dt

b∫
a

t φL+1
2i (t) dt

b∫
a

t φL+1
2i+1(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b∫
a

φL+1
2i−1(t) dt

b∫
a

φL+1
2i+1(t) dt

b∫
a

t φL+1
2i−1(t) dt

b∫
a

t φL+1
2i+1(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

νL+1
i+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b∫
a

φL+1
2i−1(t) dt

b∫
a

φL+1
2i (t) dt

b∫
a

t φL+1
2i−1(t) dt

b∫
a

t φL+1
2i (t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣
/∣∣∣∣∣∣∣∣

b∫
a

φL+1
2i−1(t) dt

b∫
a

φL+1
2i+1(t) dt

b∫
a

t φL+1
2i−1(t) dt

b∫
a

t φL+1
2i+1(t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где i = 0, 1, . . . , 2Lm− 1.
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Будем считать, что коэффициент µL+1
0 = 0, причем он «обнуляет»

соответствующую функцию, перед которой встречается.
Из коэффициентов µL+1

i и νL+1
i+1 составим матрицу GL+1 размеров

(2L+1m)× 2Lm :

GL+1 =



0 0 0 . . . 0 0

νL+1
1 µL+1

1 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0

0 νL+1
2 µL+1

2 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . νL+1

2Lm−1 µL+1
2Lm−1

0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 . . . 0 νL+1
2Lm


.

Запишем новые вейвлет-функции (30) в вектор-строку

ΥL def
=
(
ΥL

0 ,Υ
L
1 , . . . ,Υ

L
2Lm−1

)
.

Ввиду представления (28), справедлива цепочка равенств

ΥL = ΘL −ΦL+1GL+1 = ΦL+1
(
QL+1 −GL+1

)
. (31)

Тогда единое калибровочное соотношение, аналогичное (29), для тех
же масштабирующих функций и новых вейвлетов имеет вид[

ΦL | ΥL
]

= ΦL+1
[
PL+1

Υ | QL+1
Υ

]
, (32)

где матрица реконструкции новых вейвлетов определяется из матрицы[
PL+1 | QL+1

]
равенством[
PL+1

Υ | QL+1
Υ

] def
=
[
PL+1 | QL+1 −GL+1

]
.

Вводя обозначение CL def
=
(
CL

0 , C
L
1 , . . . , C

L
2Lm−1

)T
для вектора, со-

стоящего из коэффициентов аппроксимации, запишем (23) в вектор-
ном виде как

SL(t) = ΦL(t)CL.

Соответствующие вейвлет-коэффициенты аппроксимации обозна-
чим через DL

i , i = 0, 1, . . . , 2Lm− 1, и введем вектор

DL def
=
(
DL

0 , D
L
1 , . . . , D

L
2Lm−1

)T
.
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Ввиду разложения (26), любая функция из пространства V L+1
0 мо-

жет быть записана в виде суммы некоторой функции из пространства
V L
0 и некоторой функции из пространства WL

0 , причем справедлива
следующая цепочка равенств:

SL+1(t) = ΦL+1(t)CL+1 = ΦL(t)CL + ΥL(t)DL

= ΦL+1(t)PL+1
Υ CL + ΦL+1(t)QL+1

Υ DL.
(33)

Пусть известны коэффициенты CL и DL. Тогда коэффициенты
CL+1 могут быть получены из коэффициентов CL и DL следующим
образом:

CL+1 = PL+1
Υ CL + QL+1

Υ DL

=
[
PL+1

Υ | QL+1
Υ

] [CL

DL

]
=
[
PL+1 | QL+1 −GL+1

] [CL

DL

]
.

(34)

Формулы (34) называются формулами реконструкции, а матрицы
PL+1

Υ и QL+1
Υ называются фильтрами реконструкции.

Заметим, что матрица реконструкции[
PL+1

Υ | QL+1
Υ

]
=

1 0 0 . . . 0 1 0 0 . . . 0

pL+1
−1,2 pL+1

0,0 0 . . . 0 −ν1 −µ1 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0 0 1 0 . . . 0

0 pL+1
0,2 pL+1

1,0 . . . 0 0 −ν2 −µ2 . . . 0
0 0 1 . . . 0 0 0 1 . . . 0

0 0 pL+1
1,2 . . . 0 0 0 −ν3 . . . 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . pL+1
2Lm−3,0 0 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . pL+1
2Lm−3,2 0 0 0 . . . −µL+1

2Lm−1
0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . −νL+1
2Lm


разрежена, однако обратная к ней матрица разреженную структуру
теряет. Поэтому мы не будем формулировать в явном виде аналог
теоремы 2, а вместо этого будем работать с некоторой более простой
обратной матрицей.
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Рассмотрим равенство (24) покомпонентно. Разделим базисные фун-
кции (L+ 1)-го уровня на две группы. Те функции, которые на сетке
∆L+1 имеют центр в узле сетки ∆L, соберем в вектор-строку ΦL+1

o
def
=(

φL+1
0 , φL+1

2 , . . . , φL+1
2L+1m−2

)
. Вообще говоря, это и есть вейвлеты (27),

т.е. ΦL+1
o = ΘL. Оставшиеся базисные функции (L + 1)-го уровня со-

берем в вектор-строку ΦL+1
n

def
=
(
φL+1
1 , φL+1

3 , . . . , φL+1
2L+1m−1

)
. Матри-

цу, которая соответствует перестановке, переводящей вектор-столбец[
ΦL+1

]T
в вектор-столбец

[
ΦL+1

n

ΦL+1
0

]
, обозначим через T. Тогда из ра-

венства (24) следует, что

ΦL = ΦL+1 TT TPL+1 =
[
ΦL+1

n | ΦL+1
o

] [PL+1
n

PL+1
o

]
, (35)

где матрица PL+1
n размеров 2Lm× 2Lm имеет вид

PL+1
n =


pL+1
−1,2 pL+1

0,0 0 . . . 0 0

0 pL+1
0,2 pL+1

1,0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . pL+1

2Lm−3,2 pL+1
2Lm−2,0

0 0 0 . . . 0 pL+1
2Lm−2,2

 ,

причем обратная к ней матрица
[
PL+1

n

]−1 уже является не плотной, а
верхней треугольной.

Поскольку PL+1
o = I, где I — единичная матрица размеров 2Lm ×

2Lm, то из (35) выводим

ΦL = ΦL+1
o + ΦL+1

n PL+1
n . (36)

Отсюда получаем новое представление единого калибровочного со-
отношения (29) для вейвлетов ΘL :[

ΦL | ΘL
]

=
[
ΦL+1

n | ΦL+1
o

] [ PL+1
n O

I I

]
, (37)

где O — нулевая матрица размеров 2Lm × 2Lm. Обратная матрица к
матрице реконструкции в представлении (37) есть[

PL+1
n O
I I

]−1
=

[ [
PL+1

n

]−1
O

−
[
PL+1

n

]−1
I

]
.
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Воспользуемся, как и ранее, перестановочной матрицей T. Тогда из
равенства (31) получаем

ΥL = ΘL −ΦL+1 TT TGL+1 = ΦL+1
o −

[
ΦL+1

n | ΦL+1
o

] [GL+1
n

GL+1
o

]
, (38)

где матрица GL+1
n размеров 2Lm× 2Lm имеет вид

GL+1
n =


νL+1
1 µL+1

1 0 . . . 0 0

0 νL+1
2 µL+1

2 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . νL+1

2Lm−1 µL+1
2Lm−1

0 0 0 . . . 0 νL+1
2Lm

 ,

а матрица GL+1
o тех же размеров оказывается нулевой, GL+1

o = O.
Поэтому, продолжая цепочку равенств (38), находим

ΥL = ΦL+1
o −ΦL+1

n GL+1
n . (39)

Объединяя формулы (36) и (39), получаем новое представление еди-
ного калибровочного соотношения (32):[

ΦL | ΥL
]

=
[
ΦL+1

n | ΦL+1
o

] [ PL+1
n −GL+1

n

I I

]
. (40)

Применяя, например, дополнение по Шуру, можно найти обратную
матрицу к матрице реконструкции в представлении (40):[

PL+1
n −GL+1

n

I I

]−1
=

[
ML+1 ML+1 GL+1

n

−ML+1 I −ML+1GL+1
n

]
=

[
I O

−I I

] [
ML+1 O

O I

] [
I GL+1

n

O I

]
.

Здесь матрица ML+1 def
=
[
PL+1

n + GL+1
n

]−1 является верхней треуголь-
ной.

Теперь из равенства (33) и нового единого калибровочного соотно-
шения (40) легко получаются формулы реконструкции для известных
коэффициентов CL и DL[

CL+1
n

CL+1
o

]
=

[
PL+1

n −GL+1
n

I I

][
CL

DL

]
,
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CL+1 = TT

[
CL+1

n

CL+1
o

]
,

и формулы декомпозиции для известных коэффициентов CL+1[
CL+1

n

CL+1
o

]
= TCL+1,

[
CL

DL

]
=

[
I O

−I I

] [
ML+1 O

O I

] [
I GL+1

n

O I

][
CL+1

n

CL+1
o

]
.

Полученная форма записи вейвлет-преобразования с новым улуч-
шенным базисом соответсвует схеме лифтинга.
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The paper considers systems of embedded spaces of minimal splines on
nonuniform grids. In order to improve the averaging properties of spline
wavelets with unshifted and shifted supports, lifting modifications using a
linear combination of scaling functions of a coarser or the same resolution
level are applied. Simple decomposition and reconstruction formulas, which
allow for an efficient computer implementation, are obtained.
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