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§1. Введение

В последние годы в ряде публикаций рассматривались так назы-
ваемые усеченные множества локализации, содержащие спектр задан-
ной матрицы, которые получаются из известных множеств в резуль-
тате удаления некоторых их подмножеств, заведомо не содержащих
собственных значений. В этой связи мы упомянем пионерские работы
Пароди [11] и Шнайдера [12], а также относительно недавнюю статью
Мелмана [9], в которых фигурировали усеченные круги Гершгорина.
Затем усеченные овалы Кассини двух типов были предложены в рабо-
те [6], а усеченные множества Дашница–Зусмановича – в статье [15].

Как хорошо известно, если имеются некоторые множества, содер-
жащие все собственные значения матриц, то, потребовав, чтобы в их
объединение не попадал нуль, мы получим соответствующие достаточ-
ные условия невырожденности матриц.

В этой работе мы рассматриваем условия невырожденности, со-
ответствующие усеченным кругам Гершгорина и усеченным множе-
ствам Дашница–Зусмановича, и показываем, что удовлетворяющие им
матрицы получаются в результате перестановки строк соответственно
матриц со строгим диагональным преобладанием (SDD матриц) и мат-
риц Дашница–Зусмановича (DZ матриц). Этот факт объясняет введе-
ние терминов PSDD (Permuted SDD) и PDZ (Permuted DZ), которые
мы используем для соответствующих матриц, а также позволяет нам
получить верхние оценки для нормы ‖A−1Q‖∞, где A – это PSDD или
PDZ матрица, а Q – прямоугольная матрица подходящих размеров.

Статья построена следующим образом. §2 посвящен PSDD матри-
цам, а PDZ матрицы исследуются в §3. В оставшейся части данного
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вводного параграфа мы приводим необходимые определение и специ-
фицируем обозначения, используемые в работе.

Определение 1.1. Говорят, что матрица A = (aij) ∈ Cn×n, где
n > 2, имеет строгое диагональное преобладание (является SDD
(Strictly Diagonally Dominant) матрицей), если

|aii| > ri(A), i = 1, . . . , n.

Определение 1.2. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2. Будем говорить,
что ее элемент aij, 1 6 i, j 6 n, строго преобладает в строке i, если

|aij | >
n∑

k=1
k 6=j

|aik|.

В работе используются следующие обозначения.
〈n〉 = {1, . . . , n} – это множество индексов.
Sn – симметрическая группа степени n.
Матрица перестановки π ∈ Sn определяется по формуле

Pπ =
∑
i∈〈n〉

eπ(i)i,

где ers, r, s ∈ 〈n〉, – матричные единицы с 1 на позиции (r, s) и нулями
на остальных позициях.
Для матрицы A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, через SpecA обозначается ее
(собственный) спектр, т.е. множество всех ее собственных значений;

ri(A) =
∑

j∈〈n〉\{i}

|aij |, i = 1, . . . , n,

– усеченные абсолютные строчные суммы матрицы A;

rji (A) = ri(A)− |aij |, j 6= i, i, j ∈ 〈n〉.

§2. Усеченные круги Гершгорина и PSDD матрицы

В работе [9] были рассмотрены множества локализации Пароди–
Шнайдера, содержащие спектр матрицы (см. [11, 12]) и состоящие из
фрагментов ее кругов Гершгорина, также см. [6].

Теорема 2.1 ([9]). Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2. Тогда

SpecA ⊆
⋃
i∈〈n〉

{Γi(A) \ (∆i(A) ∩ Γi(A))} ,



УСЕЧЕННЫЕ МНОЖЕСТВА 91

где при i = 1, . . . , n

Γi(A) = {z ∈ C : |z − aii| 6 ri(A)}
– это круги Гершгорина для A;

∆i(A) =

⋃
j 6=i

∆ij(A)

 ,

и
∆ij(A) =

{
z ∈ C : |z − ajj | < |aji| − rij(A)

}
, j 6= i.

Установим условия невырожденности, эквивалентные теореме 2.1.
С этой целью введем следующее определение.

Определение 2.1. Будем говорить, что A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2,
является PSDD матрицей, если для каждого i ∈ 〈n〉
• либо

|aii| > ri(A), (2.1)

• либо |aii| 6 ri(A) и ∃j 6= i, такое что

|aji| > |ajj |+ rij(A). (2.2)

Другими словами, A является PSDD матрицей тогда и только то-
гда, когда каждый из ее столбцов содержит элемент, который стро-
го преобладает в своей строке.

Ясно, что класс PSDD матриц содержит подкласс SDD матриц, для
которых условие (2.1) выполняется при всех i ∈ 〈n〉. Также из опреде-
ления 2.1 немедленно вытекает, что класс PSDD матриц инвариантен
относительно перестановок строк и столбцов, т.е. если A – PSDD мат-
рица и P,Q – n× n - матрицы-перестановки, то PAQ также является
PSDD матрицей. В частности, если A – SDD матрица, то PAQ явля-
ется PSDD матрицей.

В соответствии с определением 2.1, если A является PSDD матри-
цей, то при любом i ∈ 〈n〉 либо 0 /∈ Γi(A) в силу (2.1), либо 0 ∈ ∆i(A)
в силу (2.2), так что, в силу теоремы 2.1, 0 /∈ SpecA, т.е. A – невырож-
денная матрица. Итак, мы имеем следующее обобщение классической
теоремы Леви–Депланка, см., например, [8, III.2.2.1].

Теорема 2.2. Если A ∈ Cn×n, n > 2, является PSDD матрицей, то
она невырождена.

Нам понадобится следующая почти очевидная лемма.
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Лемма 2.1. В каждой строке матрицы A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2,
имеется не более одного элемента, который в ней строго преоблада-
ет.

Доказательство. Допустим, что в строке i строго преобладают два
элемента air и ais, где r 6= s. Тогда мы имеем

|air| >
∑
k 6=r

|aik| > |ais| >
∑
k 6=s

|aik| > |air|.

Полученное противоречие завершает доказательство. �

Следующая простая лемма является ключевой.

Лемма 2.2. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, является PSDD матри-
цей и пусть элементы ajii, i = 1, . . . , n, строго преобладают в своих
строках. Тогда все индексы ji, i = 1, . . . , n, попарно различны, т.е.
{ji : i ∈ 〈n〉} = 〈n〉.

Доказательство. Допустим, что jr = js при некоторых r 6= s и по-
ложим k = jr = js. Тогда akr и aks – различные элементы, и каждый
из них строго преобладает в строке k, что невозможно ввиду лем-
мы 2.1. �

Из леммы 2.2 немедленно вытекает следующий результат.

Следствие 2.1. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, – PSDD матрица и
пусть элементы ajii i = 1, . . . , n, строго преобладают в своих стро-
ках. Тогда отображение i→ ji, i = 1, . . . , n, биективно, т.е. ji = π(i),
i = 1, . . . , n, где π ∈ Sn – перестановка на множестве 〈n〉.

Теперь мы готовы представить простую характеризацию PSDD мат-
риц, объясняющую аббревиатуру PSDD, означающую Permuted SDD.
Также для заданной PSDD матрицы A эта характеризация позволяет
оценить сверху норму ‖A−1‖∞ ее обратной.

Теорема 2.3. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2. Следующие утвержде-
ния равносильны:

(i) A является PSDD матрицей;
(ii) A = PπB, где π ∈ Sn, а B – SDD матрица;
(iii) A = CPπ, где π ∈ Sn, а C – SDD матрица.

Доказательство. (i) ⇒ (ii). Если A является PSDD матрицей, то,
по следствию 2.1, найдется такая перестановка π ∈ Sn, что элементы
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aπ(i)i, i = 1, . . . , n, строго преобладают в своих строках. Это означает,
что для каждого i = 1, . . . , n диагональный элемент bii = aπ(i)i строго
преобладает в строке i, т.е. B = PTπ A является SDD матрицей.

(ii) ⇒ (i). Как упомянуто выше, если B – SDD матрица, то из опре-
деления 2.1 следует, что A = PπB – PSDD матрица.

(ii) ⇔ (iii). Ясно, что матрицы B = PTπ A и Pπ(PTπ A)PTπ = APTπ = C
одновременно либо являются, либо не являются SDD матрицами. �

Как хорошо известно, SDD матрицы являются невырожденнымиH-
матрицами, так что из теоремы 2.3 немедленно вытекает следующий
результат.

Следствие 2.2. Всякая PSDD матрица явлется невырожденной и
может быть преобразована в невырожденную H-матрицу как пере-
становкой строк, так и перестановкой столбцов.

В завершение данного параграфа мы получим верхнюю оценку для
нормы ‖A−1Q‖∞, где A – PSDD матрица, а Q – прямоугольная матри-
ца подходящих размеров. Для этого мы воспользуемся характериза-
цией PSDD матриц из теоремы 2.3 и следующим обобщением класси-
ческой верхней оценки для l∞-нормы обратной к SDD матрице, неза-
висимо предложенной в работах [4] и [13].

Теорема 2.4 ([14], также см. [3]). Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, яв-
ляется SDD матрицей. Тогда для произвольной матрицы Q = (qij) ∈
Cn×m, m > 1, справедлива оценка

‖A−1Q‖∞ 6 max
i∈〈n〉

m∑
k=1

|qik|

|aii| −
∑
k 6=i
|aik|

.

Искомая верхняя оценка для PSDD матрицы представлена в следу-
ющей теореме.

Теорема 2.5. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, является PSDD
матрицей и пусть элементы ajii, i = 1, . . . , n, строго преоблада-
ют в соответствующих строках. Тогда для произвольной матрицы
Q = (qij) ∈ Cn×m, m > 1, имеет место оценка

‖A−1Q‖∞ 6 max
i∈〈n〉

m∑
k=1

|qjik|

|ajii| −
∑
k 6=i
|ajik|

. (2.3)
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Доказательство. Исходя из следствия 2.1, положим π(i) = ji,
i = 1, . . . , n. Тогда, по предположению, элементы aπ(i)i, i = 1, . . . , n,
строго преобладают в своих строках, и, как показано в доказательстве
теоремы 2.3, матрица B = PTπ A с элементами

bik = aπ(i)k = ajik, i, k = 1, . . . , n, (2.4)

имеет строгое диагональное преобладание. Заметим, что

A−1Q = B−1(PTπ Q) = B−1Q̃,

где Q̃ = (q̃ik),

q̃ik = qπ(i)k = qjik, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m. (2.5)

Теперь, применяя теорему 2.4 и используя соотношения (2.4) и (2.5),
мы выводим оценку (2.3) следующим образом:

‖A−1Q‖∞ = ‖B−1Q̃‖∞ 6 max
i∈〈n〉

m∑
k=1

|q̃ik|

|bii| −
∑
k 6=i
|bik|

= max
i∈〈n〉

n∑
k=1

|qjik|

|ajii| −
∑
k 6=i
|ajik|

. �

Как нетрудно убедиться, та же оценка (2.4) может быть получена и
при использовании представления A = CPπ вместо A = PπB.

§3. Усеченные множества Дашница–Зусмановича и
PDZ матрицы

В этом параграфе мы рассматриваем так называемые PDZ матри-
цы, ассоциированные с множествами локализации Дашница–Зусмано-
вича, и показываем, что PDZ матрица либо является матрицей Дашни-
ца–Зусмановича (DZ матрицей), либо отличается от DZ матрицы тран-
спозицией двух ее строк. Основываясь на этом результате, мы выводим
верхнюю оценку для l∞-нормы обратной к PDZ матрице A, а также и
для l∞-нормы произведения A−1Q, где Q – прямоугольная матрица.

DZ матрицы были введены в работе [1] и определяются следующим
образом.
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Определение 3.1 ([1]). Матрица A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, называ-
ется DZ матрицей, если существует такой индекс i ∈ 〈n〉, что

|aii| (|ajj | − rij(A)) > |aji| ri(A) для всех j ∈ 〈n〉 \ {i}. (3.1)

Для удобства мы будем говорить, что n× n матрица A, удовлетво-
ряющая условию (3.1), является DZ матрицей с ведущим индексом i,
или же DZ(i)

n матрицей.
Как показано в работе [1], любая DZ матрица является невырож-

денной, и, более того (см., например, [5]), она является невырожден-
ной H-матрицей. Из невырожденности DZ матриц несложно получить
следующие множества Дашница–Зусмановича, которые содержат все
собственные значения матрицы и содержатся в объединении ее кругов
Гершгорина.

Теорема 3.1 ([1]). Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2. Тогда

SpecA ⊆
⋂
i∈〈n〉

⋃
j∈〈n〉\{i}

Dij(A),

где

Dij(A) =
{
z ∈ C : |z − aii| (|z − ajj | − rij(A)) 6 |aji| ri(A))

}
, j 6= i.

(3.2)

Усеченные множества Дашница–Зусмановича, которые фигуриру-
ют в следующей теореме, были предложены в работе [15] и, очевидно,
содержатся в множествах Дашница–Зусмановича (3.2).

Теорема 3.2 ([15]). Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2. Тогда

SpecA ⊆
⋂
i∈〈n〉

⋃
j∈〈n〉\{i}

(Dij(A) \ Ωij(A)) ,

где множества Dij(A) определены в (3.2) и

Ωij(A) =
{
z ∈ C : |z − aii| (|z − ajj |+ rij(A)) < |aji| (|aij | − rji (A))

}
,

j 6= i.

Заметим, что, как легко видеть и как было показано в [15], имеют
место включения Ωij(A) ⊆ Dij(A), i, j ∈ 〈n〉, j 6= i.

В связи с теоремой 3.2, естественно выделяется следующий тип мат-
риц.
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Определение 3.2. Будем говорить, что матрица A = (aij) ∈ Cn×n,
n > 2, является PDZ матрицей, или, более точно, PDZ(i)

n матрицей,
если существует такой индекс i ∈ 〈n〉, что для любого j ∈ 〈n〉 \ {i}
выполняется либо условие (3.1), либо условие

|aii| (|ajj |+ rij(A)) < |aji| (|aij | − rji (A)). (3.3)

Индекс i, фигурирующий в (3.1) и (3.3), называется ведущим индек-
сом PDZ(i)

n матрицы A.

Заметим, что из условия (3.3) следует, что либо aij строго преоб-
ладает в строке i, либо aji строго преобладает в строке j. Следова-
тельно, по крайней мере одна из строк i и j не может иметь строгого
диагонального преобладания. При этом по модулю элемент aij строго
больше каждого из остальных внедиагональных элементов i-ой стро-
ки.

Ясно, что любая DZ матрица заведомо является и PDZ матрицей.
Для j = 1, . . . , n определим индексные множества

TA(j) =
{
i 6= j : |aii| (|ajj | − rij(A)) > |aji| ri(A)

}
и

SA(j) =
{
i 6= j : |aii| (|ajj |+ rij(A)) < (|aji| (|aij | − rji (A))

}
.

В терминах множеств TA(j) и SA(j), где j ∈ 〈n〉, A является PDZ(i)
n

матрицей тогда и только тогда, когда

∃i ∈ 〈n〉 : ∀j 6= i i ∈ TA(j) ∪ SA(j),

т.е.
{i} ⊆

⋂
j 6=i

(TA(j) ∪ SA(j)) .

Ясно, что из теоремы 3.2 вытекает следующее достаточное условие
невырожденности, из которого, в частности, следует невырожденность
DZ матриц.

Теорема 3.3 ([15]). Если A ∈ Cn×n, n > 2, является PDZ матрицей,
то она невырождена.

Заметим, что, в отличие от DZ матриц, PDZ матрицы могут не быть
H-матрицами.

Ниже нам понадобится следующая лемма.



УСЕЧЕННЫЕ МНОЖЕСТВА 97

Лемма 3.1. Если матрица A = (aij) ∈ Cn×n, n > 3, удовлетворяет
условию (3.3) при некоторых i, j ∈ 〈n〉, j 6= i, то условие (3.3) не
выполняется ни для какого k 6= j, i и того же самого i. Другими
словами,

SA(j) ∩ SA(k) = ∅ для всех j 6= k.

Доказательство. Рассуждая от противного, допустим, что, наряду
с (3.3), для некоторого k 6= j, i выполнено неравенство

|aii| (|akk|+ rik(A)) < |aki| (|aik| − rki (A)). (3.4)

Тогда из (3.3) и (3.4) выводим

|aij | > rji (A) > |aik| > rki (A) > |aij |.
Полученное противоречие и доказывает требуемое утверждение. �

Лемма 3.2. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, пусть k 6= i и положим
B = (bij) = P(i,k)A. Тогда

i ∈ SA(k) ⇐⇒ i ∈ TB(k),

т.е.
|aii| (|akk|+ rik(A)) < |aki| (|aik| − rki (A)) (3.5)

тогда и только тогда, когда

|bii| (|bkk| − rik(B)) > |bki| ri(B). (3.6)

Доказательство. Поскольку B = (bij) = P(i,k)A, для всех значений
r, s ∈ 〈n〉 мы, очевидно, имеем

brs =

 aks, r = i,
ais, r = k,
ars, r 6= i, k.

(3.7)

Используя соотношения (3.7), мы легко заключаем, что условия (3.5)
и (3.6) эквивалентны. �

Лемма 3.3. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 3, и пусть B = (bij) =
P(i,k)A. Если i ∈ TA(j) ∩ SA(k), где индексы i, j, k ∈ 〈n〉 попарно раз-
личны, то i ∈ TB(j) ∩ TB(k).

Доказательство. Ввиду леммы 3.2, из условия i ∈ SA(k) следует, что
i ∈ TB(k), так что нам остается показать, что i ∈ TB(j). С этой целью
установим сперва, что

|bji| (|bkk| − rik(B)) < |bki| (|bjj | − rij(B)). (3.8)
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В силу соотношений (3.7), неравенство (3.8) принимает вид

|aii| (|ajj | − rij(A)) > |aji| (|aik| − rki (A)), (3.9)

тогда как (3.9) очевидным образом вытекает из условия i ∈ TA(j),
означающего, что

|aii| (|ajj | − rij(A)) > |aji| ri(A).

Наконец, из (3.8) и условия i ∈ TB(k), или

|bii| (|bkk| − rik(B)) > |bki| ri(B)

мы заключаем, что bki 6= 0, и выводим

|bii| (|bjj | − rij(B)) > |bii|
|bji|
|bki|

(|bkk| − rik(B))

>
|bji|
|bki|

|bki|ri(B) = |bji|ri(B),

что и означает, что i ∈ TB(j).
Лемма 3.3 доказана. �

Теперь, основываясь на леммах 3.1–3.3, мы установим основной ре-
зультат этого параграфа.

Ясно, что из леммы 3.1 непосредственно вытекает следующая ха-
рактеризация PDZ матриц.

Теорема 3.4. Матрица A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, является PDZ
(i)
n

матрицей тогда и только тогда, когда
• либо она является DZ(i)

n матрицей (т.е. i ∈
⋂
j 6=i

TA(j)),

• либо найдется такой индекс k 6= i, что i ∈ SA(k) ∩
⋂

j 6=i,k
TA(j); дру-

гими словами, условие (3.1) выполняется для всех j 6= i, k, а условие
(3.3) выполняется для j = k.

Из теоремы 3.4 вытекает следующее свойство PDZ матриц, которое
является простым необходимым условием для того, чтобы матрица
являлась PDZ матрицей.

Следствие 3.1. Если A – PDZ матрица порядка n > 2, то она имеет
не более одного нулевого диагонального элемента.
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Доказательство. Предположим для определенности, что A есть
PDZ(i)

n матрица. Тогда, по теореме 3.4, условие

|aii| (|ajj | − rij(A)) > |aji| ri(A)

выполняется для как минимум n− 2 значений j. Теперь нам остается
лишь заметить, что из последнего неравенства следует, что aii 6= 0, а
также и ajj 6= 0. �

Теперь с помощью теоремы 3.4 мы покажем, что если A является
PDZ(i)

n матрицей и не является DZ(i)
n матрицей, то найдется такой ин-

декс k 6= i, что P(i,k)A есть DZ(i)
n матрица, т.е. множество всех PDZ(i)

n

матриц состоит из DZ(i)
n матриц и тех матриц, которые получаются из

DZ(i)
n матриц перестановкой строки i со строкой k, где k 6= i.

Теорема 3.5. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, является PDZ(i)
n мат-

рицей, где i ∈ 〈n〉. Тогда
• либо A есть DZ(i)

n матрица,
• либо найдется такой индекс k 6= i, что матрица P(i,k)A с перестав-
ленными строками i и k есть DZ(i)

n матрица.

Доказательство. Нам достаточно рассмотреть тот случай, когда A
не является DZ(i)

n матрицей. В этом случае, в соответствии с теоре-
мой 3.4, найдется такой индекс k 6= i, что i ∈ SA(k) и i ∈ TA(j) для
всех j 6= i, k.

Если n = 2, то нам остается единственное условие i ∈ SA(k), и тогда,
ввиду леммы 3.2, P(i,k)A является DZ(i)

2 матрицей.
Пусть теперь n > 3. Положим B = P(i,k)A. В этом случае, в силу

леммы 3.3, для каждого j 6= i, k из i ∈ TA(j) ∩ SA(k) следует, что
i ∈ TB(j) ∩ TB(k). Таким образом, i ∈

⋂
j 6=i

TB(j), т.е. B является DZ(i)
n

матрицей, что и требовалось доказать. �

Поскольку, как хорошо известно, DZ матрицы невырождены [1], то
из теоремы 3.5 немедленно вытекает теорема 3.3.

Как легко убедиться, если A – DZ матрица, то для любой матрицы-
перестановки P матрица PTAP также является DZ матрицей. Отсюда
следует, что для любой матрицы-перестановки P , если PA является
DZ матрицей, то и AP = PT (PA)P также является DZ матрицей. Это
замечание приводит нас к следующему результату, вытекающему из
теоремы 3.5.
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Следствие 3.2. Если A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, является PDZ(i)
n

матрицей и не является DZ(i)
n матрицей, то найдется такой индекс

k 6= i, что обе матрицы P(i,k)A и AP(i,k) одновременно являются
DZ(i)

n матрицами, т.е. PDZ матрица либо является DZ матрицей,
либо отличается от DZ матрицы транспозицией двух ее строк или
столбцов.

Замечание 3.1. В связи со следствием 3.2 нужно упомянуть, что
если A является DZ(i)

n матрицей, то невырожденная матрица P(i,k)A,
где k 6= i, k ∈ 〈n〉, не обязана быть PDZ(i)

n матрицей. Действительно,
пусть A = In – единичная матрица порядка n > 3. Тогда A является
SDD матрицей и, следовательно, также и DZ(i)

n матрицей. Однако для
произвольных индексов i 6= k матрица B = (bij) = P(i,k)A = P(i,k) не
является PDZ матрицей по следствию 3.1, поскольку bii = bkk = 0.

Итак, множество PDZ матриц, не являющихся DZ матрицами,
строго содержится во множестве матриц, которые получаются из
DZ матриц как результат транспозиции строк.

Выведем верхнюю оценку для нормы обратной ‖A−1‖∞ для PDZ
матрицы A. Для этого мы воспользуемся следующей известной оцен-
кой нормы обратной к DZ матрице, которая является S-SDD матрицей
при S = {i}.

Теорема 3.6 ([10], также см. [2]). Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2,
является DZ(i)

n матрицей. Тогда

‖A−1‖∞ 6 max
j 6=i

{
max{|ajj | − rij(A) + ri(A), |aji|+ |aii|}
|aii| [|ajj | − rij(A)]− |aji| ri(A)

}
. (3.10)

Основываясь на теоремах 3.5 и 3.6, установим верхнюю оценку для
‖A−1‖∞, где A – PDZ матрица, не являющаяся DZ матрицей.

Теорема 3.7. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, – PDZ(i)
n матрица

такая, что для некоторого k ∈ 〈n〉 выполнены условия

|aii| (|ajj | − rij(A)) > |aji| ri(A) для всех j 6= i, k (3.11)

и
|aii| (|akk|+ rik(A)) < |aki| (|aik| − rki (A)). (3.12)
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Тогда

‖A−1‖∞ 6 max

{
max{|akk|+ rik(A) + |aik| − rki (A), |aki|+ |aii|}
|aki| (|aik| − rki (A))− |aii| (|akk|+ rik(A))

,

max
j 6=i,k

max{|akk|+ rik(A) + |ajj | − rij(A), |aki|+ |aji|}
|aki| (|ajj | − rij(A))− |aji| (|akk|+ rik(A))

}
. (3.13)

Доказательство. По теореме 3.5, матрица B = (bij) = P(i,k)A явля-
ется DZ(i)

n матрицей. Поскольку

‖A−1‖∞ = max
i∈〈n〉

{
|A−1|e

}
i

= max
i∈〈n〉

{
|B−1|P(i,k)e

}
i

= max
i∈〈n〉

{
|B−1|e

}
i

= ‖B−1‖∞,

нам остается применить теорему 3.6 к DZ(i)
n матрице B.

Принимая во внимание очевидные соотношения

|bii| = |aki|, ri(B) = |akk|+ rik(A),

|bkk| = |aik|, rik(B) = rki (A), |bki| = |aii|,

и при j 6= i, k соотношения

|bjj | = |ajj |, rij(B) = rij(A), |bji| = |aji|,

мы заключаем, что при j 6= i, k справедливы равенства

|bjj | − rij(B) + ri(B) = |ajj | − rij(A) + |akk|+ rik(A),

|bji|+ |bii| = |aji|+ |aki|,

и

|bii| (|bjj |−rij(B))−|bji| ri(B) = |aki| (|ajj |−rij(A))−|aji| (|akk|+rik(A)),

тогда как при j = k мы имеем

|bkk| − rik(B) + ri(B) = |aik| − rki (A) + |akk|+ rik(A),

|bki|+ |bii| = |aii|+ |aki|,

и

|bii| (|bkk|−rik(B))−|bki|ri(B) = |aki| (|aik|−rki (A))−|aii| (|akk|+rik(A)).

Теперь требуемая оценка (3.13) немедленно следует из приведенных
выше соотношений и теоремы 3.6. �
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Заметим, что в том случае, когда в теореме 3.7 матрица A удовле-
творяет дополнительному условию

|akk|+ rik(A) > |aki|, (3.14)

оценка (3.13) упрощается следующим образом:

‖A−1‖∞ 6 max

{
|akk|+ rik(A) + |aik| − rki (A)

|aki| (|aik| − rki (A))− |aii| (|akk|+ rik(A))
,

max
j 6=i,k

|akk|+ rik(A) + |ajj | − rij(A)

|aki| (|ajj | − rij(A))− |aji| (|akk|+ rik(A))

}
. (3.15)

В том же случае, когда при всех j 6= i, k справедливо неравенство
|ajj | 6 rj(A), т.е.

|aji| > |ajj | − rij(A), (3.16)

оценка (3.13) принимает вид

‖A−1‖∞ 6 max

{
|aki|+ |aii|

|aki| (|aik| − rki (A))− |aii| (|akk|+ rik(A))
,

max
j 6=i,k

|aki|+ |aji|
|aki| (|ajj | − rij(A))− |aji| (|akk|+ rik(A))

}
. (3.17)

Действительно, в обозначениях из доказательства теоремы 3.7, усло-
вие (3.14) сводится к неравенству

|bii| 6 ri(B). (3.14a)

Поскольку первый знаменатель в (3.13) положителен, из (3.14) следу-
ет, что

|aik| − rki (A) > |aii|. (3.18)

Теперь, суммируя (3.14) и (3.18), мы получаем

|akk|+ rik(A) + |aik| − rki (A) > |aki|+ |aii|. (3.19)

Поскольку B является DZin матрицей, то из неравенства (3.14a) с необ-
ходимостью следует, что

|bjj | > rj(B) для всех j 6= i,

так что при j 6= i, k мы имеем |ajj | > rj(A), или

|ajj | − rij(A) > |aji|. (3.20)
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Из (3.14) и (3.20) мы получаем, что при всех j 6= i, k справедливо
неравенство

|akk|+ rik(A) + |ajj | − rij(A) > |aki|+ |aji|. (3.21)

Неравенства (3.19) и (3.21) доказывают (3.15).
Рассмотрим тот случай, когда выполнено условие (3.16), т.е. |bjj | −

rij(B) 6 |bji| при всех j 6= i, k. Поскольку B – DZin матрица, отсюда
вытекает, что |bii| > ri(B), т.е.

|aki| > |akk|+ rik(A). (3.22)

Из неравенств (3.22) и (3.16) следует, что

|aki|+ |aji| > |akk|+ rik(A) + |ajj | − rij(A), (3.23)

тогда как из (3.11) и (3.16) вытекает, что aji 6= 0 и

|aii| > ri(A) > |aik|,
так что

|aii| > |aik| − rki (A). (3.24)

Теперь из (3.22) и (3.24) мы выводим, что

|aki|+ |aii| > |akk|+ rik(A) + |aik| − rki (A). (3.25)

Совместно соотношения (3.23) и (3.25) доказывают, что в рассматри-
ваемом случае оценка (3.13) сводится к (3.17).

В заключение, мы обобщим оценку теоремы 3.7 на случай ‖A−1Q‖∞,
где Q – прямоугольная матрица. С этой целью мы воспользуемся сле-
дующим аналогом теоремы 3.6, который является частным случаем
более общего результата, установленного в работе [7] для S-SDD мат-
риц.

Теорема 3.8 ([7], также см. [3]). Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, –
DZ(i)

n матрица. Тогда для произвольной матрицы Q = (qij) ∈ Cn×m,
m > 1, справедлива оценка

‖A−1Q‖∞ 6 max
j 6=i

{
ξij(A,Q)

|aii| [|ajj | − rij(A)]− |aji| ri(A)

}
,

где

ξij(A,Q) = max{(|ajj | − rij(A))Ri(Q) + ri(A)Rj(Q),

|aji|Ri(Q) + |aii|Rj(Q)}, i, j ∈ 〈n〉, i 6= j, (3.26)
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и

Ri(Q) =

m∑
j=1

|qij |, i = 1, . . . , n.

Теорема 3.9. Пусть A = (aij) ∈ Cn×n, n > 2, – PDZ(i)
n матрица,

такая что при некотором k 6= i выполнены условия

|aii| (|ajj | − rij(A)) > |aji| ri(A) для всех j 6= i, k

и

|aii| (|akk|+ rik(A)) < |aki| (|aik| − rki (A)).

Тогда

‖A−1Q‖∞ 6 max

{
ξik(B, Q̃)

|aki| (|aik| − rki (A))− |aii| (|akk|+ rik(A))
,

max
j 6=i,k

ξij(B, Q̃)

|aki| (|ajj | − rij(A))− |aji| (|akk|+ rik(A))

}
,

где

ξik(B, Q̃) = max
{

(|akk|+ rik(A))Ri(Q) + (|aik| − rki (A))Rk(Q),

|aki|Ri(Q) + |aii|Rk(Q)} ,

и при j 6= i, k

ξij(B, Q̃) = max
{

(|ajj | − rij(A))Rk(Q) + (|akk|+ rik(A))Rj(Q),

|aji|Rk(Q) + |aki|Rj(Q)} .

Доказательство. Доказательство вполне аналогично доказательству
теоремы 3.7. В силу теоремы 3.5, матрица B = (bij) = P(i,k)A является
DZ(i)

n матрицей. Обозначим Q̃ = P(i,k)Q. Тогда будем иметь

A−1Q = B−1P(i,k)Q = B−1Q̃.

Поэтому для доказательства нужной оценки достаточно применить
оценку теоремы 3.8 к DZ(i)

n матрице B и прямоугольной матрице Q̃ и
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учесть соотношения для элементов матрицы B, приведенные в дока-
зательстве теоремы 3.7, а также очевидные соотношения

Ri(Q̃) = Rk(Q),

Rk(Q̃) = Ri(Q),

Rj(Q̃) = Rj(Q), j 6= i, k. �
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The paper considers the classes of nonsingular matrices, referred to
as PSDD and PDZ matrices, that are associated with the Gerschgorin
disks and Dashnic–Zusmanovich eigenvalue inclusion sets from which some
subsets are excluded. It is demonstrated that PSDD and PDZ matrices
are obtained by permuting rows of SDD and Dashnic–Zusmanovich (DZ)
matrices, respectively. Based on these results, for PSDD and PDZ matrices
A upper bounds for the l∞-norm of the product A−1Q of the inverse matrix
times a rectangular matrix Q are derived.
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