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§1. Введение

Важным объектом исследований в различных кольцах и алгебрах
являются определенные на них бинарные отношения. Одним из эф-
фективных подходов к их изучению является введение соответствую-
щих графов отношений. Вершинами такого графа являются элементы
некоторого подмножества кольца, при этом две вершины соединены
ребром тогда и только тогда, когда соответствующие элементы состоят
в этом отношении. На данный момент основной интерес представляют
графы коммутативности, ортогональности и делителей нуля.

В настоящей работе мы сосредоточимся на изучении отношения ор-
тогональности в алгебре всех квадратных матриц порядка n над про-
извольным полем и в алгебре верхнетреугольных матриц. Матрицы
A и B будем называть ортогональными, если AB = BA = 0. Граф
ортогональности матриц порядка n над полем был впервые введён в
работе Бахадлы, Гутермана и Марковой [1]. Было доказано, что при
n = 2 этот граф несвязен и диаметр его компонент связности не пре-
восходит 2, а при n > 3 он связен и имеет диаметр 4. В статье [3] ана-
логичные утверждения были доказаны для кольца матриц над телом.
Позднее Стырт [5] рассмотрел граф ортогональности кольца матриц
над коммутативным кольцом: было доказано, что граф ортогональ-
ности кольца матриц порядка не меньше 2 над коммутативным неце-
лостным кольцом связен и имеет диаметр либо 3, либо 4.

В работе [7] был также рассмотрен граф ортогональности алгебры
верхнетреугольных матриц над полем. Было доказано, что для матриц
порядка не меньше 3 этот граф связен и его диаметр равен 4.

Отметим, что отношение ортогональности матриц играет централь-
ную роль в целом ряде фундаментальных и прикладных вопросов, см.
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работы [2, 12, 13], в которых изучаются частичные порядки на мат-
ричной алгебре и отображения, монотонные относительно этих поряд-
ков. Матричные порядки широко используются в различных областях
алгебры и имеют применение в математической статистике и других
областях математики [8].

Алгебраическая геометрия предлагает еще один способ изучения
графов отношений, а именно, через связанные с ними аффинные ал-
гебраические многообразия. Так, в работе [10] были рассмотрены мно-
жества пар элементов, находящихся в графе коммутативности алгебры
квадратных матриц на расстоянии, не превосходящем заданное чис-
ло d. Было доказано, что если d = 2 или поле алгебраически замкнуто,
то такое множество является аффинным алгебраическим многообра-
зием. Для многообразия пар элементов на расстоянии не больше 2
были описаны неприводимые компоненты и найдены их размерности.
Также было показано, что если поле не является алгебраически за-
мкнутым, то множество, соответствующее d > 2, не всегда является
многообразием.

Целью данной работы является перенос результатов статьи [10] на
случай графа ортогональности алгебры квадратных матриц поряд-
ка n. В отличие от графа коммутативности, рассматриваемые множе-
ства пар элементов являются аффинными многообразиями над любым
полем. Тем не менее, для разложения многообразия на неприводимые
компоненты при d = 1 и доказательства неприводимости многообразий
при d ∈ {2, 3} требуется предположение о бесконечности поля.

Работа построена следующим образом: В §2 приведены основные
определения, обозначения и утверждения, используемые в работе. §3
посвящён многообразию пар взаимно ортогональных матриц, в част-
ности, перечислены его неприводимые компоненты и вычислены их
размерности. В §§4 и 5 соответственно показано, что пары матриц, до-
пускающие расстояние 2 и 3, образуют неприводимые многообразия
над любым бесконечным полем. В §6 рассмотрены аналогичные мно-
гообразия в алгебре верхнетреугольных матриц и приведено разложе-
ние этих многообразий на неприводимые компоненты. Наконец, в §7
дано обобщение полученных результатов на произвольные (возмож-
но, неассоциативные) конечномерные алгебры. В частности, из тео-
ремы 7.1 следует, что множество элементов конечномерной алгебры,
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находящихся на расстоянии не более n, является аффинным алгебра-
ическим многообразием над алгебраически замкнутым полем, а тео-
рема 7.4 обобщает этот результат на случай произвольного поля при
n = 2. В §8 описаны перспективы обобщения изучаемых многообразий
на проективный случай и даны примеры соответствующих многообра-
зий, возникающих в различных конечномерных алгебрах.

§2. Предварительные сведения

Пусть k – некоторое поле, n>2 и Matn×n(k) – множество n× n мат-
риц над полем k. Иногда мы будем писать Matn×n, если поле k заранее
определено. Мы будем называть матрицы A и B взаимно ортогональ-
ными, если AB = BA = 0.

Мы также будем отождествлять аффинное пространство An с kn.

Определение 2.1 (Замкнутое подмножество аффинного (проектив-
ного) пространства). Подмножество X ⊂ An(Pn) называется зам-
кнутым, если оно состоит из всех точек, в которых одновременно
обращается в 0 конечное число многочленов (однородных многочле-
нов) с коэффициентами из k.

Определение 2.2 (Квазипроективное многообразие). Квазипроекти-
вным многообразием называется открытое подмножество замкну-
того подмножества проективного пространства.

Определение 2.3 (Аффинное многообразие). Квазипроективное
многообразие X, изоморфное замкнутому подмножеству аффинного
пространства, мы будем называть аффинным алгебраическим мно-
гообразием.

Определение 2.4 (Проективное многообразие). Квазипроективное
многообразие X, изоморфное замкнутому подмножеству проектив-
ного пространства, мы будем называть проективным алгебраиче-
ским многообразием.

Аффинные и проективные многообразия являются квазипроектив-
ными.

Определение 2.5 (Проективизация векторного пространства). Про-
ективизацией векторного пространства V (обозначается P(V )) на-
зывается множество одномерных подпространств l ⊂ V , проходя-
щих через начало координат.
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Определение 2.6 (Проективное замыкание). Проективным замыка-
нием аффинного многообразия X называется наименьшее проектив-
ное многообразие, содержащее X.

Определение 2.7 (Приводимое и неприводимое множества). Замкну-
тое множество X называется приводимым, если существуют та-
кие замкнутые подмножества

X1, X2 ⊂ X, X1 6= X 6= X2,

что X = X1∪X2. В противном случае X называется неприводимым.

Рассматривая пары матриц (A,B) ∈ Mat2n×n(k) как точки в 2n2-
мерном пространстве k2n2

, мы можем говорить об аффинном много-
образии пар взаимно ортогональных матриц. Данное многообразие за-
дается набором из 2n2 уравнений

(XY )ij = 0, i, j = 1, . . . , n;

(Y X)ij = 0, i, j = 1, . . . , n,

где (X)ij обозначает элемент на пересечении i-ой строки и j-го столбца
матрицы X. В настоящей работе мы изучим это многообразие, а так-
же обобщим понятие взаимной ортогональности на конечные последо-
вательности матриц в кольце квадратных матриц и в подмножестве
верхнетреугольных матриц.

Определим граф ортогональности O(Matn×n) для кольца квадрат-
ных матриц. Вершинами графа являются вырожденные ненулевые
матрицы. Любые две взаимно ортогональные матрицы соединены реб-
ром в этом графе. Естественным образом встает вопрос о связности
данного графа и диаметрах его неприводимых компонент.

При n > 3 граф ортогональности связен над любым полем, и его
диаметр равен 4 [1, теорема 4.5]. При n = 2 граф ортогональности не
является связным, а диаметры его компонент связности не превосхо-
дят 2 [1, лемма 4.1].

Если граф связен, то для любых двух ненулевых матриц A и B
определено расстояние между соответствующими вершинами графа
O(Matn×n).

Теперь мы можем задать функцию d(A,B) на множестве всех пар
вырожденных матриц. Для двух различных ненулевых вырожденных
матриц значение функции d(A,B) будет равно расстоянию между со-
ответствующими вершинами графа ортогональности. Если A и B ле-
жат в разных компонентах связности графа ортогональности, то
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d(A,B) = ∞. Положим d(A,B) = 1, если ровно одна из матриц A
и B равна нулю, и d(A,B) = 0, если A = B.

Можно доопределить функцию d(A,B) и в том случае, когда од-
на или обе матрицы невырожденные. Для двух различных ненулевых
матриц положим d(A,B) =∞, если хотя бы одна из матриц невырож-
денная. Если одна из матриц A и B невырожденная, а вторая равна
нулю, то d(A,B) = 1. Если невырожденные матрицы A и B равны, то
d(A,B) = 0. Однако в настоящей работе мы ограничимся изучением
пар вырожденных матриц.

Далее именно функцию d(A,B) мы будем называть расстоянием
между матрицами. Определим множество Om

n пар n× n матриц, рас-
стояние между которыми не превосходит m:

Om
n = {(A,B) | d(A,B) 6 m} ⊂ Mat2n×n .

При n > 3 диаметр графа равен 4, а значит, при m > 4 верно
равенство Om

n = O4
n. При n = 2 и m > 2 верно равенство Om

2 = O2
2.

В данной работе мы также будем использовать следующее опреде-
ление.

Определение 2.8 (Матрицы, допускающие расстояние m). Мы бу-
дем говорить, что пара матриц (A,B) ∈ Mat2n×n допускает рассто-
яние m, если выполнены следующие условия:

(1) d(A,B) 6 m;
(2) существуют матрицы Ci 6= 0, i = 1 . . . ,m− 1, такие что

A ⊥ C1 ⊥ · · · ⊥ Cm−1 ⊥ B.

Далее Ô
m

n будет обозначать множество пар матриц, допускающих
расстояние m. Заметим, что данное множество является подмно-
жеством Om

n .

Замечание 2.9. Не любая пара матриц на расстоянии l допускает
расстояние m > l. Следующие примеры демонстрируют этот факт.

Пример 2.10. Пусть

A =

(
1 0
0 0n−1

)
, B =

(
0 0
0 In−1

)
,

где матрица 0n−1 состоит из нулей, а In−1 – единичная матрица поряд-
ка n−1. Тогда d(A,B) = 1, но не существует такой ненулевой матрицы
C, что A ⊥ C ⊥ B.

Следовательно, данная пара матриц не допускает расстояние 2.
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Пример 2.11. Пусть

A =

(
0 0
0 In−1

)
, C =

(
1 0
0 0n−1

)
, B =

(
0 0
0 2 · In−1

)
,

где матрица 0n−1 состоит из нулей, а In−1 – единичная матрица по-
рядка n − 1. Тогда A ⊥ C ⊥ B и d(A,B) = 2, но не существует таких
ненулевых матриц C ′, D′, что A ⊥ C ′ ⊥ D′ ⊥ B.

Отсюда следует, что пара матриц (A,B) не допускает расстояние 3.

Далее в работе мы будем рассматривать именно множества Ô
m

n .
Множество пар матриц на расстоянии не больше 1 будет включать
в себя пары (A,A) одинаковых вырожденных матриц и все пары мат-
риц, которые удовлетворяют соотношению AB = BA = 0.

Множество пар матриц на расстоянии не больше 2 будет включать
в себя пары матриц предыдущего множества O1

n, а также все пары
матриц, для которых найдется такая ненулевая матрица C, что A ⊥
C ⊥ B. Для последующих множеств работают те же рассуждения.

Таким образом, множество пар матриц Om
n всегда можно предста-

вить как объединение двух множеств:

O1
n = Ô

1

n ∪ {(A,A) ∈ Mat2n×n |detA = 0},

O2
n = Ô

2

n ∪O1
n,

O3
n = Ô

3

n ∪O2
n .

Объединение конечного числа алгебраических многообразий явля-
ется алгебраическим многообразием. Следовательно, для доказатель-
ства того, что O1

n является алгебраическим многообразием, достаточно
доказать, что множество Ô

1

n является алгебраическим многообразием.
Последовательно доказывая, что множества Ô

m

n являются алгеб-
раическими многообразиями, мы докажем, что множества Om

n также
являются алгебраическими многообразиями. Так как при 1 6 m 6 3

множества Om−1
n и Ô

m

n не содержатся друг в друге, то из приводи-
мости Om−1

n или Ô
m

n как многообразия будет следовать приводимость
многообразия Om

n . При этом размерность многообразия Om
n будет рав-

на размерности наибольшей неприводимой компоненты многообразий
Om−1

n и Ô
m

n . Полезным будет следующий факт.
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Лемма 2.12. Пусть дана последовательность взаимно ортогональ-
ных матриц A = P0 ⊥ P1 ⊥ · · · ⊥ Pk ⊥ B = Pk+1. Тогда матрицы
P1, . . . , Pk можно заменить на матрицы ранга 1.

Доказательство. Ненулевой столбец c матрицы Pi лежит в ядрах
матриц Pi−1 и Pi+1. Аналогично, ненулевая строка r матрицы Pi лежит
в ядрах транспонированных матриц PT

i−1 и PT
i+1. Матрицу Pi можно

заменить на матрицу P ′i = c · r ранга 1. �

Определение 2.13 (Регулярное отображение). Пусть f : X −→ Y –
отображение квазипроективных многообразий и Y ⊂ Pm. Это отоб-
ражение называется регулярным, если для любой точки x ∈ X и от-
крытого аффинного множества V ⊂ Am, содержащего точку f(x),
существует такая окрестность U 3 x, что f(U) ⊂ V и отображе-
ние f : U −→ V задается набором полиномов f1, . . . , fm, таких что
f(x) = (f1(x), . . . fm(x)) для всех x ∈ U .

Определение 2.14 (Размерность многообразия). Размерность не-
приводимого многообразия X – это наибольшее число n ∈ N, для ко-
торого существует цепочка таких неприводимых замкнутых под-
многообразий Xi ⊂ X, i = 0, . . . , n, что

∅ 6= X0 ( X1 ( · · · ( Xn = X.

Размерность приводимого многообразия равна наибольшей из размер-
ностей его неприводимых компонент.

Определение 2.15 (Слой отображения). Если задано регулярное
отображение квазипроективных многообразий f : X −→ Y , y ∈ Y ,
то замкнутое множество f−1(y) называется слоем над точкой y.

Теорема 2.16 ([6, глава 1, §5, теорема 3]). Пусть k – алгебраически
замкнутое поле. Если X – проективное многообразие, а Y – квази-
проективное многообразие, то проекция p : X × Y −→ Y переводит
замкнутые множества в замкнутые.

Лемма 2.17. Пусть X – непустое неприводимое множество и пусть
f : X −→ Y – непрерывное отображение. Тогда f(X) – неприводимое
множество.

Доказательство. Предположим, что f(X) = Y1∪Y2, где Yi – замкну-
тые подмножества f(X). Тогда X = f−1(Y1)∪f−1(Y2), причём f−1(Y1)
и f−1(Y2) – замкнутые подмножества X. Так как X – неприводимое
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множество, то f−1(Y1) = X или f−1(Y2) = X, откуда f(X) = Y1 или
f(X) = Y2. �

Для вычисления размерностей многообразий мы будем использо-
вать следующую теорему.

Теорема 2.18 ([6, глава 1, §6, теорема 7]). Пусть k – алгебраически
замкнутое поле. Если f : X −→ Y – регулярное отображение непри-
водимых многообразий, f(X) = Y , то dimY 6 dimX и

(1) для любой точки y ∈ Y и для любой компоненты F слоя
f−1(y) выполняется неравенство dimF > dimX − dimY ;

(2) в Y существует такое непустое открытое множество U ,
что для y ∈ U имеет место равенство dim f−1(y) = dimX −
dimY .

Следующая теорема понадобится нам для изучения множества O3
n

над незамкнутыми полями.

Теорема 2.19 ([10, лемма 2.12]). Пусть k – некоторое поле и K –
его алгебраическое расширение. Если V ⊂ Kn является аффинным
многообразием над K, то V ∩ kn является аффинным многообразием
над k.

Напомним, что если поле k бесконечно, то аффинное простран-
ство kn является неприводимым, так как допускает параметризацию
xi = ti [4, глава 4, §5, предложение 5]. Аффинное многообразие матриц
Matn×n(k) изоморфно аффинному пространству kn2

и, следовательно,
является неприводимым. Квазипроективное многообразие невырож-
денных матриц GLn(k) является неприводимым как открытое подмно-
жество неприводимого множества Matn×n(k) [11, предложение 4.5].

§3. Множество пар матриц на расстоянии не более 1

Рассмотрим множество пар матриц, допускающих расстояние 1.

Теорема 3.1. Множество Ô
1

n является аффинным многообразием
над любым полем k. Если поле k бесконечно, то многообразие Ô

1

n име-
ет n− 1 неприводимую компоненту

Ô
1

n =

n−1⋃
i=1

Xi, (3.1)



ГЕОМЕТРИЯ МНОГООБРАЗИЙ 13

где

Xi = {(A,B) ∈ Matn×n |AB = BA = 0, rankA 6 i, rankB 6 n− i}.

Над алгебраически замкнутым полем размерность каждой компонен-
ты равна n2.

Доказательство. Множество Ô
1

n задается набором уравнений

AB = BA = 0, detA = 0, detB = 0

в Mat2n×n(k), а значит, является аффинным многообразием над любым
полем.

Покажем, что представление (3.1) действительно является разложе-
нием на неприводимые компоненты. Заметим, что Xi 6⊂ Xj при i 6= j.
Теперь докажем, что многообразие Xi является неприводимым.

Пусть Yi ⊂ Xi – множество пар (A,B), где ранг матрицы A в точно-
сти равен i. Для любой матрицы A ранга i найдутся такие невырож-
денные матрицы P и Q, что

PAQ = A′ =

(
I 0
0 0

)
,

где единичный блок I имеет размеры i × i. Обозначим через Zi мно-
жество пар матриц, состоящих из матрицы A′ и матриц, взаимно ор-
тогональных с ней. Множество матриц, ортогональных A′, состоит из
матриц вида

B =

(
0 0
0 B1

)
.

Ранг таких матриц не превосходит n − i. Множество Zi изоморфно
аффинному пространству k(n−i)2 и, следовательно, неприводимо над
бесконечным полем.

Рассмотрим отображение

ϕ : GL2
n×Zi −→ Mat2n×n,

(P,Q, (A′, B)) 7−→ (PA′Q,Q−1BP−1).

Заметим, что ϕ(GL2
n×Zi) = Yi. Так как множество GL2

n×Zi является
неприводимым многообразием, его образ при регулярном отображении
также будет неприводимым по лемме 2.17. Переходя к замыканию Yi =
Xi, мы делаем вывод о неприводимости Xi.
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Чтобы найти размерность Xi, рассмотрим его проекцию на много-
образие матриц ранга не больше i:

π : Xi −→ Matrank6i, π((A,B)) = A.

Размерность Matrank6i равна n2 − (n− i)2, а размерность слоя π−1(A)
над открытым множеством матриц ранга i равна (n− i)2.

Из леммы 2.18 и неприводимости Xi следует, что

dimXi = n2 − (n− i)2 + (n− i)2 = n2. �

Остается рассмотреть множество пар матриц на расстоянии 0. Мно-
жество O0

n состоит из пар одинаковых вырожденных матриц (A,A), а
значит, изоморфно многообразию вырожденных матриц

Ωn = {A | det(A) = 0}.
Следовательно, O0

n является неприводимым алгебраическим многооб-
разием и имеет размерность n2 − 1.

Таким образом, многообразие O1
n является объединением многооб-

разий пар матриц, допускающих расстояние 1, и пар матриц на рас-
стоянии 0,

O1
n = Ô

1

n ∪O0
n,

а его размерность равна размерности наибольшей неприводимой ком-
поненты:

dim O1
n = dimXi = n2.

§4. Множество пар матриц на расстоянии не более 2

В данном параграфе мы будем рассматривать тройки взаимно ор-
тогональных матриц A ⊥ C ⊥ B. Так как не все пары матриц на рас-
стоянии 1 допускают расстояние 2, мы начнем с изучения множества
Ô

2

n.

Теорема 4.1. Множество Ô
2

n является алгебраическим многообра-
зием над любым полем.

Доказательство. Пусть A,B,C – матрицы с элементами aij , bij и
cij . Матрица A взаимно ортогональна с матрицей C, если для всех i, j
выполнены равенства

n∑
k=1

aikckj = 0,

n∑
l=1

aljcil = 0.
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Аналогично, для матриц B и C имеем:
n∑

k=1

bikckj = 0,

n∑
l=1

bljcil = 0.

Записав матрицу C в виде вектора-столбца c, мы можем переписать
эти уравнения в виде

MA,B · c = 0. (4.1)

Здесь матрица MA,B имеет размеры 4n2×n2, и все ее элементы явля-
ются линейными функциями от aij , bij . Множество матриц C, орто-
гональных A и B, образует векторное пространство. Для того, чтобы
выполнялось условие d(A,B) = 2, размерность пространства решений
должна быть не меньше 1. Согласно теореме о размерности ядра и
образа, это равносильно тому, что rank(MA,B) не превосходит n2 − 1.
Таким образом, обращение n2×n2 миноров в ноль будет задавать мно-
гообразие Ô

2

n. �

Теорема 4.2. Многообразие Ô
2

n является неприводимым над любым
бесконечным полем.

Доказательство. Пусть A,B и C – такие матрицы, что A ⊥ C ⊥ B.
Рассмотрим множество

X =
{

(A,B,C) |A ⊥ C ⊥ B, rankC 6 1
}
⊂ Mat2n×n×P(Matn×n).

Применяя преобразования строк и столбцов одновременно к матрицам
A,B,C, приведем их к виду

A =

(
0 0
0 An−1

)
, B =

(
0 0
0 Bn−1

)
, C =

(
1 0
0 0n−1

)
,

где An−1 и Bn−1 – некоторые матрицы размеров (n − 1) × (n − 1), а
0n−1 – блок из нулей размеров (n− 1)× (n− 1).

Рассмотрим отображение π1 : GL2
n×Mat2(n−1)×(n−1) −→ X, задан-

ное формулой

(M,N,An−1, Bn−1) 7−→(
N−1

(
0 0
0 An−1

)
M−1, N−1

(
0 0
0 Bn−1

)
M−1, M

(
1 0
0 0n−1

)
N

)
.

Заметим, что π1 – сюръективное отображение.
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Так как многообразие GL2
n×Mat2(n−1)×(n−1) является неприводи-

мым над бесконечным полем, его образ при регулярном отображении
также будет неприводимым по лемме 2.17. Следовательно, X – непри-
водимое многообразие.

Теперь рассмотрим проекцию

π2 : X −→ Ô
2

n, π2((A,B,C)) = (A,B).

Так как π2 – сюръективное отображение и его образ неприводим по
лемме 2.17, то многообразие Ô

2

n будет неприводимым. �

Теорема 4.3. Над алгебраически замкнутым полем размерность
многообразия Ô

2

n равна 2n2 − 2n.

Доказательство. Пусть многообразие X определено, как в прошлой
теореме. Зададим множество матриц

Y = {C | rankC 6 1} ⊂ P(Matn×n).

Множество Y является неприводимым многообразием. Применим тео-
рему 2.18 к проекции π1:

π1 : X −→ Y, π1((A,B,C)) = C.

Для этого заметим, что над Y все слои имеют одинаковую размерность
2(n−1)2. Так как многообразия X и Y неприводимы, то для некоторой
матрицы C ∈ Y верно следующее равенство:

dimX = dimY + dimπ−11 (C) = (2n− 2) + 2(n− 1)2 = 2n2 − 2n.

Теперь рассмотрим проекцию π2:

π2 : X −→ Ô
2

n, π2((A,B,C)) = (A,B).

Определим множество U ⊂ Ô
2

n:

U = {(A,B) ∈ Ô
2

n | rankA = n− 1, rankB = n− 1}.
Данное множество является открытым как дополнение объединения
многообразий

{(A,B) ∈ Ô
2

n | rankA 6 n− 2} ∪ {(A,B) ∈ Ô
2

n | rankB 6 n− 2}

до многообразия Ô
2

n.
Для любой пары матриц (A,B)∈U размерность слоя F=π−12 ((A,B))

равна 0. Действительно, матрицу C ранга 1, ортогональную A и B,
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можно представить в виде произведения векторов u · vT . Так как век-
тор u принадлежит множеству kerA∩kerB размерности 1, то u = λu0
для некоторого вектора u0. Аналогично, v = µv0 для некоторого век-
тора v0 ∈ kerAT ∩ kerBT .

Таким образом, множество матриц {C = λµu0 · vT0 } имеет размер-
ность 1 в Matn×n(k) и 0 в P(Matn×n). Применим теорему 2.18 к про-
екции π2, чтобы посчитать размерность:

dimU = dimX − dimF = (2n2 − 2n)− 0 = 2n2 − 2n.

В силу неприводимости Ô
2

n, имеем:

dim Ô
2

n = dimU = 2n2 − 2n. �

Осталось заметить, что многообразие O2
n является объединением

многообразий пар матриц, допускающих расстояние 2, и пар матриц
на расстоянии не более 1:

O2
n = Ô

2

n ∪O1
n .

Размерность O2
n равна размерности наибольшей неприводимой ком-

поненты:
dim O2

n = dim Ô
2

n = 2n2 − 2n.

§5. Множество пар матриц на расстоянии не более 3

Как и в предыдущем параграфе, мы начнем с изучения множества
пар матриц, допускающих расстояние 3. Заметим, что, в силу [1, лем-
ма 4.1], это возможно только при n > 3.

Теорема 5.1. Пусть k – алгебраически замкнутое поле. Тогда мно-
жество Ô

3

n является алгебраическим многообразием.

Доказательство. Рассмотрим всевозможные четверки взаимно орто-
гональных матриц (A,B,C,D), где A ⊥ C ⊥ D ⊥ B, причем матрицы
C и D определены с точностью до пропорциональности и не равны
нулю.

Условие взаимной ортогональности задает замкнутое множество Φ:

Φ =
{

(A,B,C,D) |AC = CA = 0, CD = DC = 0, BD = DB = 0
}

⊂ Mat2n×n×P(Matn×n)× P(Matn×n).
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Рассмотрим проекцию

π : Mat2n×n×P(Matn×n)× P(Matn×n) −→ Mat2n×n .

По теореме 2.16, образ π(Φ) будет замкнутым множеством, так как
поле k алгебраически замкнуто. Отсюда следует, что Ô

3

n является ал-
гебраическим многообразием. �

Следующая лемма потребуется для доказательства того, что мно-
жество Ô

3

n остается многообразием над любым полем.

Лемма 5.2. Пусть k – некоторое поле и K – его алгебраическое за-
мыкание. Если матрицы A,B ∈ Matn×n(k) допускают расстояние 3
над полем K, то они допускают расстояние 3 и над полем k.

Доказательство. Рассмотрим пару матриц (A,B) над полем k. Пусть
для данной пары матриц существуют такие две матрицы C и D над
алгебраическим замыканием K поля k, что A ⊥ C ⊥ D ⊥ B.

По лемме 2.12, можно считать, что матрицы C и D имеют ранг 1.
Значит, их можно представить в виде произведения двух векторов
из Kn. Пусть C = u1 · vT1 , а D = u2 · vT2 , где u1, v1, u2, v2 ∈ Kn –
некоторые векторы-столбцы. Условия ортогональности означают, что
Au1 = AT v1 = Bu2 = BT v2 = 0 и vT1 · u2 = vT2 · u1 = 0.

Теперь покажем, что существуют такие векторы u′1, v
′
1, u
′
2, v
′
2 ∈ kn,

что
A ⊥ u′1 · v′1

T ⊥ u′2 · v′2
T ⊥ B.

Это утверждение очевидно, если хотя бы одно из чисел dim kerA
(= dim kerAT ) и dim kerB (= dim kerBT ) превосходит 1. В против-
ном случае, имеем u1 = α1u

′
1, v1 = β1v

′
1, u2 = α2u

′
2 и v2 = β2v

′
2 для

некоторых α1, β1, α2, β2 ∈ K и u′1, v
′
1, u
′
2, v
′
2 ∈ kn. Отсюда немедленно

вытекают требуемые соотношения. �

Следствие 5.3. Для произвольной пары вырожденных матриц A,B
∈ Matn×n(k) выполнено dK(A,B) = dk(A,B).

Доказательство. Ясно, что dK(A,B) 6 dk(A,B). Заметим, что если
dK(A,B) = 1, то и dk(A,B) = 1.

Если dK(A,B) = 2, то dk(A,B) 6 2, так как ранг матрицы MA,B

из уравнения (4.1) не зависит от поля. Следовательно, в этом случае,
dk(A,B) = 2.

Случай, когда dK(A,B) = 3, непосредственно следует из леммы 5.2.
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Поскольку при n> 3 диаметр графа ортогональности равен 4 над
любым полем, то из dK(A,B) = 4 следует, что dk(A,B) = 4, а вариант
dK(A,B) > 4 невозможен. �

Таким образом, расстояние между матрицами в графе ортогональ-
ности не меняется при переходе к алгебраическому замыканию поля.
Данный факт позволяет нам доказать следующую теорему.

Теорема 5.4. Множество Ô
3

n является аффинным алгебраическим
многообразием над любым полем.

Доказательство. По лемме 5.2, имеем

Ô
3

n(k) = Ô
3

n(K) ∩Mat2n×n(k).

Мы знаем, что Ô
3

n(K) является аффинным алгебраическим многооб-
разием. Следовательно, по теореме 2.19, его пересечение с аффинным
пространством Mat2n×n(k) также является аффинным алгебраическим
многообразием. �

Теперь покажем, что над бесконечным полем многообразие Ô
3

n не-
приводимо.

Теорема 5.5. Многообразие Ô
3

n является неприводимым над любым
бесконечным полем.

Доказательство. Пусть A,B,C и D – такие матрицы, что A ⊥ C ⊥
D ⊥ B. Рассмотрим множество

X = {(A,B,C,D) |A ⊥ C ⊥ D ⊥ B, rankC 6 1, rankD 6 1}
⊂ Mat2n×n×P(Matn×n)2.

Применяя преобразования строк и столбцов одновременно к матрицам
A,B,C,D, приведем матрицу C к виду

C =

(
1 0
0 0n−1

)
.

Тогда матрицы A и D будут иметь вид

A =

(
0 0
0 An−1

)
, D =

(
0 0
0 Dn−1

)
,

где An−1 и Dn−1 – некоторые матрицы размеров (n − 1) × (n − 1), а
0n−1 – блок из нулей размеров (n− 1)× (n− 1).
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Далее будем применять преобразования, которые не меняют первый
столбец и строку. Матрицы таких преобразований будут иметь вид(

1 0
0 P

)
∈ GLn, P ∈ GLn−1 .

Они позволяют привести матрицу Dn−1 к виду

D =

(
0n−1 0

0 1

)
,

не меняя матрицу C.
После преобразований матрицы A,B,C,D будут иметь следующий

вид:

A =

(
0 0
0 An−1

)
, B =

(
Bn−1 0

0 0

)
,

C =

(
1 0
0 0n−1

)
, D =

(
0n−1 0

0 1

)
.

Рассмотрим отображение π1 : GL2
n×Mat2(n−1)×(n−1) −→ X, задан-

ное формулой:

(M,N,An−1, Bn−1) 7−→(
N−1

(
0 0
0 An−1

)
M−1, M

(
Bn−1 0

0 0

)
N,

M

(
1 0
0 0n−1

)
N, N−1

(
0n−1 0

0 1

)
M−1

)
.

Заметим, что π1 – сюръективное отображение.
Так как многообразие GL2

n×Mat2(n−1)×(n−1) неприводимо над бес-
конечным полем, его образ при регулярном отображении также будет
неприводимым по лемме 2.17. Следовательно, X – неприводимое мно-
гообразие.

Теперь рассмотрим проекцию

π2 : X −→ Ô
3

n, π2((A,B,C,D)) = (A,B).

Так как π2 – сюръективное отображение и его образ неприводим по
лемме 2.17, многообразие Ô

3

n будет неприводимым. �

Теперь вычислим размерность многообразия.
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Теорема 5.6. Размерность многообразия Ô
3

n над алгебраически за-
мкнутым полем равна 2n2 − 4.

Доказательство. Пусть многообразие X определено, как в прошлой
теореме. Зададим множество пар матриц

Y = {(C,D) | C ⊥ D, rankC 6 1, rankD 6 1} ⊂ P2(Matn×n).

Множество Y является неприводимым квазипроективным многообра-
зием. Применим теорему 2.18 к проекции π1:

π1 : X −→ Y, π1((A,B,C,D)) = (C,D).

Заметим, что над Y все слои имеют одинаковую размерность 2(n−1)2.
Размерность многообразия матриц ранга не больше 1 равна 2n− 1,

а размерность соответствующего проективного многообразия равна
2n−2. С помощью обратимых преобразований матрицу ранга 1 можно
привести к виду

C ′ =

(
1 0
0 0n−1

)
.

Тогда множество матриц ранга не больше 1, взаимно ортогональных с
матрицей C ′, будет изоморфно многообразию (n− 1)× (n− 1) матриц
ранга не больше 1. Таким образом, размерность слоя равна 2n − 3
в аффинном случае и 2n − 4 после проективизации. Следовательно,
размерность многообразия Y равна (2n− 2) + (2n− 4) = 4n− 6.

Так как многообразия X и Y неприводимы, то для некоторой пары
(C,D) ∈ Y верно следующее равенство:

dimX = dimY + dimπ−11 (C,D) = (4n− 6) + 2(n− 1)2 = 2n2 − 4.

Теперь рассмотрим проекцию π2:

π2 : X −→ Ô
3

n, π2((A,B,C,D)) = (A,B).

Определим множество U ⊂ Ô
3

n:

U = {(A,B) ∈ Ô
3

n | rankA = n− 1, rankB = n− 1}.

Данное множество является открытым как дополнение объединения
многообразий

{(A,B) ∈ Ô
3

n | rankA 6 n− 2} ∪ {(A,B) ∈ Ô
3

n | rankB 6 n− 2}

до многообразия Ô
3

n.
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Для любой пары матриц (A,B)∈U слой F =π−12 ((A,B)) имеет ну-
левую размерность. Действительно, матрицу C ранга 1, ортогональ-
ную A, можно представить в виде произведения векторов u · vT . При-
чем u принадлежит множеству kerA размерности 1, так что u = λu0
для некоторого вектора u0. Аналогично, v = µv0 для некоторого век-
тора v0 ∈ kerAT .

Таким образом, множество матриц {C = λµu · vT } имеет размер-
ность 1, а после проективизации – 0. Аналогично, множество матриц
D имеет размерность 1 в аффинном случае и 0 после проективизации.

Применим теорему 2.18 к проекции π2:

dimU = dimX − dimF = (2n2 − 4)− 0 = 2n2 − 4.

В силу неприводимости Ô
3

n, имеем

dim Ô
3

n = dimU = 2n2 − 4. �

Осталось заметить, что многообразие O3
n является объединением

многообразий пар матриц, допускающих расстояние 3, и пар матриц
на расстоянии не более 2:

O3
n = Ô

3

n ∪O2
n .

Размерность O3
n равна размерности наибольшей неприводимой ком-

поненты:
dim O3

n = dim Ô
3

n = 2n2 − 4.

§6. Верхнетреугольные матрицы

В данном параграфе мы обобщим рассматриваемый сюжет на мно-
жество верхнетреугольных матриц Tn. Мы будем следовать тем же
идеям, что и в предыдущей части работы.

Множество невырожденных верхнетреугольных матриц будет обо-
значаться через Bn.

Заметим, что диаметр компонент связности графа ортогональности
верхнетреугольных матриц не превосходит 2 для n = 2 [7, лемма 2.2],
а при n > 3 диаметр графа равен 4 [7, теорема 2.8]. Следовательно,
нас будут интересовать матрицы на расстоянии не более 1, 2 и 3.

Определим множество TOm
n пар верхнетреугольных матриц на рас-

стоянии не более m и множество T̂O
m

n пар верхнетреугольных матриц,
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допускающих расстояние m, аналогично множествам Om
n и Ô

m

n соот-
ветственно.

Заметим, что данные множества будут являться многообразиями.
Это следует из того, что приведенные выше доказательства не зависят
от значений элементов ниже главной диагонали.

Покажем, что любую верхнетреугольную матрицу в последователь-
ности взаимно ортогональных матриц можно заменить на верхнетре-
угольную матрицу ранга 1.

Лемма 6.1. Пусть дана последовательность взаимно ортогональ-
ных верхнетреугольных матриц A = P0 ⊥ P1 ⊥ · · · ⊥ Pk ⊥ B =
Pk+1. Тогда матрицы P1, . . . Pk можно заменить на верхнетреуголь-
ные матрицы ранга 1.

Доказательство. Ненулевой столбец c матрицы Pi лежит в ядрах
матриц Pi−1 и Pi+1. Аналогично, ненулевая строка r матрицы Pi лежит
в ядрах транспонированных матриц PT

i−1 и PT
i+1.

Умножим ненулевой столбец матрицы Pi на строку, соответству-
ющую последнему ненулевому элементу выбранного столбца. Пусть
номер строки равен k, тогда в данной строке первые k − 1 элементов
обязательно равны 0. После перемножения выбранных столбца и стро-
ки ненулевые элементы могут стоять только в первых k строках. Во
всех строках первые k − 1 элементов равны 0.

Таким образом матрицу Pi можно заменить на матрицу P ′i = c · r
ранга 1, причем P ′i – верхнетреугольная матрица. �

Далее нам понадобится новое определение и лемма из работы [14].

Определение 6.2 (Обобщенная матрица-перестановка). Матрица
Q ∈ Matn×n называется обобщенной матрицей-перестановкой, если
в каждой строке и в каждом столбце этой матрицы находится не
более одного ненулевого элемента, и этот элемент может прини-
мать только значение 1.

Определение 6.3. Пусть I, J ⊂ [n] := {1, . . . , n} и пусть A[I, J ]
обозначает подматрицу матрицы A, состоящую из элементов ai,j,
где i ∈ I и j ∈ J . Тогда

ri,j(A) := rankA[[n] \ [n− i], [j]]

– ранг левой нижней подматрицы размера i× j. Положим r0,j(A) =
ri,0(A) = 0.
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Лемма 6.4 ([14, лемма 2.2]). Двойные смежные классы A ∈ Matn×n
по паре подгрупп (Bn,Bn) определены набором инвариантов ri,j(A).
Для каждого смежного класса единственным образом определена
обобщенная матрица-перестановка Q, такая что A ∈ BnQBn. При
этом элементы матрицы Q задаются следующим правилом:

qn−i+1,j = ri,j(A)− ri−1,j(A)− ri,j−1(A) + ri−1,j−1(A).

Заметим, что если верхнетреугольная матрица A лежит в смежном
классе BnQBn, то обобщенная матрица-перестановка Q также будет
верхнетреугольной.

Далее Qi,j будет обозначать обобщенную матрицу-перестановку,
равную матричной единице Ei,j .

Замечание 6.5. Прямыми вычислениями можно показать, что верх-
нетреугольная матрица

Q̂i,j =

i
↓

1 · · · 0 · · · 1
...

. . .
... · · ·

...
0 · · · 0 0 0
... · · · 0

. . .
...

0 · · · 0 · · · 1

← j

в которой единицы стоят на всех местах, кроме i-го столбца и j-ой
строки, взаимно ортогональна только с одной обобщенной матрицей-
перестановкой Qi,j .

Таким образом, множества матриц, взаимно ортогональных с обоб-
щенными матрицами-перестановками ранга 1, не содержатся друг в
друге.

Начнем с матриц, допускающих расстояние 1.

Теорема 6.6. Пусть поле k бесконечно. Многообразие пар верхнетре-
угольных матриц, допускающих расстояние 1, состоит из неприво-
димых компонент ZQ1Q2 , соответствующих парам (Q1, Q2) диаго-
нальных матриц из 0 и 1, где Q1 + Q2 – единичная матрица поряд-
ка n.

Доказательство. Пусть Q1 и Q2 – диагональные матрицы из 0 и 1,
In – единичная матрица порядка n, причем Q1 +Q2 = In. Из данного
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равенства следует, что Q1 ⊥ Q2 и rankQ1 + rankQ2 = n. Рассмот-
рим замыкание двойного смежного класса диагональной матрицы Q с
элементами 0 и 1 на диагонали:

BnQBn.

По лемме 2.17, многообразие BnQBn является неприводимым как об-
раз Bn×Bn – произведения неприводимых многообразий.

Так как при перемножении верхнетреугольных матриц соответству-
ющие диагональные элементы матриц перемножаются, то матрица Q
в многообразии BnQBn будет единственной диагональной матрицей
ранга rankQ с 0 и 1 на диагонали.

Определим многообразие ZQ1Q2
следующим образом:

ZQ1Q2
=
{

(A,B) |A ⊥ B, A ∈ BnQ1 Bn, B ∈ BnQ2 Bn

}
⊂ T2

n .

Заметим, что в ZQ1Q2
содержится ровно одна пара диагональных

матриц из 0 и 1, ранги которых равны rankQ1 и rankQ2 соответствен-
но. Это пара (Q1, Q2).

Пусть YQ1Q2
⊂ ZQ1Q2

– множество пар (A,B), где A ∈ BnQ1 Bn.
Для любой матрицы A ∈ BnQ1 Bn найдутся такие невырожденные
верхнетреугольные матрицы S и T , что

SAT = Q1.

Обозначим множество пар матриц, состоящих из матрицы Q1 и мат-
риц, взаимно ортогональных с ней, через VQ1

. Множество верхнетре-
угольных матриц, взаимно ортогональных с матрицей Q1, задается
равенством нулю строк и столбцов, соответствующих единичным эле-
ментам матрицы Q1, и равенством нулю элементов ниже главной диа-
гонали. Если в матрице Q1 элемент на пересечении i-ой строки и j-го
столбца равен единице, то во взаимно ортогональной матрице i-ый
столбец и j-ая строка состоят из нулей. Следовательно, данное множе-
ство изоморфно аффинному пространству и является неприводимым
многообразием над бесконечным полем.

Рассмотрим отображение

ϕ : B2
n×VQ1 −→ Mat2n×n,

(S, T, (Q1, B)) 7−→ (SQ1T, T
−1BS−1).
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Заметим, что ϕ(B2
n×VQ1

) = YQ1Q2
. Так как множество B2

n×VQ1
яв-

ляется неприводимым многообразием, его образ при регулярном отоб-
ражении также будет неприводимым по лемме 2.17. Взяв замыкание
YQ1Q2

= ZQ1Q2
, мы делаем вывод о неприводимости ZQ1Q2

.
Заметим, что ZQ1Q2

6⊂ ZQ′
1Q

′
2
для разных пар матриц. Это следует

из того, что пара матриц (Q1, Q2) ∈ ZQ1Q2
не принадлежит множе-

ству ZQ′
1Q

′
2
. Действительно, если rankQ1 > rankQ′1, то Q1 6∈ BnQ′1 Bn.

В случае rankQ1 < rankQ′1, рассмотрим вторую матрицу в паре. Из
условия на сумму рангов следует, что rankQ2 > rankQ′2 и, следова-
тельно, Q2 6∈ BnQ′2 Bn. �

Далее мы приведем разложение на неприводимые компоненты мно-
гообразий T̂O

2

n и T̂O
3

n.

Теорема 6.7. Пусть поле k бесконечно. Тогда многообразие пар верх-
нетреугольных матриц, допускающих расстояние 2, состоит из
n(n+1)

2 неприводимых компонент

Zi,j = {(A,B) | ∃C ∈ BnQi,j Bn, A ⊥ C ⊥ B} ⊂ T2
n,

где 1 6 i 6 j 6 n.

Доказательство. Множество невырожденных верхнетреугольных
матриц Bn является аффинным алгебраическим многообразием. Опре-
делим многообразие X:

X = {(A,B,C1, C2) |A ⊥ C1Qi,jC2 ⊥ B} ⊂ T2
n×P2(Bn).

По теореме 2.16, при проекции T2
n×P2(Bn) −→ T2

n образом многооб-
разия X будет алгебраическое многообразие Zi,j .

Пусть A,B и C – такие верхнетреугольные матрицы, что A ⊥ C ⊥ B
и C ∈ BnQi,j Bn. Применяя преобразования строк и столбцов, за-
даваемые верхнетреугольными матрицами, одновременно к матрицам
A,B,C, приведем матрицу C к обобщенной матрице-перестановке Qi,j .
Пусть при этом матрица A перейдет в некоторую матрицу A′, а мат-
рица B – в B′.

Поскольку ненулевой элемент матрицы Qi,j стоит на пересечении
i-ой строки и j-го столбца, то в матрицах A′ и B′ в i-ом столбце и j-ой
строке должны стоять нули. Множество верхнетреугольных матриц,
взаимно ортогональных с Qi,j , образует векторное пространство Vi,j .



ГЕОМЕТРИЯ МНОГООБРАЗИЙ 27

Для доказательства неприводимости множества Zi,j рассмотрим
отображение

π : B2
n×V 2

i,j −→ Zi,j ,

(M,N,A,B) 7−→ (NAM,NBM).

Заметим, что π – сюръективное отображение.
Так как многообразие B2

n×V 2
i,j является неприводимым над беско-

нечным полем, то его образ при регулярном отображении также бу-
дет неприводимым по лемме 2.17. Следовательно, Zi,j – неприводимая

компонента многообразия T̂O
2

n.
Заметим, что множество Zi,j не содержится в множестве Zk,l при

i 6= k или j 6= l. Действительно, многообразие Zi,j определяется клас-
сом смежности матрицы C. Многообразие Zi,j содержит пару матриц
(Q̂i,j , Q̂i,j), описанных в замечании 6.5. Осталось заметить, что данная
пара матриц взаимно ортогональна только с матрицей Qi,j и, следова-
тельно, не может содержаться в другой неприводимой компоненте. �

В случае расстояния 3 мы будем действовать аналогичным образом.

Теорема 6.8. Пусть поле k бесконечно. Многообразие пар верхнетре-
угольных матриц, допускающих расстояние 3, состоит из неприво-
димых компонент Zi,j,k,l, где 1 6 i 6 j 6 n, 1 6 k 6 l 6 n, i 6= l и
j 6= k.

Доказательство. Определим многообразие X:

X =
{

(A,B,C1, C2, D1, D2) |A ⊥ C1Qi,jC2 ⊥ D1Qk,lD2 ⊥ B
}

⊂ T2
n×P4(Bn).

По теореме 2.16, образом многообразия X при проекции

T2
n×P4(Bn) −→ T2

n

будет алгебраическое многообразие Zi,j,k,l:

Zi,j,k,l =
{

(A,B) | ∃C∈BnQi,j Bn, ∃D∈BnQk,l Bn, A⊥C⊥D⊥B
}
⊂T2

n .

Рассмотрим пару матриц (C,D) отдельно. Применяя преобразова-
ния строк и столбцов, задаваемые верхнетреугольными матрицами,
одновременно к матрицам C,D, приведем матрицу C к обобщенной
матрице-перестановке Qi,j . Тогда в i-ом столбце и в j-ой строке мат-
рицы D будут стоять нули.
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Обратившись к формуле из леммы 6.4, можно заметить, что в обоб-
щенной матрице-перестановке Qk,l, лежащей в одном смежном классе
с матрицей D, в i-ом столбце и в j-ой строке стоят нули. Отсюда сле-
дует, что i 6= l и j 6= k.

Пусть теперь A,B,C и D – такие верхнетреугольные матрицы, что
A ⊥ C ⊥ D ⊥ B, причем C ∈ BnQi,j Bn и D ∈ BnQk,l Bn.

Применяя преобразования строк и столбцов, задаваемые верхнетре-
угольными матрицами, одновременно к матрицам A,B,C,D, приведем
матрицу C к обобщенной матрице-перестановке Qi,j .

Далее рассмотрим множество X0:

X0 = {(A,B,Qi,j , D) |A ⊥ Qi,j ⊥ D ⊥ B, D ∈ BnQk,l Bn} ⊂ T4
n .

Так как матрица Qi,j взаимно ортогональна с матрицей D, то в i-
ом столбце и в j-ой строке матрицы D стоят нули. Заметим, что при
преобразованиях вида S · D · T следующие матрицы оставляют i-ый
столбец и j-ую строку матрицы D нулевой:

S=



s1,1 · · · s1,j · · · s1,n
...

. . .
... · · ·

...
0 · · · sj,j 0 0
... · · · 0

. . .
...

0 · · · 0 · · · sn,n

←j, T =

i
↓

t1,1 · · · 0 · · · t1,n
...

. . . 0 · · ·
...

0 · · · ti,i · · · ti,n
... · · · 0

. . .
...

0 · · · 0 0 tn,n

,

причем S и T принадлежат Bn. Множество всех таких матриц S яв-
ляется аффинным алгебраическим многообразием, так как задается
набором уравнений

sk,l = 0, k > l;

sj,l = 0, l > j;

s1,1 · s2,2 · · · sn,n · s− 1 = 0

в (n2+1)-мерном аффинном пространстве. Это множество также явля-
ется неприводимым как открытое подмножество аффинного простран-
ства размерности n(n+1)

2 − (n− j) [11, предложение 4.5]. Это открытое
множество является дополнением к аффинному многообразию, кото-
рое задается уравнением s1,1 · s2,2 · · · sn,n = 0.
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Пусть множество Mi,j ⊂ B2
n состоит из всех таких пар матриц S

и T . Тогда Mi,j изоморфно произведению неприводимых аффинных
многообразий и, следовательно, является неприводимым.

Также определим множества Ã = {A ∈ Tn | A ⊥ Qi,j} и B̃ = {B ∈
Tn |B ⊥ Qk,l}. Эти множества изоморфны аффинным пространствам
и неприводимы.

Заметим, что многообразие Zi,j,k,l является образом неприводимого
многообразия Mi,j × B2

n×Ã× B̃ при отображении π:

Mi,j × B2
n×Ã× B̃ −→ Zi,j,k,l,

(S, T,M,N,A,B) 7−→ (N−1 ·A ·M−1,MT−1 ·B · S−1N).

Следовательно, многообразие Zi,j,k,l является неприводимым по лем-
ме 2.17.

Осталось заметить, что множества Zi,j,k,l не содержатся друг в дру-
ге. Действительно, многообразие Zi,j,k,l определяется классами смеж-
ности матриц C и D. Многообразие Zi,j,k,l содержит пару матриц
(Q̂i,j , Q̂k,l), описанных в замечании 6.5. Остается заметить, что дан-
ная пара матриц взаимно ортогональна только с матрицами Qi,j и
Qk,l соответственно. Следовательно, данная пара матриц не может со-
держаться в другой неприводимой компоненте. �

§7. Конечномерные алгебры

Рассмотрим обобщение полученных результатов на случай графов
ортогональности произвольных конечномерных алгебр. Ниже мы до-
кажем следующую теорему.

Теорема 7.1. Пусть k – алгебраически замкнутое поле и A – произ-
вольная конечномерная алгебра (необязательно ассоциативная), для
которой построен граф ортогональности. Тогда множество пар эле-
ментов, допускающих расстояние n, является аффинным алгебраи-
ческим многообразием.

Заметим, что при выборе конкретного базиса n-мерной алгебры
каждое условие вида ab = 0 переписывается в виде системы из n од-
нородных уравнений от 2n переменных.

Лемма 7.2. Пусть k – алгебраически замкнутое поле. Множество
двусторонних делителей нуля Z0 произвольной конечномерной алгеб-
ры A является аффинным алгебраическим многообразием.
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Доказательство. Пусть

X0 = {(c, a, b) | ab = 0, ca = 0} ⊂ P(A)×A× P(A),

где P(A) – проективизация векторного пространства, соответствующе-
го алгебре A.

Тогда, по теореме 2.16, отображение

ϕ : X0 ⊂ P(A)×A× P(A) −→ Z0 ⊂ A,
(c, a, b) 7−→ a

переводит замкнутые множества в замкнутые. Следовательно, Z0 =
ϕ(X) является замкнутым множеством и аффинным алгебраическим
многообразием. �

Теперь докажем теорему 7.1.

Доказательство. Пусть Z0 обозначает множество двусторонних де-
лителей нуля в A. Взаимная ортогональность последовательности эле-
ментов a0, . . . , ak ∈ Z0 задается следующими условиями:

aiai+1 = 0, 0 6 i 6 k − 1;

ai+1ai = 0, 0 6 i 6 k − 1.

Однородные уравнения, соответствующие данным условиям, задают
алгебраическое многообразие X в пространстве

Z0 × Pk−1(Z0)× Z0.

Из определения многообразияX следует, что ai 6= 0 при i = 1, . . . , k−1.
Так как поле алгебраически замкнуто, то, по теореме 2.16, отобра-

жение

ϕ : Z0 × Pk−1(Z0)× Z0 −→ Z0 × Z0,

(a0, . . . , ak) 7−→ (a0, ak)

переводит замкнутые множества в замкнутые. Следовательно, множе-
ство пар матриц ϕ(X), допускающих расстояние k, является аффин-
ным алгебраическим многообразием. �

Обобщая случай матриц, покажем, что множество пар элементов
на расстоянии не больше 2 является аффинным многообразием над
любым полем. Сперва докажем вспомогательную лемму для случая,
когда расстояние равно 2.
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Лемма 7.3. Пусть A – конечномерная алгебра над полем k, K – его
алгебраическое замыкание, и A = K⊗kA – алгебра над полем K. Пусть
также a, b ∈ A. Обозначим расстояние между a и b в графе орто-
гональности алгебры A через dk(a, b), а в графе ортогональности ал-
гебры A – через dK(a, b). Тогда, если dK(a, b) = 2, то dk(a, b) = 2.

Доказательство. Пусть a, b ∈ A, c ∈ A и a ⊥ c ⊥ b. По аналогии с
теоремой 4.1, мы можем переписать условия ортогональности в виде
системы линейных уравнений с коэффициентами в поле k. Тогда из су-
ществования ненулевого решения над полем K следует существование
ненулевого решения над полем k. �

Следовательно, если dK(a, b) 6 2, то dk(a, b) = dK(a, b) 6 2. Дей-
ствительно, если dK(a, b) 6 1, то это следует из определения, а в слу-
чае dK(a, b) = 2 остается воспользоваться леммой 7.3.

По аналогии с теоремой 5.4, из теоремы 2.19 можно вывести, что в
произвольной конечномерной алгебре A множество элементов на рас-
стоянии не больше 2 является аффинным алгебраическим многообра-
зием над любым полем. Сформулируем это утверждение.

Теорема 7.4. Пусть A – конечномерная алгебра над полем k. Тогда
множество элементов на расстоянии не более 2 является аффинным
алгебраическим многообразием.

§8. Проективные многообразия

На протяжении данной работы мы рассматривали аффинные ал-
гебраические многообразия, следуя статье [10]. Однако проективные
многообразия являются более естественным способом изучения дан-
ных множеств, так как условие взаимной ортогональности сохраняется
при умножении элемента на любой ненулевой элемент поля.

Для перехода к проективному случаю докажем, что и множество
двусторонних делителей нуля является проективным многообразием.

Лемма 8.1. Пусть k – алгебраически замкнутое поле. Множество
ненулевых двусторонних делителей нуля Z произвольной конечномер-
ной алгебры A является проективным алгебраическим многообрази-
ем.

Доказательство. Пусть

X = {(c, a, b) | ab = 0, ca = 0} ⊂ P3(A),
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где P(A) – проективизация векторного пространства, соответствую-
щего алгебре A. Множество X является проективным многообразием,
так как задается однородными уравнениями, которые получаются из
условий ab = 0, ca = 0 при выборе конкретного базиса алгебры A.

Рассмотрим отображение

ϕ : X ⊂ P3(A) −→ Z ⊂ P(A),

(c, a, b) 7−→ a.

При регулярном отображении образом проективного многообразия яв-
ляется проективное многообразие. Следовательно, Z = ϕ(X) является
проективным алгебраическим многообразием. �

Далее мы приведем примеры изучаемых многообразий для некото-
рых конечномерных алгебр.

Пример 8.2 (Конечномерная алгебра Грассмана). Пусть V – вектор-
ное пространство над полем k с базисом {e1, . . . , en}. Граф ортогональ-
ности алгебры Грассмана

∧
V является связным и имеет диаметр 2.

Достаточно заметить, что элемент e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en будет взаимно ор-
тогонален с любым другим элементом.

Нетривиальным случаем является множество элементов на рассто-
янии не более 1. Данное множество является объединением многооб-
разия пар (a, a) одинаковых ненулевых делителей нуля и множества
элементов, допускающих расстояние 1. Первое многообразие изоморф-
но проективному многообразию делителей нуля. Второе многообразие
задается условием

ab = ba = 0.

При выборе конкретного базиса алгебры данное условие переписыва-
ется в виде системы из 2n однородных уравнений от 2 · 2n переменных
и задает проективное многообразие.

Пример 8.3 (Бикомплексные числа). Рассмотрим множество пар
комплексных чисел (a, b) ∈ C⊕ C с операцией умножения, определен-
ной по правилу

(u, v)(w, z) = (uw − vz, uz + vw).

Делителями нуля являются бикомплексные числа (w, z), для которых
w2 + z2 = 0. Заметим, что в этом случае w 6= 0 тогда и только тогда,
когда z 6= 0. Таким образом, любой ненулевой делитель нуля (w, z)
можно представить в виде (w, 0)(1, z/w).
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Из равенства w2+z2 = 0 следует, что z2/w2 = −1 для ненулевого де-
лителя нуля (w, z). Следовательно, все делители нуля в алгебре биком-
плексных чисел можно представить в виде (w, 0)(1, i) или (w, 0)(1,−i),
где w ∈ C и i2 = −1. Числа первого и второго типов взаимно ор-
тогональны между собой, а числа одного типа не будут взаимно ор-
тогональными. Граф ортогональности алгебры бикомплексных чисел
является полным двудольным графом и имеет диаметр 2.

Нетривиальным случаем является множество элементов на рассто-
янии не более 1. Данное множество является объединением множества
пар ((w, z), (w, z)) одинаковых ненулевых делителей нуля и множества
элементов, допускающих расстояние 1. Первое множество изоморфно
проективному многообразию делителей нуля. Второе множество со-
стоит из пар ((u, v), (w, z)), которые удовлетворяют двум однородным
уравнениям

uw − vz = 0,

uz + vw = 0,

и является проективным многообразием.

Пример 8.4 (Бикватернионы). Алгебра бикватернионов является
комплексификацией алгебры кватернионов. Как алгебра она изомор-
фна кольцу квадратных комплексных матриц 2× 2.

Напомним, что в данном случае диаметр графа равен 2. Нетриви-
альным случаем является множество элементов на расстоянии не бо-
лее 1, которое рассматривалось в начале работы. Как и в предыдущем
примере, данное множество будет являться не только аффинным, но
и проективным многообразием.
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For the ring of square matrices Matn(k) of order n over a field k, one
can construct the orthogonality graph O(Matn(k)), whose vertices are the
zero divisors of the ring Matn(k). Two vertices A and B are connected by
an edge if AB = BA = 0. The notion of the distance between two elements
of the ring naturally implies that one can consider the set Od

n of pairs of
elements lying within the distance at most d.

It is proved that such sets form affine algebraic varieties, a decomposition
of these varieties into irreducible components is provided, and their dimen-
sions are calculated. The paper also describes the sets that are defined
similarly for the ring of upper triangular matrices and suggests generaliza-
tions of these results to arbitrary finite-dimensional algebras.
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