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ДИНАМИЧЕСКАЯ ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ МНОГОУГОЛЬНОЙ
ПЛАСТИНЫ: “ПАРАДОКС” КОСТРОВА

И ЕГО ИСПРАВЛЕНИЕ

§1. Постановка задач

Пусть Ω – открытый неограниченный многоугольник на плоскости
R2 с одним выходом на бесконечность в виде угла K = {x : r0 >
0, ϕ0 ∈ (0, α0)} (рис. 1), где α0 ∈ (0, 2π] – раствор угла, а (r0, ϕ0) –
система полярных координат с центром в начале O декартовой систе-
мы координат x = (x1, x2). Вершины многоугольника обозначим через
P 1, . . . , P J и введём системы полярных координат (rj , ϕj) ∈ R+×(0, αj)
с центрами P j , j = 1, . . . , J . Растворы αj угловых точек измеряем из-
нутри области Ω. Не исключается случай α0 = π (K – полуплоскость),
но αj 6= π при j = 1, . . . , J .

Считая Ω плоским изотропным и однородным упругим телом с по-
стоянными Ламе λ > 0, µ > 0 и плотностью ρ > 0, обозначим через
up компоненты вектора смещений. Компоненты тензора напряжений
имеют вид

σpq(u) = µ
(∂up
∂xq

+
∂uq
∂xp

)
+ λδp,q

(∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2

)
, p, q = 1, 2,

где δp,q – символ Кронекера.
Динамическая плоская деформация двугранного угла Ω × R с ци-

линдрическим искажением около ребра описывается дифференциаль-
ными уравнениями

− ∂

∂x1
σpq(u)− ∂

∂x2
σ2q(u) + ρ

∂2uq
∂t2

= 0 в Ω, q = 1, 2. (1.1)

Гармонические во времени t колебания с частотой ω > 0 отвечают
вектору смещений e−iωtu(x) (i – мнимая единица), который можно
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ка Кострова, сингулярности в угловых точках, конструкция поля смещений.
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выразить через потенциалы Φ и Ψ (см., например, [1]) следующим
образом:

u1(x) =
∂Φ

∂x1
(x) +

∂Ψ

∂x2
(x), u2(x) =

∂Φ

∂x2
(x)− ∂Ψ

∂x1
(x). (1.2)

Подстановка формул (1.2) в систему (1.1) порождает пару уравнений
Гельмгольца

−∆xΦ(x) = k2
1Φ(x), x ∈ Ω, (1.3)

−∆xΨ(x) = k2
2Ψ(x), x ∈ Ω, (1.4)

с оператором Лапласа ∆x и волновыми числами

k1 =

√
ρ

λ+ 2µ
и k2 =

√
ρ

µ
.

Снабдим эти уравнения условиями Неймана и Дирихле

∂νΦ(x) = g(x), x ∈ ∂Ω \ P, (1.5)

Ψ(x) = h(x), x ∈ ∂Ω \ P, (1.6)

где ∂ν – производная вдоль внешней нормали, P =
{
P 1, . . . , P J

}
– мно-

жество вершин, а g и h – финитные функции, гладкие на замкнутых
сторонах многоугольника. Данное Дирихле g должно быть непрерыв-
ным. Кроме того, для αj = 2π, то есть для вершины надреза или
трещины, дополнительно накладываем ограничения

lim
rj→+0

∂g

∂rj

∣∣∣∣
ϕj=0

= − lim
rj→+0

∂g

∂rj

∣∣∣∣
ϕj=2π

и lim
rj→+0

∂h

∂rj

∣∣∣∣
ϕj=0

= lim
rj→+0

∂h

∂rj

∣∣∣∣
ϕj=2π

(1.7)

Пояснения к ним даны в замечании 3.
Для интерпретации краевых условий (1.5) и (1.6) выберем одну из

сторон Γj многоугольника Ω. Поскольку определения (1.2) инвари-
антны относительно параллельных переносов и поворотов x 7→ Θjx
и u 7→ Θju с ортогональной, то есть вещественной и унитарной (2×2)-
матрицей Θj , можно считать, что вблизи Γj область Ω задана неравен-
ством x2 < 0, причём ∂ν = ∂/∂x2. Считая, что указанными свойствами
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Рис. 1. Плоское многоугольное упругое тело.

обладают сами координаты (x1, x2), выводим соотношения

u2 = g − ∂h

∂x1
,

σ12(u)=2µ
∂2Φ

∂x1∂x2
+µ

(
∂2Ψ

∂x2
2

− ∂
2Ψ

∂x2
1

)
=2µ

∂g

∂x1
−µk2

2h− 2µ
∂2h

∂x2
1

.
(1.8)

Подчеркнём, что ∂/∂x1 – производная вдоль стороны Γj , а формулы
(1.8) означают, что сами условия (1.5) и (1.6) имитируют линеаризо-
ванные условия Синьорини (см., например, [2]), а именно, идеализи-
рованный контакт тела с абсолютно жёстким профилем. В частности,
равенства

u2 = 0 и σ12(u) = σ◦ (1.9)

на стороне Γj выполнены в случае h = −k−2
2 σ◦/µ и g = ∂h/∂x1. На-

конец, условия Синьорини подразумевают наложение игнорируемых
далее односторонних связей: в дополнение к (1.9) в проверке нужда-
ется соотношение

σ12(u) 6 0 на Γj .

Замечание 1. Может быть введена и другая группа краевых условий

Φ(x) = g(x), x ∈ ∂Ω \ P, (1.10)

∂νΨ(x) = h(x), x ∈ ∂Ω \ P, (1.11)
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при которой на стороне Γj ⊂ {x : x2 = 0} выполнены равенства

u1 = h+
∂g

∂x1
,

σ22(u) = −2µ

(
∂h

∂x1
+
∂2g

∂x2
1

)
− (λ+ 2µ)k2

1g.
(1.12)

Все последующие вычисления и рассуждения пригодны для краевых
условий (1.10), (1.11), однако их интерпретация в силу выражений
(1.12) весьма причудлива: бесконечный коэффициент трения в кон-
такте с абсолютно мягким профилем. Поэтому ограничиваемся рас-
смотрением задач (1.3), (1.5) и (1.4), (1.6).

Как известно, обе задачи (1.3), (1.5) и (1.4), (1.6) с финитными пра-
выми частями обладают единственными решениями, попадающими в
классы Соболева H2

loc

(
Ω \ P

)
и H1

loc

(
Ω
)
, а также допускающими при

r0 → +∞ разложения

Φ(x) = r
−1/2
0 e−ik1r0

(
A(ϕ0) +O

(
r−1
0

))
,

Ψ(x) = r
−1/2
0 e−ik2r0

(
B(ϕ0) +O

(
r−1
0

))
.

(1.13)

При этом A иB – бесконечно дифференцируемые функции переменной
ϕ0 ∈ [0, α0], зависящие от данных задач в целом.

Также известен следующий используемый далее результат: если для
решений Φ и Ψ задач Неймана и Дирихле для уравнений Гельмгольца
выполнены представления (1.13) с нулевыми коэффициентами A и B,
то Φ = 0 и Ψ = 0 всюду в области Ω.

Замечание 2. Если A = 0 в разложении функции Φ, то Φ(x) =

O
(
r
−3/2
0

)
при r0 → +∞, а значит, решение Φ задачи (1.3), (1.5) по-

падает в пространство Соболева H1(Ω). Таким образом, быстро исче-
зающая на бесконечности функция Φ удовлетворяет уравнению Гельм-
гольца в бесконечном секторе K \ BR и однородным условиям Нейма-
на на его боковых сторонах; здесь BR = {x : r0 < R} – шар большого
радиуса R > 0 (устраняем угловые точки и носитель правой части
g). В итоге классическое доказательство из учебника В. И. Смирно-
ва [3], использующее разложения по сферическим функциям, без осо-
бого труда переносится на случай угловой области: равенству A = 0
противоречит разложение функции Φ в сходящийся ряд Фурье по “ко-
синусам” cos

( π
α0
pϕ0

)
, p = 0, 1, 2, 3, . . . , приобретающее коэффициен-

тами функции Бесселя, которые затухают при r0 → +∞ в точности
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со скоростью O
(
r
−1/2
0

)
(см., например, [4]). Имеются и другие способы

проверки нужного факта, в том числе и для некоторых задач тео-
рии упругости, ввиду безусловной необходимости излучения энергии
на бесконечность. Аналогичные выводы имеют место и для условий
Дирихле.

Иными словами, задачи Неймана и Дирихле для оператора Гельм-
гольца в угловой области не производят захват волн, что и обеспечи-
вает однозначную разрешимость названных задач.

§2. Предыстория

В работе [1] была рассмотрена система Ламе (1.1) в угле (упругом
клине) Ω = K с линеаризованными условиями Синьорини (1.9) на его
сторонах. В прошлом веке неожиданным оказалось то, что формулы
(1.2), предоставляющие поле смещений в случае α0 < π, дают непра-
вильное – излишне сингулярное – поведение смещений в вершине угла
при α0 > π. Автором работы [1] было найдено правильное представле-
ние потенциалов, причём внесённые изменения в формулы были затем
названы поправкой Кострова, а обнаруженное несоответствие – пара-
доксом его же имени.

Подобные “парадоксы” возникают и в других задачах теории упру-
гости при сведении систем уравнений или уравнений высших порядков
к совокупности уравнений второго порядка. Так, известный “парадокс”
Сапонджяна [5] об изгибе многоугольной пластине со свободно опёр-
тыми сторонами состоит в следующем: бигармоническое уравнение с
соответствующими краевыми условиями (см. [6] и [7, § 30])

∆2
xw(x) = f(x), x ∈ Ξ,

w(x) = ∆xw(x) = 0, x ∈ ∂Ξ \ P, (2.1)

где Ξ – конечный многоугольник на плоскости с множеством вершин
P, формально сводится к “итерированной” задаче Дирихле для опера-
тора Лапласа

−∆xv(x) = f(x), x ∈ Ξ, v(x) = 0, x ∈ ∂Ξ \ P, (2.2)

−∆xu(x) = v(x), x ∈ Ξ, u(x) = 0, x ∈ ∂Ξ \ P. (2.3)
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Рис. 2. Выходящий (слева) и входящий (справа) углы.

Если многоугольник Ξ выпуклый, а значит, у него все углы выходя-
щие1, то действительно выполнено равенство w = u и оба решения по-
падают в пространство Соболева H2(Ξ). При отсутствии выпуклости
многоугольника Ξ появляется хотя бы один входящий угол с раство-
ром αj > π и, как следствие, равенство w = u может нарушиться, хотя
бы потому, что даже при гладкой правой части v решение задачи Ди-
рихле (2.3) не обязательно принадлежит пространству H2(Ξ) (см. [8],
а также, [9] и, например, [10, глава 2]).

Причины несовпадения решений задач (2.1) и (2.2), (2.3) были
вскрыты в публикации [11] (её изложение представлено в книге [10,
глава 5, §6]), где и указан алгоритм поиска решения совокупности за-
дач (2.2) и (2.3), предоставляющей решение u = w ∈ H2(Ξ) задачи
(2.1): решение v первой из них нужно искать в пространстве Лебега
L2(Ξ), а возникающий произвол употребить для обеспечения включе-
ния u ∈ H2(Ξ) (весьма похожая процедура применяется и в разд. 3
данной работы). Дальнейшее исследование [12] связей решений сме-
шанной краевой задачи для бигармонического уравнения и итериро-
ванной задачи Дирихле для уравнения Пуассона выявило интересный
факт: при f > 0 согласно принципу максимума обе функции v и u ока-
зываются положительными в многоугольнике Ξ, а значит, это свойство

1Термины “выходящий” и “входящий” (рис. 2), означающие, что раствор угла
меньше и больше π соответственно, широко используются в русскоязычной меха-
нической литературе и имеют корни в истории древней Руси: так именовались углы
стен кремля, которые по необходимости снабжались оборонительными средствами
разных типов.
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a) b) c) d)

Рис. 3. Полуплоскость с трещиной (a) c I = 1, “ла-
сточкин хвост” (b) c I = 1, затупленные входящий (c)
c I = 2 и выходящий (d) c I = 0 углы.

передаётся и прогибу w выпуклой многоугольной пластины Ξ. Вместе
с тем были найдены невыпуклый многоугольник и положительная по-
перечная сила f , при которой появляется участок Ξneg области Ξ, где
выполнено неравенство w < 0, то есть пластина частично выпучива-
ется вверх, хотя нагрузка вроде бы выгибает её вниз!

Аналогичные эффекты обнаружены [13–16] в других задачах ма-
тематической физики, в частности, для систем уравнений Максвелла.
Наличие нескольких решений эллиптических краевых задач с сильно
различающимися свойствами тесно связано с техникой самосопряжён-
ных расширений дифференциальных операторов (см. [17–21] и др.).
Воспроизводить сопутствующие результаты здесь не будем, но ото-
шлём читателя к книге [10, глава 6 и 13] и публикации [22].

Возвращаясь к вопросам теории упругости (1.1), (1.9), заметим, что
физически осмысленными являются задачи о динамическом нагруже-
нии неограниченных плоских многоугольных тел форм, изображённых
на рис. 3 и имеющих вершины входящих углов в количестве I штук.
Впервые попытка применить подход [11] к задачам (1.3), (1.5) и (1.4),
(1.6) для потенциалов Φ и Ψ была предпринята в статье [23], которая,
к сожалению, содержит несколько ошибок2 и не даёт правильного от-
вета при наличии входящих углов. В очередных разделах приведена

2Приведенные в [23] интегральные формулы для множителей при сингулярно-
стях потенциалов и смещений в угловых точках не учитывают излучение энергии
на бесконечность (см. замечание 4), и, как следствие, комплекснозначная матрица
M в соотношении вида (3.13) считается вещественной симметричной, а её обрати-
мость вообще не проверена. Подчеркнём, что материал разд. 4, устанавливающий
положительную определённость матрицы −i

(
M − M∗), – основная техническая

новинка настоящей работы.
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процедура построения сингулярных потенциалов Φ и Ψ, обеспечиваю-
щих включение смещений (1.2) в класс H1

loc(Ω).

§3. Формальные конструкции

Перенумеруем вершины P 1, . . . , P J так, чтобы углы были входящи-
ми (αj ∈ (π, 2π]) при j = 1, . . . , I и выходящими (αj ∈ (0, π)) при
j = 1 + I, . . . , J . Теория Кондратьева [9] (см. также монографию [10,
глава 2]) даёт следующие представления потенциалов при rj → +0:

Φ(x) = K0
Nj + rj

(
CsNj sinϕj + CcNj cosϕj

)
+KNjr

π
αj

j cos
( π
αj
ϕj

)
+O

(
r

min{2,2 π
αj
}

j

)
,

(3.1)

Ψ(x) = C0
Dj + rj

(
CsDj sinϕj + CcDj cosϕj

)
+KDjr

π
αj

j sin
( π
αj
ϕj

)
+O

(
r

min{2,2 π
αj
}

j

)
.

(3.2)

Здесь K0
Nj и KNj , KDj – некоторые коэффициенты (последняя па-

ра часто называется коэффициентами интенсивности), зависящие от
данных задач в целом, постоянная C0

Dj равна значению h(P j) правой
части условия Дирихле (1.6) в угловой точке, а коэффициенты CsNj ,
CcNj и C

s
Dj , C

c
Dj линейных составляющих находятся из следующих пар

соотношений, которые учитывают краевые условия (1.5) и (1.6) на сто-
ронах многоугольника, исходящих из вершины P j :

lim
rj→+0

∂g

∂rj

∣∣∣∣
ϕj=0

= − π

αj
CsNj

и lim
rj→+0

∂g

∂rj

∣∣∣∣
ϕj=αj

=
π

αj

(
CsNj cosαj − CcNj sinαj

)
, (3.3)

lim
rj→+0

∂h

∂rj

∣∣∣∣
ϕj=0

= CcDj

и lim
rj→+0

∂h

∂rj

∣∣∣∣
ϕj=αj

= CcDj cosαj + CsDj sinαj . (3.4)

Далее представления (3.1) и (3.2) применяются в основном для входя-

щих углов, у которых остатки, разумеется, принимают вид O
(
r

2 π
αj

j

)
,

поскольку π
αj
< 1.
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Замечание 3. При нарушении ограничений (1.7) в случае вершины
P j разреза (то есть при αj = 2π – см. рис. 3, a) соблюсти соотношения
(3.3) и (3.4) не удаётся, так как sinαj = 0 и cosαj = 1. Согласно про-
цедуре Кондратьева [9] (см. также [10, глава 2]) это обстоятельство
означает, что к разложениям (3.1) и (3.2) добавляются соответственно
члены C ln

Njrj ln rj cosϕj и C ln
Djrj ln rj sinϕj с ненулевыми коэффици-

ентами, которые (члены) придают смещениям (1.2) логарифмические
особенности в точке P j и тем самым выводят поле u = (u1, u2) из
“энергетического” класса H1

loc

(
Ω
)
, что недопустимо.

Если же правая часть условия Дирихле претерпевает разрыв в ка-
кой-либо точке P j , то к разложению (3.2) присоединяется член(

1− ϕj
αj

)
lim

rj→+0
g
∣∣
ϕj=0

+
ϕj
αj

lim
rj→+0

g
∣∣
ϕj=αj

,

который порождает в смещениях (1.2) также неприемлемую сингуляр-
ность O

(
r−1
j

)
.

После надлежащего поворота декартовой системы координат xj =
Θj
(
x − P j

)
(см. комментарии к выводу формул (1.8)) выполнены ра-

венства
∂

∂xj1
= cosϕj

∂

∂rj
− sinϕj

1

rj

∂

∂ϕj
,

∂

∂xj2
= sinϕj

∂

∂rj
+ cosϕj

1

rj

∂

∂ϕj
,

то есть связи (1.2) потенциалов и смещений приводят к соотношениям

u1(x) = U j1 +
π

αj

(
KNj +KDj

)
r
π
αj
−1

j

× cos

(( π
αj
− 1
)
ϕj

)
+O

(
r
π
αj

+min{ παj ,2}−1

j

)
,

(3.5)

u2(x) = U j2 −
π

αj

(
KNj +KDj

)
r
π
αj
−1

j

× sin

(( π
αj
− 1
)
ϕj

)
+O

(
r
π
αj

+min{ παj ,2}−1

j

)
.

(3.6)

Здесь U jq – постоянные, вычисляемые по коэффициентам CsNj , C
c
Nj и

CsDj , C
c
Dj линейных составляющих разложений (3.1) и (3.2).

Для выходящих углов показатели π
αj
− 1 степени переменной rj =∣∣x−P j∣∣ положительны, но в вершинах P 1, . . . , P I входящих углов сме-

щения (3.5) и (3.6) приобретают слишком сильные сингулярности. Та-
ким образом, для соблюдения естественного включения u ∈ H1

loc

(
Ω
)2,
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которое означает конечность упругой энергии, запасённой в любой
ограниченной части тела, требуются равенства

KNj +KDj = 0 j = 1, . . . , I,

которые могут быть выполнены разве лишь случайно.
Для устранения обнаруженного несоответствия изменим определе-

ние потенциалов Φ и Ψ, усложнив их разложения (3.1) и (3.2). С этой
целью введём решения ζNj и ζDj однородных (g = 0 и h = 0) задач
(1.3), (1.5) и (1.4), (1.6), заданные своим поведением около точки P `:

ζN`(x) = χ`(x)
1

π
r
− π
α`

` cos
( π
α`
ϕ`

)
+ ζ̂N`(x),

ζD`(x) = χ`(x)
1

π
r
− π
α`

` sin
( π
α`
ϕ`

)
+ ζ̂D`(x)

(3.7)

Здесь χ` ∈ C∞c
(
Ω
)
– срезающая функция, равная единице в окрест-

ности точки P `, причём χjχ` = 0 при j 6= `. Остатки ζ̂N` и ζ̂D` суть
решения из “энергетического” класса H1

loc

(
Ω
)
задач Дирихле и Нейма-

на для уравнений Гельмгольца

−∆xζ̂N`(x)− k2
1 ζ̂N`(x)

=
1

π

(
2∇xχ`(x) · ∇x + ∆xχ`(x) + k2

1χ`(x)
)
r
− π
α`

` cos
( π
α`
ϕ`

)
, x ∈ Ω,

−∆xζ̂D`(x)− k2
1 ζ̂D`(x)

=
1

π

(
2∇xχ`(x) · ∇x + ∆xχ`(x) + k2

2χ`(x)
)
r
− π
α`

` sin
( π
α`
ϕ`

)
, x ∈ Ω.

В случае α` > π правые части уравнений, имеющие компактные
носители, попадают в пространство Лебега L2(Ω), и поэтому в самом
деле существуют решения ζ̂N` и ζ̂D`, допускающие представления вида
(3.1), (3.2) около угловых точек и вида (1.13) на бесконечности. Кроме
того, функции (3.7) принадлежат классу L2

loc

(
Ω
)
. Отметим, что при

α` < π оба упомянутых включения нарушены, и из-за слишком силь-
ной сингулярности в вершинах выходящих углов соответствующие ре-
шения востребованы не будут.

Уточним информацию о решениях (3.7) при j = 1, . . . , I. Во-первых,
на больших расстояниях от начала координат O решения ζN` и ζD`
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совпадают со своими остатками ζ̂N` и ζ̂D`, а значит,

ζN`(x) = r
−1/2
0 e−ik1r0

(
A`(ϕ0) +O

(
r−1
0

))
,

ζD`(x) = r
−1/2
0 e−ik2r0

(
B`(ϕ0) +O

(
r−1
0

))
.

(3.8)

Кроме того, около угловых точек P j , j = 1, . . . , J , то есть при rj → +0,
верны разложения

ζN`(x) = δ`,j
1

π
r
− π
αj

j cos
( π
αj
ϕj

)
+MN

j` r
π
αj

j cos
( π
αj
ϕ`

)
+O

(
r

min{2− π
αj
,2 π
αj
}

j

)
,

ζD`(x) = δ`,j
1

π
r
− π
αj

j sin
( π
αj
ϕj

)
+MD

j`r
π
αj

j sin
( π
αj
ϕ`

)
+O

(
r

min{2− π
αj
,2 π
αj
}

j

)
.

(3.9)

Из коэффициентов этих разложений составим матрицы MN и MD

размером I × I.
Формулы (1.2), (3.7) и (3.1), (3.2) показывают, что для смещений ua1

и ua2 , порождённых потенциалами Φ = aN`ζN` и Ψ = aD`ζD`, справед-
ливы представления

ua1(x) =
1

α`
(aD` − aN`)r

− π
α`
−1

` cos

(( π
α`

+ 1
)
ϕ`

)
+O

(
r
π
α`
−1

`

)
,

ua2(x) =
1

α`
(aD` − aN`)r

− π
α`
−1

` sin

(( π
α`

+ 1
)
ϕ`

)
+O

(
r
π
α`
−1

`

)
,

а значит, их главные сингулярности аннулируются при соблюдении
условия

aN` = aD`. (3.10)

Соответственно в качестве потенциалов возьмём линейные комбина-
ции

Φ(x) = Φ0(x) +

I∑
j=1

ajζNj(x), Ψ(x) = Ψ0(x) +

I∑
j=1

ajζDj(x). (3.11)

Здесь Φ0 и Ψ0 – прежние потенциалы с разложениями (3.1) и (3.2), а
столбец a =

(
a1, . . . , aI

)
подлежит определению.
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В силу соотношений (3.9), (3.5), (3.6) и (3.10) находим:

u1(x) =

I∑
j=1

Kjr
π
αj
−1

j cos

(( π
αj
− 1
)
ϕj

)
+ ũ1(x),

u2(x) = −
I∑
j=1

Kjr
π
αj
−1

j sin

(( π
αj
− 1
)
ϕj

)
+ ũ2(x),

причём ũq ∈ H1
loc

(
Ω
)
и

Kj = KNj +KDj +

I∑
`=1

(
MN
j` +MD

j`

)
a`, (3.12)

а коэффициенты взяты из формул (3.1), (3.2), (3.9) и (3.11).
Итак, для получения нужного вектора смещений из “энергетиче-

ского” класса H1
loc

(
Ω
)2 требуется уничтожить коэффициенты (3.12),

то есть положить

a = −M−1K. (3.13)

При этомM = MN+MD – матрица размером I×I, аK ∈ CI – столбец
с компонентами KNj +KDj , j = 1, . . . , I.

§4. Оправдание конструкций

Осталось проверить важный факт: матрица M обратима. Без это-
го нельзя признать законченным построение поля смещений (1.2) по
потенциалам (3.11), так как столбец (3.13) всё ещё не определён.

Сначала подставим решения ζNj однородной задачи Неймана в фор-
мулу Грина на усечённой области Ωρ = {x∈Ω : rj>ρ, r` > ρ, r0 < 1/ρ}
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с вырезанными малыми кругами. Имеем

lim
ρ→+0

∫
∂Ωρ

(
ζN`(x)∂νζNj(x)− ζNj(x)∂νζN`(x)

)
dsx

= lim
ρ→+0

∫
Ω∩∂Bρ(P j)

(
ζNj(x)∂rjζN`(x)− ζN`(x)∂rjζNj(x)

)
dsx

+ lim
ρ→+0

∫
Ω∩∂Bρ(P `)

(
ζNj(x)∂r`ζN`(x)− ζN`(x)∂r`ζNj(x)

)
dsx

− lim
ρ→+0

∫
Ω∩∂B1/ρ

(
ζNj(x)∂r0ζN`(x)− ζN`(x)∂r0ζNj(x)

)
dsx

= MN
j` −MN

`j − 2ik1

(
Aj , A`)L2(0,α0).

(4.1)

При вычислении интегралов по малым дугам Ω ∩ ∂Bρ(P q) = {x : rq =
ρ, ϕq ∈ (0, αq)} учтены представления (3.9), взаимное уничтожение
членов, порождённых основными сингулярностями, и равенство

2

αq

αq∫
0

cos2
( π
αq
ϕq

)
dϕq = 1. (4.2)

Интеграл I1/ρ по большой дуге Ω ∩ ∂B1/ρ = {x : r0 = 1/ρ, ϕ0 ∈ (0, α0}
был найден при помощи соотношений (3.8) и выкладки

I1/ρ =
1

ρ

α0∫
0

(
r
−1/2
0 e−ik1r0Aj(ϕ0)r

−1/2
0

(
−ik1e−ik1r0A`(ϕ0)

)
− r−1/2

0 e−ik1r0A`(ϕ0)r
−1/2
0

(
−ik1e−ik1r0Aj(ϕ0)

))∣∣∣
r0=1/ρ

dϕ0 + o(1)

= 2ik1

α0∫
0

Aj(ϕ0)A`(ϕ0)dϕ0 при ρ→ +0.

(4.3)

Следовательно,

MN −
(
MN

)∗
= 2ik1G

N , (4.4)
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где S∗ – сопряженная матрица для матрицы S, а GN – (I×I)-матрица
Грама, построенная при помощи скалярного произведения в (комп-
лексном) пространстве L2(0, α0) по набору коэффициентов A1, . . . , AI
в представлениях (3.8)

Функции A1, . . . , AI линейно независимы. В самом деле, если их
линейная комбинация A = c1A1 + · · · + cIAI обращается в нуль, то
решение ZN = c1ζN1 + · · · + cIζNI однородной задачи Неймана для
уравнения Гельмгольца (1.3) затухает на бесконечности со скоростью
O
(
r
−3/2
0

)
, а значит, как и в замечании 2, ZN = 0 на бесконечном секто-

ре K\BR. Кроме того, по теореме о единственности продолжения (см.,
например, книгу [24]) функция ZN аннулируется всюду в Ω, причём
её особенности в точках P 1, . . . , P I не играют никакой роли. В итоге
видим, что матрица GN положительно определённа.

Аналогично, но с заменой cos 7→ sin в равенстве (4.2) выводим фор-
мулу

MD −
(
MD

)∗
= 2ik2G

D (4.5)

с симметричной положительно определённой матрицей Грама GD =(
GDj`
)I
j,`=1

.

Замечание 4. Из-за недостаточно быстрого затухания и присутствия
осциллирующего множителя в разложении (3.8) весовой функции ζN`
на бесконечности последний интеграл в средней части цепочки (4.1)
имеет, вообще говоря, ненулевой предел (4.3). По той же причине ис-
кажаются привычные интегральные представления [25] (см. также [10,
глава 2, §4, глава 3, §2 и 5]) коэффициента интенсивности в разложе-
нии (3.1) потенциала Φ в вершине P j входящего угла:

KNj = −
∫
∂Ω

g(x)ζNj(x)dsx + 2k1i

α0∫
0

A(ϕ0)Aj(ϕ0)dϕ0. (4.6)

Для выходящих углов первый интеграл в правой части формулы (4.6)

расходится из-за сильной особенности O
(
r
− π
αj

j

)
подынтегрального вы-

ражения, и эта формула гарантированно сохраняется только в случае
g(x) = 0 в окрестности точки P j (необходимое исправление указано,
например, в [10, глава 2, §4]).

Эти обстоятельства не были приняты во внимание в статье [23] (см.
конец разд. 2). Между прочим, именно последнее выражение (4.3) поз-
воляет установить неособенность матрицы M из формулы (3.13).
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Для проверки обратимости матрицы M = MN + MD нужно дока-
зать, что только нулевой столбец b ∈ CI удовлетворяет равенствам
Mb = 0 или M∗b = 0 (альтернатива Фредгольма). В обоих случаях в
силу соотношений (4.4) и (4.5) имеем

0 =
((
MN +MD

)
b, b
)
CI =

(
b,
(
(MN )∗ + (MD)∗

)
b
)
CI

⇒ 0 =
((
MN − (MN )∗ +MD − (MQ)∗

)
b, b
)
CI

= 2ik1

(
GNb, b

)
CI + 2ik2

(
GDb, b

)
CI .

(4.7)

Ввиду установленных свойств матриц GN и GD формула (4.7) вле-
чёт за собой равенство b = 0 ∈ CI . Именно в этом и нужно было
убедиться.
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Nazarov S. A. Dynamic plane deformation of semi-infinite polygonal
plate: Kostrov’s “paradox” and its amendment.

Under dynamic loading of a concave isotropic wedge the usual formulas
which express the displacement field through two potentials and applies
for any convex wedge, lead to a strong singularity at the vertex and need to
be improved (so-called Kostrov’s correction). For an unbounded isotropic
and homogeneous plane polygonal body, we derive a construction of the
potentials providing true singularities of the displacement field in vertices
of several “entering” corners. We also correct inaccuracies found in previous
publications.
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