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§1. Введение

По теореме Гельфанда, любое хаусдорфово локально компактное то-
пологическое пространство X определяется (с точностью до гомеомор-
физма) алгеброй C0(X) непрерывных функций на нем, а любая комму-
тативная C∗-алгебра A изоморфна некоторой алгебре C0(X). Таким
образом, теорема Гельфанда устанавливает двойственность между ха-
усдорфовыми топологическими пространствами и C∗-алгебрами, что
позволяет изучать топологические и геометрические объекты чисто
алгебраическими средствами. Обобщения двойственности Гельфанда
на некоммутативные алгебры составляют предмет некоммутативной
геометрии и применяются в квантовой теории поля.

Идея применения вышеуказанной двойственности для решения об-
ратной задачи о восстановлении риманова многообразия с краем по
граничным данным была впервые предложена М. И. Белишевым [1, 2].
Суть идеи (“алгебраического подхода”) состоит в том, что многооб-
разие определяется (с точностью до естественных – например, кон-
формных или изометрических – преобразований) некоторой ассоции-
рованной с ним алгеброй, которая, в свою очередь, определяется (с
точностью до изоморфизма) по граничным данным. В статье [1] рас-
сматривается задача о восстановлении римановой поверхности M с
краем по ее ДН-оператору Λ : f 7→ ∂νu

f |∂M, где uf – гармониче-
ское продолжение f ∈ H1/2(∂M) внутрьM и ν – внешняя нормаль. В
этом случае поверхность M биголоморфно эквивалентна спектру Â
алгебры A голоморфных функций наM, в то время как A изоморф-
на алгебре граничных следов голоморфных функций и, следовательно,
восстанавливается с точностью до изоморфизма по Λ. Алгебраический
подход также применялся при решении обратных задач акустической
и электромагнитной томографии многообразий [2, 3], а также обрат-
ных задач на графах [4].

Ключевые слова: спектр C∗-алгебры, эллиптические эйконалы, алгебраическая
версия метода гранничного управления.
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Настоящая статья мотивирована попытками обобщения вышеука-
занного алгебраического подхода для решения задачи двумерной элек-
троимпеданстной томографии, т.е., для восстановления римановой по-
верхности R с краем и проводимости σ на ней по ДН-оператору Λ :
f 7→ σ∂νu

f |∂M, где div(σ∇uf ) = 0 в intM и uf = f на ∂M. В статье
рассматривается (некоммутативная) алгебра E операторов в простран-
стве H = {∇u ∈ ~L2(R) | divσ∇u = 0 в intR}, порожденная оператор-
ными интегралами (эйконалами) вида

∫
tdPΓt , где t 7→ Γt это расширя-

ющееся семейство дуг на единичной окружности ∂M и PΓt – проектор
на подпространство, образованное векторными полями, нормальны-
ми к ∂M\Γt. Доказывается, что спектр E гомеоморфен ∂R t {0} и,
следовательно, алгебра E не несет информации о внутренних точках
поверхности (R, σ).

§2. Алгебра проекторов

Далее D и T обозначают единичные круг и окружность, соответ-
ственно. Будем называть дугой подмножество A^B := {eiϕ | ϕ ∈
[argA, argB]} в T, а мультидугой – объединение конечного числа непе-
ресекающихся дуг.

Пусть H – подпространство гармонических потенциальных вектор-
ных полей в ~L2(D). Пусть f ∈ H1/2(T), обозначим через uf гармони-
ческое продолжение f внутрь круга D. Пусть Γ – (мульти)дуга и HΓ

– подпространство в H, натянутое на все такие ∇uf , что suppf ⊂ Γ.
Обозначим через PΓ ортогональный проектор на HΓ в H. Пусть ν
это внешняя нормаль к ∂D = T и Λ : H1/2(T) 7→ H−1/2(T) это ДН-
оператор круга D, Λf := ∂νu

f . Из формулы Грина

(PΓ∇uf ,∇uh)H = (∇uf , PΓ∇uh)H = (∇uf ,∇uh)H = (Λf, h)L2(T)

следует, что

PΓ∇uf = ∇up, где p = 0 в T\Γ, Λp = Λf в intΓ (1)

(эквивалентно, (I − PΓ)∇uf = ∇ug, где g где g = f на T\Γ и Λg = 0
в intΓ). Пусть P это C∗-подалгебра в B(H), порожденная единичным
оператором I и всеми проекторами PΓ, где Γ – любая дуга в T.

§3. Алгебры эйконалов

Пусть (0, 1) 3 t 7→ Γt это гладкое расширяющееся семейство дуг, т.е.
Γt ( Γs при t < s, Γt и T\Γt стягиваются в точки при t → 0 и t → 1,
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соответственно, и координаты концов дуг Γt гладко зависят от t. Тогда
t 7→ PΓt это расширяющееся семейство проекторов, которое определяет
борелевскую спектральную меру dPΓt . Будем называть гармоническим
эйконалом интеграл

E(f,Γ·) =

1∫
0

f(t)dPΓt , (2)

от произвольной непрерывной функции f . Справедливы формула

E(f,Γ·) =

1∫
0

f(t)dPΓt = f(1)I −
1∫

0

Ptdf(t) (3)

и оценка ∥∥∥ 1∫
0

f(t)dPΓt

∥∥∥
B(H)

6 sup
t∈(0,1)

|f(t)| (4)

(условием применимости (4) является только dPΓ·-измеримость f).
Обозначим через Ẽ алгебру, натянутую на I и все E(f,Γ·). Введем

семейство дуг t 7→ Γt,p := {q ∈ T | distT(p, q) 6 πt} (p ∈ T). Обозначим
через E алгебру, натянутую на I и все эйконалы вида

Ep =

1∫
0

tdPΓt,p = E(t,Γ·,p).

Из (4) и плотности полиномов в C([0, 1]) следует, что E содержит так-
же и все эйконалы вида E(f,Γ·,p) = f(Ep), где f ∈ C([0, 1]). Очевидно,
что E ⊂ Ẽ . Из (3) следует, что Ẽ ⊂P.

В статье доказывается следующее

Предложение 1. Спектр алгебры E = Ẽ гомеоморфен T t {0}.

Теперь пусть (R, g) – двумерное риманово многообразие с гладкими
краем ∂R и метрикой g,а σ – положительная гладкая функция на R.
Функция u на R и потенциальное векторное поле ∇u называются σ-
гармоническими в R если divσ∇u = 0 в intR и

∫
R
σg(∇u,∇u)dSg <∞.

Введем ДН-оператор Λ : H1/2(T) 7→ H−1/2(T) поверхности (R, g, σ)
правилом Λf := σ∂νu

f , где uf – σ-гармоническое продолжение f в
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intR. Определим эллиптические эйконалы теми же формулами (1),
(2) на пространстве потенциальных σ-гармонических полей.

Предложение 2. Спектр C∗-алгебры, порожденной всеми эллипти-
ческими эйконалами, гомеоморфен ∂Rt {0}.

Оставшаяся часть статьи посвящена доказательству предложений 1
и 2.

§4. Коммутаторы

Лемма 3. Для любых (мульти)дуг Γ1, Γ2, пересечение Γ1 ∩Γ2 кото-
рых не содержит изолированных точек, оператор

PΓ1 + PΓ2 − PΓ1∪Γ2 − PΓ1∩Γ2 (5)

компактен.

Доказательство. 1) Обозначим оператор (5) через K и положим
∇uh := K∇uf . Обозначим

∇uf1 := PΓ1
∇uf , ∇uf2 := PΓ2

∇uf ,

∇uf1+2 := PΓ1∪Γ2
∇uf , ∇uf1·2 := PΓ1∩Γ2

∇uf .
Тогда h = f1 + f2 − f1+2 − f1·2,

Λfk = Λf в intΓk, Λf1+2 = Λf в intΓ1 ∪ intΓ2,

Λf1·2 = Λf в int(Γ1 ∩ Γ2)
(6)

и можно зафиксировать f· так, чтобы

fk = 0 в T\Γk, f1+2 = 0 в T\(Γ1 ∪ Γ2), f1·2 = 0 в T\(Γ1 ∩ Γ2). (7)

Из (6) и (7) следует, что f2−f1·2 = 0 и Λ(f1−f1+2) = 0 в intΓ1\(Γ1∩Γ2).
По теореме о локальном повышении гладкости решений эллиптиче-
ских краевых задач, f2− f1·2, f1− f1+2 и h – гладкие в intΓ1\(Γ1 ∩Γ2).
Аналогично, h – гладкая в intΓ2\(Γ1 ∩ Γ2). Из (7) следует, что h = 0
на T\(Γ1 ∪Γ2). Наконец, из (6) следует, что Λh = 0 в intΓ1 ∩Γ2. Таким
образом, вектор ∇uh гладкий всюду на D, за исключением граничных
точек (мульти)дуг Γ1,Γ2. Поскольку ∇uh может иметь сингулярности
в этих точках, мы не можем непосредственно применить стандартный
аргумент о компактности вложения H2(D) ⊂ H1(D) для доказатель-
ства компактности K. Поэтому приходится изучать асимптотику ∇uh
вблизи указанных точек. С этой целью далее мы вводим понятие точки
смены типа граничных условий (ДН-точки).
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2) Будем говорить, что A ∈ T это ДН-точка подпространства H̃ ⊂
H, если существуют дуги ΓD и ΓN , такие, что ΓD ∩ΓN = {A} и вклю-
чение ∇uf ∈ H̃ имеет место только если ∂γf |intΓD = 0 и ∂νuf |intΓN = 0.

Пусть ∇uf ∈ H̃; без ограничения общности можно считать, что
f |ΓD = 0. Опишем асимптотику uf (z) при z → A. По лемме Пуан-
каре существует единственная голоморфная функция w в D, такая,
что uf = <w и w принимает только вещественные значения на intΓN .
Введем преобразование Кэли

ζ : D→ C±, ζ(z) = ∓iz −A
z +A

,

где знак ± определяется из условия ζ(ΓN ) ⊂ [0,+∞) (именно, ± = +
если ΓD, A, ΓN следуют друг за другом против часовой стрелки и
± = − в противном случае). Тогда w ◦ ζ−1 продолжается до голо-
морфной функции ω в C+ ∪ C− ∪ ζ(intΓN ) по принципу симметрии
Шварца ω(z) = ω(z) = w ◦ ζ−1(z) (z ∈ C±). Отметим, что ω прини-
мает только мнимые значения на верхнем и нижнем берегах разреза
ζ(intΓD) ⊂ (−∞, 0]. Тогда функция ξ 7→ ω(ξ2) голоморфна в полуплос-
кости <ξ > 0 и принимает только мнимые значения на интервалах
(−iε, 0) и (0,+iε) мнимой оси (где ε > 0 достаточно мало). Следова-
тельно, ξ 7→ ω(ξ2) продолжается по правилу ω̃(ξ) = −ω̃(−ξ) = ω(ξ2)
(<ξ > 0) до голоморфной функции ω̃ в проколотой окрестности нуля.
В этой окрестности ω̃ раскладывается в ряд Лорана

ω̃(ξ) =
∑
k

ω̃(k)ξk. (8)

Поскольку ω̃(ξ) ∈ R при ξ ∈ R, все коэффициенты ω̃(k) в (8) веществен-
ны. Поскольку ω̃(ξ) ∈ iR при ξ ∈ iR, ряд (8) не содержит слагаемых с
четными k. Теперь из (8) следует разложение

uf (z) = <w(z) = <ω(ζ(z)) = <ω̃(
√
ζ(z)) =

∑
k

ck<
(
ζ(z)k+1/2

)
(9)

в окрестности точки A в D; здесь ck = ω̃(2k+1). Поскольку ∇uf ∈ H ⊂
~L2(D), ряд (9) не содержит слагаемых с отрицательными k.

Положим

y− :=
2

π
<ζ−1/2, y+ = χ ◦ ζ<ζ1/2 + ỹ+,
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где χ ∈ C∞c (C) это гладкая срезка, равная единице вблизи нуля и
диаметр носителя χ достаточно мал, а ỹ+ является решением задачи

∆ỹ+ = [χ ◦ ζ,∆]<(ζ1/2) в D, ỹ+ = 0 на T.

Отметим, что y− = 0 в Γ̃D = ζ−1((−∞, 0)) и ∂νy = 0 на Γ̃N =
ζ−1((0,+∞)). Поскольку ∆ỹ+ гладкая на D, функция ỹ+ является
гладкой на D по теореме о повышении гладкости решений эллипти-
ческих краевых задач. Поэтому y+ ∈ C∞(D\{A}) и y+ −

√
ζ является

гладкой в точке A. Теперь разложение (9) можно переписать в виде

uf (z) = cy+ + ũf (ũf ∈ H2(U)), (10)

где U – достаточно малая окрестность точки A в D. Для того, чтобы
найти коэффициент c в (10), подставим асимптотику (9) в формулу
Грина

0 = (∆uf , y−)Dε − (uf ,∆y−)Dε = (∂νu
f , y−)∂Dε − (uf , ∂νy−)∂Dε

(где Dε = {z ∈ D | |ξ(z)| > ε}) и перейдем к пределу при ε → 0. В
результате получим

c = (∂νu
f , y−)∂Dε − (uf , ∂νy−)∂Dε = (∂νu, y−)Γ̃N\ΓN − (uf , ∂νy−)Γ̃D\ΓD .

Если f |ΓD = const 6= 0, разложение (10) остается в силе, но в последней
формуле для c следует заменить uf на uf − const.

Положим

c(∇uf ) := (∂νu
f , y−)Γ̃N\ΓN − (uf , ∂νy−)Γ̃D\ΓD + 〈uf 〉ΓD (1, ∂νy−)Γ̃D\ΓD ,

где 〈f〉Q означает среднее значение f на Q. Тогда c это корректно опре-
деленный (т.е., c(∇1) = 0) непрерывный функционал на H, который
совпадает с коэффициентом разложения (10) для любого ∇uf ∈ H̃.
Оператор

KA : ∇uf 7→ c(∇uf )∇y+,

ассоциированный с ДН-точкой A, компактен. Если∇uf ∈ H̃, то вектор
KA∇uf наследует ту же особенность в ДН-точке A, что и у ∇uf (и
никаких других особенностей на D).

3) Рассмотрим случай, когда Γ1 = A^B и Γ2 = C^D это дуги и их
пересечение пусто (тогда PΓ1∩Γ2

= 0 и f1·2 ≡ 0). Для определенности,
рассмотрим точку A. Тогда f2−f1·2 = 0 в окрестности A, f1−f1+2 = 0
в intD^A и Λ(f1 − f1+2) = 0 в intA^B. Значит, векторы ∇uf2−f1·2 из
(PΓ2

− PΓ1∩Γ2
)H являются гладкими в окрестности A и A является

ДН-точкой для подпространства (PΓ1
− PΓ1∪Γ2

)H 3 ∇uf1−f1+2 . Пусть
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KA (KB и т.д.) – компактный оператор, ассоциированный с ДН-точкой
A (B и т.д.), тогда KA(PΓ1

− PΓ1∪Γ2
)∇uf имеет ту же особенность в

точке A, что и ∇uh = K∇uf , и никаких других особенностей на D.
Повторяя те же рассуждения для остальных точек B,C,D, получаем,
что образ оператора

K̃ := K − (KA + KB)(PΓ1
− PΓ1∪Γ2

)− (KC + KD)(PΓ2
− PΓ1∪Γ2

)

содержится в H ∩ ∇H2(D). Поскольку вложение H2(D) ⊂ H1(D) (а
значит, и вложение H2(D)/C1 ≡ ∇H2(D) ⊂ ∇H1(D) ≡ H1(D)/C1)
компактно, это означает, что K̃ ∈ K(H). Поскольку KA,KB ,KC ,KD ∈
K(H), отсюда следует, что K ∈ K(H).

4) Теперь рассмотрим случай, когда пересечение Γ1 ∩ Γ2 это дуга
C^B. Рассуждая так же, как в предыдущем случае, получаем, что
KA(PΓ1

− PΓ1∪Γ2
)∇uf (соотв., KD(PΓ2

− PΓ1∪Γ2
)∇uf ) имеет ту же осо-

бенность в A (соотв., D), что и ∇uh и никаких других особенностей
на D. Далее, из (6), (7) следует, что Λ(f1 − f1+2) = 0 в окрестности
точки C, f2− f1·2 = 0 на A^C и Λ(f2− f1·2) = 0 на C^B. Значит, век-
торы ∇uf1−f1+2 из подпространства (PΓ1 − PΓ1∪Γ2)H являются глад-
кими в окрестности C и C является ДН-точкой для подпространства
(PΓ2

−PΓ1∩Γ2
)H. Значит, KC(PΓ2

−PΓ1∩Γ2
)∇uf имеет те же особенность

в точке C, что и ∇uh = K∇uf , и никаких других особенностей на D.
Аналогично, KB(PΓ1 − PΓ1∩Γ2)∇uf имеет те же особенность в точке
B, что и ∇uh = K∇uf , и никаких других особенностей на D. Значит,
оператор

K̃ := K − KA(PΓ1
− PΓ1∪Γ2

)− KB(PΓ1
− PΓ1∩Γ2

)

− KC(PΓ2 − PΓ1∩Γ2)− KD(PΓ2 − PΓ1∪Γ2)

является сглаживающим, и, следовательно, компактным. Поскольку
KA,KB ,KC ,KD ∈ K(H), отсюда следует, что K ∈ K(H).

5) Случай, когда Γ1 ∩ Γ2 состоит из двух дуг, рассматривается ана-
логично. Рассмотренными случаями исчерпываются все взаимные рас-
положения дуг Γ1 и Γ2 при условии, что Γ1 ∩ Γ2 не содержит изоли-
рованные точки. Рассуждения в случае, когда Γ1, Γ2 это мультидуги
(при том же условии на Γ1 ∩ Γ2) отличаются от приведенных выше
лишь числом ДН-точек.

Отметим, что рассуждения леммы не обобщаются на случай, когда
Γ1 ∩ Γ2 содержит изолированные точки потому что такие точки не



О ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ АЛГЕБРЫ 131

являются ДН-точками и мы не можем выписать асимптотику вида
(10) для uh в их окрестностях. �

Из леммы 3 и равенства

PΓ1(PΓ1 + PΓ2 − PΓ1∪Γ2 − PΓ1∩Γ2) = PΓ1PΓ2 − PΓ1∩Γ2

вытекает следующее утверждение.

Следствие 4. Для любых (мульти)дуг Γ1, Γ2, пересечение Γ1 ∩ Γ2

которых не содержит изолированных точек, операторы PΓ2
PΓ1
−

PΓ1∩Γ2 , [PΓ1 , PΓ2 ] компактны.

Следствие 5. Коммутатор любых двух эйконалов компактен.

Доказательство. Из формулы (3) следует, что

[E(f,Γ·),E(g,Υ·)] =

∫
[0,1]2

[PΓt , PΥs ]dµ(t, s), dµ(t, s) = df(t)dg(s). (11)

Поскольку концы дуг PΓt , PΥs гладко зависят от t, s, множество Q
таких (t, s), при которых один или два конца дуг Γt, Υs совпадают,
не более чем одномерно. Поэтому µ(Q) = 0 и можно считать, что
область интегрирования в (11) это [0, 1]2\Q. Ввиду следствия 4 имеем
[PΓt , PΥs ] ∈ K(H) при (t, s) ∈ [0, 1]2\Q. Поскольку ‖[PΓt , PΥs ]‖B(H) 6 2
и f, g ∈ C([0, 1]), интеграл в (11) сходится в B(H). Поскольку K(H)
замкнуто в B(H), отсюда имеем [E(f,Γ·),E(g,Υ·)] ∈ K(H). �

§5. Неприводимость

Пусть A – C∗-подалгебра в B(H). Коммутантом алгебры A назы-
вается множество A′ всех операторов в B(H), которые коммутируют
со всеми элементами A. Легко видеть, что A′ = (cls(A))′, где cls(A) –
сильное замыкание алгебры A. Говорят, что A неприводимо действует
в H если {0} и H это единственные подпространства в H, инвариант-
ные относительно A или, что эквивалентно (см. теорему 4.1.12, [5]),
если A′ = CI.

Лемма 6. E , Ẽ ,P неприводимо действуют в H.

Доказательство. Пусть Γ = Γt,p – произвольная дуга. Введем непре-
рывную функцию fε равенствами fε(s) = 1 при s < t, fε(s) = 0 при
s > t + 1/n и fε(s) = 1 − n(s − t) при s ∈ [t, t + 1/n]. Тогда после-
довательность эйконалов E ⊃ {E(fn,Γ·,p)}∞n=1 сходятся сильно к PΓ и
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потому сильные замыкания всех трех алгебр E , Ẽ ,P совпадают. Зна-
чит, E ′ = Ẽ ′ = P ′.

Пусть a ∈ P ′. Для любой дуги Γ имеем [a, PΓ] = 0; в частности,
HΓ это инвариантное пространство a. Пусть HT – подпространство в
H−1/2(T), составленное из функций с нулевыми средними

〈f, 1〉H−1/2(T)×H1/2(T) = 0.

Тогда β : ∇uf 7→ ∂γf есть изоморфизм H и HT. Введем оператор ã :=
β ◦ a ◦ β−1 ∈ B(HT); тогда условие aHΓ ⊂ HΓ принимает следующий
вид: если supph ⊂ Γ и Γ – дуга, то supp(ãh) ⊂ Γ.

Пусть Γ0 = {ei(ϕ−ϕ0) | ϕ ∈ [0, ψ0]} – некоторая дуга. Выберем
какую-нибудь функцию e ∈ HT, равную единице на Γ0. Пусть ψ1 ∈
(0, ψ0) и f ∈ HT – любая функция, равная единице на на дуге Γ1 =
{ei(ϕ−ϕ0) | ϕ ∈ [0, ψ1]} и нулю на Γ0\Γ1. Тогда носитель f (и значит,
носитель ãf) содержится в дуге T\(Γ0\Γ1) ⊃ Γ1, а носитель e − f (и
значит, носитель ã(e − f)) содержится в дуге T\Γ1 ⊃ Γ0\Γ1. Значит,
ãf = 0 на Γ0\Γ1 и ãf = ãe на intΓ1. Таким образом, ãf = (ãe) · f
на Γ0 (вне зависимости от поведения f вне Γ0). Поскольку линейные
комбинации таких f (функции, кусочно постоянные на Γ0) плотны в
HT и оператор ã непрерывен, имеем

ãh|Γ0 = (ãe)|Γ0h (h ∈ HT).

Подставляя в последнее условие всевозможные гладкие h с носителя-
ми, содержащимися в Γ0 и пользуясь условием 〈ãh, 1〉H−1/2(T)×H1/2(T)

= 0, получаем (ãe) = const = λ на Γ0. Поворачивая дугу Γ0 (меняя
ϕ0), получаем ã = λI. Таким образом, P ′ = CI. �

Следствие 7. E , Ẽ , P содержат идеал K(H).

Доказательство. Напомним (см. теорему 2.4.9, [5]), что пересечение
K(H) и неприводимой подалгебры B(H) это либо {0}, либо все K(H).
Ввиду леммы 6, все три алгебры E , Ẽ , P неприводимо действуют в H,
а ввиду следствия 4 все они содержат компактные операторы. Значит,
все они содержат K(H). �

§6. Факторалгебры и представления

Напомним некоторые определения и факты из теории C∗-алгебр.
Говорят, что A это CCR-алгебра (GCR-алгебра), если для любого ее
ненулевого неприводимого представления (φ,H) выполнено φ(A ) =
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K(H) (φ(A ) ⊃ K(H)). Примерами CCR-алгебр являются K(H) и лю-
бые коммутативные C∗-алгебры (в самом деле, любое нетривиальное
неприводимое представление K(H) эквивалентно тождественному, а
любое неприводимое представление коммутативной алгебры одномер-
но). Если I это идеал в A , то A это GCR-алгебра если и только ес-
ли таковыми являются I и A /I (теорема 5.6.2, [5]). Представление
(φ,H) любой GCR-алгебры определяется, с точностью до унитарной
эквивалентности, своим ядром Kerφ (теорема 5.6.3, [5]). В частности,
представление с тривиальным ядром унитарно эквивалентно тожде-
ственному.

Ввиду следствия 7, факторалгебры P/K(H), E /K(H), Ẽ /K(H)
корректно определены. Ввиду следствия 5, факторалгебры эйконалов
E /K(H), Ẽ /K(H) коммутативны. Поэтому E , Ẽ это GCR-алгебры.

Пусть (φ,H) это нетривиальное (не нулевое и не эквивалентное тож-
дественному) неприводимое представление E (Ẽ ); тогда I = Kerφ это
замкнутый ненулевой идеал E (Ẽ ). Очевидно, что оператор a ∈ B(H)
тождественно равен нулю если и только если ap = 0 для всех одномер-
ных проекторов |x〉〈x| = p ∈ B(H). Поэтому {0} 6= IK(H) ⊂ I∩K(H)
и I ∩ K(H) это замкнутый ненулевой идеал в K(H). Поскольку в
K(H) нет замкнутых идеалов, отличных от {0} и самого K(H), имеем
I ⊃ K(H). Тогда φ имеет вид

φ(a) := χ(a+K(H)), (12)

где χ – характер (коммутативной) факторалгебры E /K(H) (Ẽ /K(H)).
Обратно, формула (12) (где χ это характер на E /K(H) или Ẽ /K(H))
определяет неприводимое представление E или Ẽ .

Будем обозначать спектр C∗-алгебры A через Â . Поскольку спектр
GCR-алгебры гомеоморфен ее примитивному спектру (наделенному
топологией Джекобсона, [5, см. теорему 5.6.4]), из уже доказанного
следует, что

Ê = ̂E /K(H) t [Id],
̂̃
E =

̂
Ẽ /K(H) t [Id]. (13)

§7. Построение морфизма ι

Обозначим через IQ характеристическую функцию множества Q.
Определим отображение ι правилом

ι(P) := P(IΓ1
, . . . , IΓn) (14)
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на всех полиномах

P = P(PΓ1 +K(H), . . . , PΓn +K(H)),

где n ∈ N и Γ1, . . . ,Γn – произвольные мультидуги.
Ввиду следующей леммы, ι корректно определено на всех указан-

ных полиномах и продолжается по непрерывности до сюрьективного
C∗-морфизма ι : P/K(H) 7→ L∞(T).

Лемма 8. Пусть Γ1, . . . ,ΓN – произвольные мультидуги. Тогда для
любого полинома P от элементов PΓ1

+K(H), . . . , PΓN +K(H) спра-
ведливо неравенство

‖ι(P)‖L∞(T) 6 ‖P‖B(H)/K(H). (15)

Равенство в (15) достигается если пересечение любых двух мульти-
дуг Γk,Γl не содержит изолированных точек.

Доказательство. 1) Граничные точки мультидуг Γ1, . . . ,ΓN разбива-
ют окружность T на дуги Υ1, . . . ,ΥM с попарно не пересекающимися
внутренностями. По построению, функция ι(P) постоянна на каждой
внутренности intΥj и |ι(P)| достигает своего максимума на некоторой
внутренности intΥj0 . Пусть Υ ⊂ intΥj0 – дуга и ι(P) = C на intΥj0 .
Тогда для каждого k выполняется либо Γk ∩Υ = Υ либо Γk ∩Υ = ∅;
в первом случае PΥPΓk = PΥ, во втором – PΥPΓk ∈ K(H) по след-
ствию 4. Отсюда следует, что (PΥ +K(H))P = CPΥ +K(H).

Пусть K ∈ K(H) и ε > 0. Поскольку dimPΥH = ∞ и суммарная
кратность всех собственных значений λ оператора K, таких, что |λ| >
ε конечна (см. теоремы 1.4.5 и 1.4.11, [5]), существует такой ∇uf ∈
PΥH, что ‖K∇uf‖H 6 ε. Отсюда ‖(PΥ + K)∇uf‖H > (1 − ε)‖∇uf‖H .
Поскольку K ∈ K(H) и ε > 0 произвольны, получаем

‖PΥ +K(H)‖B(H)/K(H) = 1.

Поэтому

‖P‖B(H)/K(H) > ‖(PΥ +K(H))P‖B(H)/K(H)

= |C|‖PΥH +K(H)‖B(H)/K(H) = ‖ι(P)‖L∞(T),

т.е. выполняется (15). В частности, отображение ι корректно опреде-
лено на всех полиномах в P/K(H), т.е. ι(P) = ι(P′) если P = P′

в B(H)/K(H). Из условия (14) следует, что ι линейно, мультиплика-
тивно и уважает инволюцию алгебры P/K(H) (т.е., ι(P∗) = ι(P)).
Поскольку все указанные полиномы плотны в P/K(H), из оценки
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(15) следует, что ι продолжается по непрерывности до C∗-морфизма
ι : P/K(H) 7→ L∞(T). Сюрьективность ι следует из того, что линей-
ные комбинации функций ι(PΓ +K(H)) = IΓ плотны в L∞(T).

2) Теперь пусть пересечение Γk ∩ Γl не содержит изолированных
точек при любых k, l. Тогда в силу следствия 4 любой моном в P
допускает представление

(PΓl(1) +K(H)) . . . (PΓl(k) +K(H)) = PΓl(1)∩···∩Γl(k) +K(H).

Поэтому полином P допускает представление

P =

L∑
k=1

ckPΥk +K(H), (16)

где ck ∈ C и Υ1, . . . ,ΥL – некоторые мультидуги. Отметим, что пере-
сечения Υk ∩Υl не содержит изолированных точек при любых k, l.

Сначала докажем равенство в (15) в предположении о том, что
мультидуги Υ1, . . . ,ΥL в разложении (16) образуют расширяющееся
семейство, т.е. Υ1 ⊂ · · · ⊂ ΥL. Тогда PΥ1 ⊂ . . . PΥL это расширяющее-
ся семейство проекторов и потому

Q1 = PΥ1
, Q2 = PΥ2

− PΥ1
, . . . QL = PΥL − PΥl−1

это проекторы и их образы Q1H, . . . , QLH попарно ортогональны. По-
скольку Q1, . . . , QL это базис в пространстве линейных комбинаций

P1, . . . , PL, формула (16) принимает видP =
L∑
k=1

dkQk+K(H) (dk ∈ C).

Пусть ∇uf ∈ H, тогда
∑
k

‖Qk∇uf‖2H 6 ‖∇uf‖2H ввиду попарной орто-

гональности Q1H, . . . , QLH. Отсюда

‖P‖2B(H)/K(H) = ‖
∑
k

dkQk +K(H)‖2B(H)/K(H) 6 ‖
∑
k

dkQk‖2B(H)

= sup
‖x‖=1

‖
∑
k

dkQkx‖2H 6
(

max
k
|dk|
)2

× sup
‖x‖=1

∑
k

‖Qkx‖2H 6
(

max
k
|dk|
)2
.

С другой стороны,
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ι(P) =
∑
k

dk ι(Qk +K(H)) =
∑
k

dk

(
ι(PΥk +K(H))− ι(PΥk−1

+K(H))
)

=
∑
k

dk(IΥk − IΥk−1
) =

∑
k

dkIΥk\Υk−1
,

где Υ0 = ∅, PΥ0 = 0 и множества Υk\Υk−1 (k = 1, . . . , L) попарно не
пересекаются. Отсюда

‖P‖B(H)/K(H) = max
k
|dk| = ‖ι(P)‖L∞(T).

3) Для завершения доказательства осталось избавиться от допол-
нительного предположения Υ1 ⊂ · · · ⊂ ΥL в 2). Для этого достаточно
показать, что любую линейную комбинацию (16) можно привести к

виду P =
L′∑
k=1

c′kPΥ′k
+ K(H), где новые мультидуги образуют расши-

ряющееся семейство Υ′1 ⊂ · · · ⊂ Υ′L′ . Для этого будем использовать
индукцию по L (числу слагаемых в (16)). База индукции L = 1 очевид-
на. Докажем индуктивный переход L 7→ L + 1. Для этого достаточно
рассматривать линейные комбинации

P =

L∑
k=1

ckPΥk + c̃PΥ̃ +K(H), (17)

где Υ1 ⊂ · · · ⊂ ΥL и Υ̃ – произвольная дуга, такая, что Υ̃ ∩ Υk не
содержит изолированных точек при всех k = 1, . . . , L. Пусть L̃ – мак-
симальный номер, при котором Υ̃ 6⊂ ΥL̃. Обозначим

Υ′k =


Υk, k 6 L̃,

ΥL̃ ∪ Υ̃, k = L̃+ 1,

Υk−1, k > L̃+ 1;

, Υ̃′ = ΥL̃ ∩ Υ̃;

тогда Υ′1 ⊂ · · · ⊂ Υ′L+1 и Υ̃′ ⊂ ΥL̃. Ввиду леммы 3 имеем

PΥ̃ +K(H) = PΥ′
L̃+1

+ PΥ̃′ − PΥ′
L̃

+K(H).
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Поэтому сумму (17) можно представить в виде

P =

L′=L+1∑
k=1

c′kPΥ′k
+c̃PΥ̃′+K(H), c′k =


ck, k < L̃,

ck − c̃, k = L̃,

c̃, k = L̃+ 1,

ck−1, k > L̃+ 1.

(18)

Заменяя (17) новым разложением (18) и повторяя вышеописанную
процедуру достаточное число раз, получаем разложение (18), в ко-
тором Υ̃′ ⊂ Υ′1 ⊂ · · · ⊂ Υ′L′ . Тем самым доказан индуктивный переход.
Значит, любая линейная комбинация (16) может быть приведена к ви-

ду P =
L′∑
k=1

c′kPΥ′k
+K(H), где Υ′1 ⊂ · · · ⊂ Υ′L′ . �

Следствие 9. Ẽ = E и ι : E /K(H) 7→ C(T) это (изометрический)
изоморфизм.

Доказательство. 1) Поскольку морфизм ι : P/K(H) 7→ L∞(T)
непрерывен, для всякого эйконала E = E(f,Γ·) имеем

ι(E +K(H))(x) = ι
( 1∫

0

f(t)dPΓt +K(H)
)

(x)

= f(1)−
1∫

0

ι(PΓt +K(H))(x)df(t)

= f(1)−
1∫

0

IΓt(x)df(t) = f(t(x))

(19)

ввиду формулы (3); здесь t(x) это такое t, при котором ∂Γt содер-
жит точку x. Поскольку отображение x 7→ t(x) гладкое, имеем ι(E +

K(H)) ∈ C(T). Таким образом, ι(Ẽ /K(H)) ⊂ C(T) ввиду замкнуто-
сти C(T) в L∞(T). Из (19) следует, что образ ι(E /K(H)) содержит все
непрерывные функции f , четные относительно одного из зеркальных
отражений z 7→ az (|a| = 1). Множество таких функций разделяет точ-
ки окружности и потому C(T) = ι(E /K(H)) = ι(Ẽ /K(H)) по теореме
Стоуна–Вейерштрасса.

2) Пусть 0 < t1 < · · · < tL < 1 – произвольное разбиение интервала
(0, 1) ранга maxk(tk+1 − tk) 6 ε→ 0. Из оценки (4) следует, что сумма
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Римана Σ =
∑
k

f(tk)(Ptk+1
− Ptk) сходится к E в B(H). В то же время

ι(Σ+K(H)) =
∑
k

f(tk)(Itk+1
−ItkI) сходится к f ◦t = ι(E(f,Γ·)+K(H))

в L∞(T). Теперь пусть P = P(E1, . . . ,EN ) это полином от эйконалов
E1, . . . ,EN . Заменяя каждый эйконал Ek в P его суммой Римана (с
зависящим от k разбиением (0, 1)), получаем последовательность по-
линомов Pk = Pk(PΓk,1 , . . . , PΓk,M(k)

) сходящуюся к P в B(H), при-
чем ι(Pk) сходятся к ι(P) ввиду непрерывности ι. Поскольку точки
tk каждого разбиения отрезка (0, 1) допускают слабые смещения (по-
рядка ε), можно считать, что при каждом k попарные пересечения дуг
PΓk,1 , . . . , PΓk,M(k)

не содержат изолированных точек. Тогда из леммы 8
следует, что ‖ι(Pk+K(H))‖L∞ = ‖Pk+K(H)‖B(H)/K(H). Отсюда пре-
дельным переходом при k → ∞ получаем ‖ι(P + K(H))‖L∞ = ‖P +
K(H)‖B(H)/K(H). Ввиду непрерывности ι последнее равенство означа-
ет, что ι : E /K(H) 7→ C(T) и ι : Ẽ /K(H) 7→ C(T) это (изометриче-
ские) изоморфизмы. Поэтому отображение ι̃ := (ι|Ẽ/K(H))

−1 ◦ ι|E/K(H)

сюрьективно. Поскольку ι̃(a) = a для любого a ∈ E /K(H), отсюда
следует, что E /K(H) = Ẽ /K(H) и, значит, E = Ẽ . �

Доказательство предложения 1. Соотношение Ê =
̂̃
E ∼= T t {0}

(где ∼= обозначает гомеоморфизм) вытекает из (13) и формулы
Ĉ(T) ∼= T. �

Доказательство предложения 2. Если σ постоянна вблизи ∂R, то
доказательство предложения 2 полностью повторяет доказательство
предложения 1. Доказательство общего случая отличается только тем,
что асимптотическое разложение вида (10) вблизи ДН-точек выво-
дится с помощью результатов теории эллиптических краевых задач
в негладких областях [6]. �

Автор благодарит М. И. Белишева за постановку задачи и плодо-
творные обсуждения.
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Korikov D. V. Representations of algebra of harmonic eiconals.

We describe the spectrum of the sub-algebra E of bounded operators
on the space H of potential harmonic vector fields on the disk D generated
by the operator integrals (eiconals) of the form

∫
tdPΓt , where t 7→ Γt is

an expanding family of arcs in T := ∂D and PΓt is a projection on the
subspace of H spanned by vector fields normal to T\Γt.
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