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ÃÐÓÏÏÛ

�1. Ââåäåíèå

Ïóñòü {gj}nj=0 � ñåìåéñòâî êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêòèâíûõ êîìïëåêñ-
íûõ àëãåáð Ëè, òàêîå, ÷òî g0 = 0. Ðàññìîòðèì äëÿ íåãî öåïî÷êó âëî-
æåíèé

g0 g1 g2 · · · gn.
ι0 ι1 ι2 ιn−1

(1.1)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéëÿ, ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå V àëãåáðû gn âïîëíå ïðèâîäèìî. Èíûìè ñëîâàìè, èìååò
åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ðàçëîæåíèå

V ∼=
⊕
λ

V λ
⊕aλ

, (1.2)

ãäå V λ � íåïðèâîäèìûå êîíå÷íîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðû gn, à aλ � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

×èñëà aλ ìû áóäåì íàçûâàòü êðàòíîñòÿìè âõîæäåíèÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ V λ â V . Âñÿêîå íåïðèâîäèìîå êîíå÷íîìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå V λ àëãåáðû gn îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà)
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ñòàðøèì âåñîì λ. C ïîìîùüþ öåïî÷êè âëîæåíèé
(1.1) äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V λ, ðàññìàòðèâàÿ åãî ðàç-
ëîæåíèå V λ ∼=

⊕
T

VT íà íåïðèâîäèìûå g0-ìîäóëè è âûáèðàÿ â êàæ-

äîì îäíîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå VT = 〈eT 〉 ïî áàçèñíîìó âåêòîðó eT ,
ìîæíî ïîñòðîèòü åñòåñòâåííûé áàçèñ {eT } ⊂ V λ, íàçûâàåìûé áàçèñîì
Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Êàíîíè÷íîñòü ýòîãî áàçèñà çàâèñèò îò êðàòíî-
ñòåé âõîæäåíèÿ aλ â ðàçëîæåíèå (1.2). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èíòåðåñóþ-
ùåãî íàñ ñëó÷àÿ gn = glnC, âñå êðàòíîñòè aλ ≡ 1 (ñì. [2, ãëàâà 5]).
Ýòîò áàçèñ áûë âïåðâûå ïîñòðîåí Ãåëüôàíäîì è Öåòëèíûì â ðàáîòàõ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àññèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé, áàçèñ Ãåëüôàíäà�
Öåòëèíà, áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà.
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[3, 5, 4]. Ïîäîáíûå åñòåñòâåííûå áàçèñû îêàçàëèñü î÷åíü ïîëåçíû êàê
äëÿ ÷èñòîé ìàòåìàòèêè, òàê è äëÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Âïîñëåäñòâèè ýòà òåîðèÿ áûëà ðàçâèòà Æåëîáåíêî, è â 1962 ã. â ðà-
áîòå [15] áûë îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîíèæàþùèõ îïåðàòîðîâ äëÿ
ïðåäñòàâëåíèé glnC (âïåðâûå ïîíèæàþùèå îïåðàòîðû ïîÿâèëèñü â ðà-
áîòå [11]). Èñïîëüçóÿ ïîäîáíûå ïîíèæàþùèå îïåðàòîðû, óäàëîñü ïî-
ñòðîèòü áàçèñ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà âî âñåõ êîíå÷íîìåðíûõ êîìïëåêñ-
íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ êëàññè÷åñêèõ àëãåáð Ëè An, Bn, Cn, Dn, ÷òî îïè-
ñàíî, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [10, 9]. Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ýòèõ îïåðàòî-
ðîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïóñòü V λ � íåïðèâîäèìîå êîíå÷íîìåðíîå
êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåäóêòèâíîé àëãåáðû Ëè gn. Ïî òåîðåìå
Âåéëÿ, èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Resgngn−1V

λ ∼=
⊕
µ
V µ⊕aµ íà íåïðèâîäè-

ìûå gn−1-ìîäóëè. Ïîíèæàþùèå îïåðàòîðû zni ∈ U(gn), ïðè èíäåêñå
1 6 i 6 n − 1, çàäàþò îòîáðàæåíèÿ (ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà
âåñà)

zni : V λ −→ V λ : zni · vλ = vλ−δi , (1.3)

ãäå λ − δi � ñòàðøèé âåñ, ïîëó÷àåìûé èç λ çàìåíîé ÷ëåíà λi íà λi+1,
à vλ è vλ−δi � âåêòîðû ñòàðøåãî âåñà ñîîòâåòñòâåííî. Äåéñòâóÿ ýòè-
ìè îïåðàòîðàìè c ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè i íà âåêòîð ñòàðøåãî âå-
ñà vλ ïðåäñòàâëåíèÿ V λ, ìîæåò áûòü ïîëó÷åí âåñü áàçèñ Ãåëüôàíäà�
Öåòëèíà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Íàñ æå áóäåò èíòåðåñîâàòü àëãåáðà gl∞C, äëÿ êîòîðîé íå ïîíÿòíî,
÷òî îçíà÷àåò ôðàçà �íåïðèâîäèìûé gl∞−1C-ìîäóëü�. Â ñâÿçè ñ ýòèì,
âûøå îïèñàííàÿ òåîðèÿ ïîíèæàþùèõ îïåðàòîðîâ íàïðÿìóþ íàì íå
ïîäõîäèò. Ïðîäóêòèâíûì æå îêàçûâàåòñÿ íàáëþäåíèå, âäîõíîâë¼ííîå
òåîðèåé ßíãèàíîâ (ñì. [8]). Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ Íàçàðîâà è Òà-
ðàñîâà [13, 12], äëÿ ôèêñèðîâàííîé àëãåáðû gn è ïðåäñòàâëåíèÿ V λ

ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû {Am(u)}nm=1, íàçûâàåìûå êâàíòîâûìè ìèíî-
ðàìè L-îïåðàòîðà, òàêèå, ÷òî áàçèñ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà ÿâëÿåòñÿ èõ
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè. Èíûìè ñëîâàìè, âñå îïåðàòîðû {Am(u)}nm=1

äåéñòâóþò â áàçèñå Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà äèàãîíàëüíî. Òàêèì îáðàçîì,
çíàÿ îïåðàòîðû {Am(u)}nm=1 è èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {λm(u)}nm=1,
ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà ê ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷å. Ïîäîáíûé ïîäõîä óäîáåí òîãäà, êîãäà ïîíèæàþùèå
îïåðàòîðû íå îïðåäåëåíû â ïðèíöèïå. Èìåííî ýòîò ïîäõîä áûë èñ-
ïîëüçîâàí â ðàáîòàõ [14, 1], ãäå ýëåìåíòû áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà
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íàïðÿìóþ îïðåäåëÿëèñü êàê ñîáñòâåííûå âåêòîðû êâàíòîâûõ ìèíî-
ðîâ {Am(u)}nm=1. Òàê, äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ àëãåáðû gl∞C âìåñòå ñ èçâåñòíîé òåî-
ðèåé ïîíèæàþùèõ îïåðàòîðîâ zni íàì ïîíàäîáèòñÿ òåîðèÿ êâàíòîâûõ
ìèíîðîâ Am(u). Èñïîëüçóÿ ýòè îáà ïîäõîäà, ìîæíî áóäåò ñâåñòè çàäà÷ó
ê êîíå÷íîìåðíîìó ñëó÷àþ. Ïîäðîáíåå ïðî ýòè îïåðàòîðû è î êîððåêò-
íîñòè îïðåäåëÿåìûõ èìè îáúåêòàõ áóäåò íàïèñàíî íèæå.

Ýòà ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ïóíêòå 2 îòìå÷àþòñÿ
îáùèå ôàêòû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè glnC. Â ïóíêòå 3,
èñïîëüçóÿ êîìáèíàòîðíûå ñõåìû Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, ïðèâîäèòñÿ ÿâ-
íàÿ ôîðìóëà áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëå-
íèÿõ àëãåáðû glnC. Äàëåå ôîðìàëüíî îïðåäåëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîìåð-
íûå ãðóïïà GL∞C è àëãåáðà gl∞C, à òàêæå îòìå÷àåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü èõ ïðåäñòàâëåíèé. Â ïóíêòå 4 ââîäèòñÿ âàæíîå ïîíÿòèå àë-
ãåáðû Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà GZn, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî äà¼òñÿ àëüòåð-
íàòèâíîå îïðåäåëåíèå áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà êàê áàçèñà, â êî-
òîðîì àëãåáðà GZn äåéñòâóåò äèàãîíàëüíî. Ïîä êîíåö ìû ôîðìàëü-
íî îïðåäåëÿåì áåñêîíå÷íóþ àëãåáðó Ãåëüôàíäà � Öåòëèíà GZ∞. Â
ïóíêòå 5 îïðåäåëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû gl∞C
êàê ðåøåíèÿ óíèâåðñàëüíîé çàäà÷è, àíàëîãè÷íîé êîíå÷íîìåðíîìó ñëó-
÷àþ. Ïîêàçûâàþòñÿ èõ ñóùåñòâîâàíèå è êîððåêòíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü.
Â ïóíêòå 6, ñîäåðæàùåì îñíîâíûå îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû äàííîé
ðàáîòû, ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíûì ñëó÷àåì, ìû îïðåäåëÿåì áåñ-
êîíå÷íûå ñõåìû Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîèì áà-
çèñ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ àëãåáðû
gl∞C. Ïàðàëëåëüíî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðû gl∞C ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ñî ñòàðøèì
âåñîì. Â êîíöå ìû îòìå÷àåì, ÷òî èñïîëüçîâàííûå èäåè ìîãóò áûòü
ïðèìåíåíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ñî ñòàðøèì âåñîì êîïðåäåëîâ âñåõ êëàññè÷åñêèõ
àëãåáð Ëè.

�2. Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû glnC
Êàê èçâåñòíî, âñå íåïðèâîäèìûå êîíå÷íîìåðíûå êîìïëåêñíûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ (òî÷íåå, èõ êëàññû èçîìîðôèçìîâ) àëãåáðû glnC íàõîäÿò-
ñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ óïîðÿäî÷åííûìè íàáîðàìè
λ = (λ1, . . . , λn), íàçûâàåìûìè ñòàðøèìè âåñàìè, òàêèìè, ÷òî

λ1 > . . . > λn è ∀i ∈ {1, . . . , n} =⇒ λi ∈ Z. (2.1)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç V λ íåïðèâîäèìûé glnC-ìîäóëü, èíäåêñèðóåìûé
ñòàðøèìè âåñîì λ. Ïóñòü λm > 0 è λm+1 6 0, ââåä¼ì µ = µ1 >
. . . > µm è ν = νm+1 > . . . > νn � ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n òàêèå, ÷òî
λ1 = µ1, . . . , λm = µm è λm+1 = −νm+1, . . . , λn = −νn. Îòîæäåñòâèì
ðàçáèåíèÿ è äèàãðàììû Þíãà. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íåïðèâîäèìûé
glnC-ìîäóëü V λ ïàðàìåòðèçóåòñÿ ïàðîé äèàãðàìì Þíãà V µν = V λ.

Äëÿ k>0 îïðåäåëèì äåòåðìèíàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå Dk=(
∧nCn)⊗k

êàê k-þ òåíçîðíóþ ñòåïåíü n-é âíåøíåé ñòåïåíè òàâòîëîãè÷åñêîãî ïðå-
äñòàâëåíèÿ Cn àëãåáðû glnC. Äëÿ k < 0 îïðåäåëèì äåòåðìèíàíòíîå
ïðåäñòàâëåíèå Dk = D∗−k êàê äâîéñòâåííîå ê D−k. Èñïîëüçóÿ äåòåð-
ìèíàíòíîå ïðåäñòàâëåíèå, íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé èçîìîðôèçì
ïðåäñòàâëåíèé:

V µν ∼= V µ̃ν̃ ⊗D−k ïðè k − νm+1 > 0, (2.2)

ãäå µ̃ = λ1 + k > . . . > λm + k è ν̃ = 0 > . . . > 0 = 0.
Ïðåäñòàâëåíèÿ V µν , ó êîòîðûõ ðàçáèåíèå ν = 0, íàçûâàþòñÿ ïîëè-

íîìèàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè. Êàê âèäíî èç (2.2), ëþáîå íåïðèâîäè-
ìîå ïðåäñòàâëåíèå V µν ïðåäñòàâèìî â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ïîëèíîìèàëüíîãî è äåòåðìèíàíòíîãî ïðåäñòàâëåíèé. Íàñ áóäåò èíòå-
ðåñîâàòü áàçèñ â ïðåäñòàâëåíèÿõ V µν , è êëþ÷åâûì íàáëþäåíèåì çäåñü
îêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî âñå äåòåðìèíàíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîìåðíû, òî
åñòü dimDk = 1 äëÿ âñåõ k. Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïðèâîäèìîãî êîíå÷íîìåðíîãî glnC-ìîäóëÿ
V λ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ � äèàãðàììà Þíãà (÷òî äàëåå âñåãäà ïîä-
ðàçóìåâàåòñÿ). Ýòî íàáëþäåíèå ÿâëÿåòñÿ ìîòèâàöèåé äëÿ òîãî, ÷òîáû
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåïðèâîäèìûå ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðû gl∞C (îïðåäåëÿåìûå íèæå).

Äëÿ àëãåáðû glnC è ôèêñèðîâàííîé äèàãðàììû Þíãà λ èç m êëå-
òîê îïðåäåëèì ïðåäñòàâëåíèå (Cn)×λ êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå m
êîïèé òàâòîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Cn, èíäåêñèðîâàííûõ êëåòêà-
ìè äèàãðàììû λ (ñì. [2] ãë. 8). Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàìè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ (Cn)×λ ÿâëÿþòñÿ äèàãðàììû λ, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîé íàïè-
ñàí ýëåìåíò èç Cn. Íàïðèìåð, äëÿ λ = (2, 2, 1) ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
w ∈ (Cn)×λ èìååò âèä
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w =
v1 v2

v3 v4

v5

, (2.3)

ãäå vi � íåêîòîðûå ýëåìåíòû èç Cn.
Íàçîâ¼ì îòîáðàæåíèå f : (Cn)×λ −−→ F â íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî F ñèììåòðèçóþùèì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) f � ïîëèëèíåéíî, (2.4)

2) f � êîñîñèììåòðè÷íî ïî ýëåìåíòàì, íàõîäÿùèìñÿ â îäíîì ñòîëáöå,
(2.5)

3) ∀w ∈ (Cn)×λ =⇒ f(w) =
∑
w′

f(w′), (2.6)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïî òåì w′ ∈ (Cn)×λ, ïîëó÷àþùèì-
ñÿ èç w îáìåíîì ìåæäó äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè ñòîëáöàìè, ïðè âû-
áðàííîì ïîäìíîæåñòâå â ïðàâîì èç âûáðàííûõ ñòîëáöîâ. Íàïðèìåð,
äëÿ λ = (2, 2, 1), âûáèðàÿ âåñü ïðàâûé ñòîëáåö, ïîëó÷àåì

f

(
v1 v2

v3 v4

v5

)
= f

(
v2 v1

v4 v3

v5

)
+f

(
v1 v3

v2 v5

v4

)
+f

(
v2 v1

v3 v5

v4

)
.

(2.7)
Ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ V λ àëãåáðû glnC ÿâëÿþòñÿ ðåøå-

íèÿìè ñëåäóþùåé óíèâåðñàëüíîé çàäà÷è: åñëè Φuni : (Cn)×λ −−→ V λ

� ñèììåòðèçóþùåå îòîáðàæåíèå, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñèììåòðèçó-
þùåãî îòîáðàæåíèÿ Φ : (Cn)×λ −−→ F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå ϕ : V λ −−→ F , òàêîå, ÷òî Φ = ϕ ◦ Φuni. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ
ëþáûõ Φ è F êàê âûøå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå ϕ, äå-
ëàþùåå ñëåäóþùóþ äèàãðàììó êîììóòàòèâíîé
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(Cn)×λ V λ V λ

F, Sλ(Cn),

Φuni

Φ
ϕ ρ (2.8)

ãäå ρ : V λ −−→ Sλ(Cn) � èçîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèé, à Sλ(Cn) � ôóíê-
òîð Øóðà.

�3. Êîïðåäåëû öåïî÷åê ãðóïï GLnC è àëãåáð glnC
Êàê ãîâîðèëîñü âî ââåäåíèè, áàçèñ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà áûë ïî-

ñòðîåí Ãåëüôàíäîì è Öåòëèíûì äëÿ âñåõ íåïðèâîäèìûõ êîíå÷íîìåð-
íûõ glnC-ìîäóëåé V λ. Ýëåìåíòû ýòîãî áàçèñà åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïàðàìåòðèçóþòñÿ êîìáèíàòîðíûìè îáúåêòàìè, íàçûâàåìûìè ñõåìàìè
Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Äëÿ ôèêñèðîâàííîé äèàãðàììû Þíãà λ = λ1 >
. . . > λn ñõåìà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà � ýòî óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ýëå-
ìåíòîâ λij

Λ =


λn1 λn2 · · · · · · λnn

λn−1,1 λn−1,2 · · · λn−1,n−1

· · · · · · · · ·
λ21 λ22

λ11

 ,
(3.1)

ãäå äëÿ ëþáûõ 2 6 j 6 n è 1 6 i 6 j − 1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ

λij ∈ N, λnj = λj , λij > λi−1,j è λi−1,j > λi,j+1. (3.2)

Êàê áûëî ñêàçàíî, ìíîæåñòâî Λn(λ) âñåõ ñõåì Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà
ôîðìû λ àëãåáðû glnC çàäà¼ò åñòåñòâåííóþ ïàðàìåòðèçàöèþ áàçèñà
Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â íåïðèâîäèìîì glnC-ìîäóëå V λ. Òàêèì îáðàçîì,
êàæäîé ñõåìå Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà Λ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò
eT ∈ V λ áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, äàëåå îáîçíà÷àåìûé eΛ. Èñïîëü-
çóÿ ñõåìû Ãåëüôàíäà � Öåòëèíà è ïîíèæàþùèå îïåðàòîðû, ìîæíî
çàïèñàòü áàçèñ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà ïðåäñòàâëåíèÿ V λ â ÿâíîì âèäå
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(ñì. [15]). Òàê, äëÿ ôèêñèðîâàííîé ñõåìû Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà Λ, ýëå-
ìåíò eΛ áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà èìååò âèä

eΛ =

−→∏
26k6n

k−1∏
i=1

z
λki−λk−1,i

ki · vλ, (3.3)

ãäå ÷ëåíû â óïîðÿäî÷åííîì ïðîèçâåäåíèè óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè
ñ âîçðàñòàíèåì èíäåêñà k, vλ � âåêòîð ñòàðøåãî âåñà ïðåäñòàâëåíèÿ V

λ,
à ïîíèæàþùèå îïåðàòîðû zki ∈ U(glnC) èìåþò âèä

zki =
∑

i<i1<...<ip<k

Ei1i · Ei2i1 · . . . · Eipip−1 · Ekip · (Eii − Ej1j1 + j1 − i)

× . . . · (Eii − Ejqjq + jq − i), (3.4)

ãäå ñóììà âåä¼òñÿ ïî âñåì p ∈ N, à ìíîæåñòâî {j1, . . . , jq} � ýòî äîïîë-
íåíèå ê ïîäìíîæåñòâó {i1, . . . , ip} âî ìíîæåñòâå {i+ 1, . . . , k − 1}.

Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé äëÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà�
Öåòëèíà (3.3) íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû glnC äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ àë-
ãåáðû gl∞C, à ïîêà îïðåäåëèì òî, êàê ìû ïîíèìàåì ãðóïïó GL∞C è
àëãåáðó gl∞C. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

0 gl1C gl2C · · · glnC · · ·

0 GL1C GL2C · · · GLnC · · · ,

deι0 deι1

exp

deι2

exp

deιn−1 deιn

exp

ι0 ι1 ι2 ιn−1 ιn

(3.5)

ãäå exp � ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå, ιn−1 : GLn−1C ↪−→ GLnC :

A 7→
(
A 0
0 1

)
� èíúåêöèÿ, à deιn−1 � å¼ äèôôåðåíöèàë â åäèíèöå e.

Êîïðåäåë íèæíåé öåïî÷êè âëîæåíèé äèàãðàììû (3.5) ìû áóäåì
ïîíèìàòü êàê ãðóïïó GL∞C = lim−→GLnC, à êîïðåäåë âåðõíåé öåïî÷-
êè âëîæåíèé � êàê àëãåáðó gl∞C = lim−→ glnC ñîîòâåòñòâåííî. Ãðóïïó
GL∞C è àëãåáðó gl∞C ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ìíîæåñòâî áåñêîíå÷-
íûõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, à â ñëó÷àå



242 Å. À. ÌÎÂ×ÀÍ

ãðóïïû ïî÷òè âñå ýëåìåíòû íà äèàãîíàëè ðàâíû åäèíèöå. Èíûìè ñëî-
âàìè, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

GL∞C={(aij)(i,j)∈N∗2 |∀(i, j)∈N∗
2∃N ∈N∗ : if i+j>N =⇒ aij=δij},

(3.6)

gl∞C={(aij)(i,j)∈N∗2 | ∀(i, j)∈N∗
2∃N ∈N∗ : if i+j>N =⇒ aij=0}, (3.7)

ãäå N∗ � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåç íóëÿ, à δij � ñèìâîë Êðî-
íåêåðà.

Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íî ïîä áåñêîíå÷íîìåðíîé ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóï-
ïîé è çíà÷êîì GL∞C ïîíèìàåòñÿ ãðóïïà, ýëåìåíòû êîòîðîé áåñêîíå÷-
íû â îáå ñòîðîíû, òî åñòü èìåþò âèä (aij)(i,j)∈Z2 (ñì. [6] ãë. 4). Òàêèì
îáðàçîì, íàì ïðàâèëüíåå áûëî áû èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ GL∞/2C
è gl∞/2C. Òåì íå ìåíåå, èãíîðèðóÿ âîçìîæíóþ ïóòàíèöó, ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü îãîâîðåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ GL∞C è gl∞C.

Òàê êàê GLnC � ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, ëþáîå å¼ íåïðèâîäèìîå ïðåä-
ñòàâëåíèå V λ ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì å¼ àëãåá-
ðû Ëè glnC è íàîáîðîò, ïðè÷¼ì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà

glnC gl(V λ)

GLnC GL(V λ),

deρλ

exp exp

ρλ

(3.8)

ãäå ρλ � ãîìîìîðôèçì íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V λ.
Ãðóïïà Ëè GL∞C ñâÿçíà êàê êîïðåäåë ñâÿçíûõ ãðóïï Ëè GLnC.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû A,B ∈ GL∞C.
Ïîêàæåì, ÷òî ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò ãëàäêèé ïóòü γ : [0, 1] −−→
GL∞C, òàêîé, ÷òî γ(0) = A è γ(1) = B. Ïî îïðåäåëåíèþ êîïðåäåëà,
äëÿ ýëåìåíòîâ A è B ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå φn : GLnC −−→
GL∞C è ýëåìåíòû Ã, B̃ ∈ GLnC, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîîáðàçàìè ýëåìåíòîâ

A è B. Èíûìè ñëîâàìè, φn(Ã) = A è φn(B̃) = B. Íî ãðóïïà Ëè GLnC
ñâÿçíà, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ãëàäêèé ïóòü γ̃ : [0, 1] −−→ GLnC, òàêîé,
÷òî γ̃(0) = Ã è γ̃(1) = B̃. Îïðåäåëèì ïóòü γ : [0, 1] −−→ GL∞C êàê êîì-
ïîçèöèþ γ = φn ◦ γ̃. Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ãðóïïû Ëè GL∞C
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ñîåäèíåíû ãëàäêèì ïóò¼ì, à çíà÷èò, ãðóïïà GL∞C ëèíåéíî ñâÿçíà êàê
ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à çíà÷èò, ñâÿçíî.

Êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàìì (3.5) è (3.8) èíäóöèðóåò êîììóòàòèâ-
íîñòü äèàãðàììû êîïðåäåëîâ

gl∞C gl(V )

GL∞C GL(V ),

deρ

exp exp

ρ

(3.9)

ãäå V � íåêîòîðîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå GL∞C, à ρ � åãî ãîìî-
ìîðôèçì.

Òàêèì îáðàçîì, ãîâîðÿ î íåïðèâîäèìûõ GL∞C-ìîäóëÿõ, áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåïðèâîäèìûå gl∞C-
ìîäóëè.

�4. Àëãåáðà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà GZ∞ è êâàíòîâûå

ìèíîðû L-îïåðàòîðà

Ïîìèìî îáû÷íîãî îïðåäåëåíèÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà íåïðè-
âîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V λ àëãåáðû glnC ÷åðåç åãî ñóæåíèå íà gl0C-
ìîäóëè, îïèñàííîãî âî ââåäåíèè, ìîæíî îïðåäåëèòü áàçèñ Ãåëüôàíäà�
Öåòëèíà êàê áàçèñ, íà êîòîðîì íåêîòîðàÿ àëãåáðà äåéñòâóåò äèàãî-
íàëüíî. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü èìåííî âòîðîå îïðåäåëåíèå, ïîñêîëü-
êó ñ ïîìîùüþ íåãî ãîðàçäî óäîáíåå ðàáîòàòü ñ êîïðåäåëàìè. Àëãåáðà,
äåéñòâóþùàÿ äèàãîíàëüíî íà áàçèñå Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, íàçûâàåò-
ñÿ àëãåáðîé Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà GZn àëãåáðû glnC. Â íàøåì ñëó÷àå
àëãåáðà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà GZn � ýòî íåêîòîðàÿ ïîäàëãåáðà óíèâåð-
ñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû U(glnC). Ðàññìîòðèì öåïî÷êó âëîæå-
íèé óíèâåðñàëüíûõ îá¼ðòûâàþùèõ U(glnC), èíäóöèðîâàííóþ öåïî÷-
êîé (3.5) àëãåáð glnC

0 U(gl1C) U(gl2C) · · · U(glnC) · · · ,
ι∗0 ι∗1 ι∗2 ι∗n−1 ι∗n

(4.1)

ãäå ι∗n−1 : U(gln−1C) ↪−→ U(glnC) : Ei1j1 · . . . · Eisjs 7→ ι∗n−1(Ei1j1 · . . . ·
Eisjs) = deιn−1(Ei1j1) · . . . · deιn−1(Eisjs) � èíúåêöèÿ.

Äëÿ àëãåáðû glnC öåïî÷êè (4.1) àëãåáðà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà GZn ⊂
U(glnC), ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè öåíòðàìè óíèâåðñàëüíûõ îá¼ðòûâàþùèõ
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àëãåáð U(glkC), ïðè 0 6 k 6 n, íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ãåëüôàíäà�
Öåòëèíà. Èíûìè ñëîâàìè,

GZn = 〈Z(U(gl1C)), . . . , Z(U(glnC))〉, (4.2)

ãäå Z(U(glkC)) � öåíòð óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé U(glkC).
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì àëãåáðû Ãåëü-

ôàíäà�Öåòëèíà GZn ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà äåéñòâóåò äèàãîíàëüíî íà
áàçèñå Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà {eΛ}λ∈Λn(λ) íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî

glnC-ìîäóëÿ V λ. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ìîòèâàöèåé äëÿ ââåäåíèÿ àíà-
ëîãè÷íîãî îïðåäåëåíèÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà äëÿ íåïðèâîäèìûõ
gl∞C-ìîäóëåé. Ââåä¼ì âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññóæäåíèÿ îïðåäå-
ëåíèå L-îïåðàòîðà è åãî êâàíòîâûõ ìèíîðîâ (ñì. [8]). Äëÿ ôèêñèðî-
âàííîé àëãåáðû glnC L-îïåðàòîð � ýòî ôîðìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïî ïà-
ðàìåòðó u, íàçûâàåìîìó ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì, çàäàâàåìûé ôîð-
ìóëîé

L(u) = u+ E, ãäå E =


E11 E12 . . . E1n

E21 E22 . . . E2n

...
...

. . .
...

En1 En2 . . . Enn

 . (4.3)

Äëÿ L-îïåðàòîðà è èíäåêñà 1 6 m 6 n êâàíòîâûé óãëîâîé ìèíîð �
ýòî ôîðìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïî ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó u, çàäàâàå-
ìûé ôîðìóëîé

Am(u) =
∑
σ∈Sm

sgn(σ)L(u)σ(1)1 · . . . · L(u−m+ 1)σ(m)m, (4.4)

ãäå Sm � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê m ýëåìåíòîâ, à sgn(σ) � çíàê ïåðåñòà-
íîâêè σ ∈ Sm.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, êâàíòîâûé ìèíîð Am(u) ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãî÷ëåíîì ñòåïåíè m, è ïðåäñòàâèì â âèäå Am(u) = um + am1u

m−1 +
. . . + amm. Îïåðàòîð Am(u) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Êàïåëëè àëãåá-
ðû glmC, ïîýòîìó åãî êîýôôèöèåíòû {ami}mi=1 ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè
öåíòðà óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé U(glmC), òî åñòü Z(U(glmC)) =
〈{ami}mi=1〉. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà GZn ïîðîæ-
äàåòñÿ âñåìè êîýôôèöèåíòàìè {ami}16i6m6n. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî èí-
äåêñà 1 6 m 6 n êâàíòîâûå ìèíîðû Am(u) äåéñòâóþò äèàãîíàëüíî â
áàçèñå Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà {eΛ}λ∈Λn(λ) íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
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V λ àëãåáðû glnC. À èìåííî, èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Am(u) · eΛ =

m∏
i=1

(u+ λmi − i+ 1)eΛ. (4.5)

Ýòî ñâîéñòâî îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð)
îïðåäåëÿåò áàçèñ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà {eΛ}λ∈Λn(λ) â íåïðèâîäèìîì

ïðåäñòàâëåíèè V λ. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ Ãåëüôàíäà � Öåòëèíà ìîæíî
îïðåäåëÿòü êàê ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (4.5), íå ïîëüçóÿñü ïîíè-
æàþùèìè îïåðàòîðàìè. Òàêîé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà äåéñòâèå ïîíèæàþùèõ îïåðàòîðîâ íà âåêòîð ñòàðøåãî
âåñà íå îïðåäåëåíî â ïðèíöèïå (ñì. [14, 1]).

Âåðí¼ìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ öåïî÷êè (4.1). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
n ∈ N∗ öåíòð óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé U(gln−1C) âêëàäûâàåòñÿ
â öåíòð óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé U(glnC), òî åñòü

ι∗n−1(Z(U(gln−1C))) ⊂ Z(U(glnC)).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì êîððåêòíî îïðåäåë¼ííóþ öåïî÷êó âëî-
æåíèé àëãåáð Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, èçîáðàæ¼ííóþ íà ñëåäóþùåé êîì-
ìóòàòèâíîé äèàãðàììå

0 GZ1 GZ2 · · · GZn · · ·

0 U(gl1C) U(gl2C) · · · U(glnC) · · · ,

ι∗0 ι∗1

idGZ1

ι∗2

idGZ2

ι∗n−1 ι∗n

idGZn−1

ι∗0 ι∗1 ι∗2 ι∗n−1 ι∗n

(4.6)

Èñïîëüçóÿ âåðõíþþ öåïî÷êó âëîæåíèé àëãåáð GZn äèàãðàììû (4.6),
ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü áåñêîíå÷íóþ àëãåáðó Ãåëüôàíäà�Öåòëè-
íà GZ∞. Òàê, êîïðåäåë âåðõíåé öåïî÷êè ìû áóäåì ïîíèìàòü êàê àë-
ãåáðó GZ∞ = lim−→GZn. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àëãåáðà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà
GZ∞ ïîðîæäåíà âñåìè êîýôôèöèåíòàìè âñåõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ
Am(u), òî åñòü GZ∞ = 〈{ami}16i6m6∞〉. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíàÿ
çàäà÷à (4.5) ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà è íà áàçèñ â íåïðèâîäèìûõ gl∞C-
ìîäóëÿõ. Äàëåå, èñïîëüçóÿ áåñêîíå÷íóþ àëãåáðó Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà
GZ∞, ìû, ïî àíàëîãèè ñ àëãåáðîé glnC, îïðåäåëèì áàçèñ Ãåëüôàíäà�
Öåòëèíà â íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ àëãåáðû gl∞C.
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�5. Ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû gl∞C
Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ èíòåðåñóþùåé íàñ àëãåáðû gl∞C. Â ïåð-

âóþ î÷åðåäü îãðàíè÷èì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé. À èìåííî, àíàëîãè÷íî êîíå÷íîìåðíîìó ñëó÷àþ îïðå-
äåëèì ñòàðøèé âåñ êàê óïîðÿäî÷åííûé íàáîð λ = (λ1, λ2, . . .), òàêîé,
÷òî

λ1 > λ2 > . . . è ∀i ∈ N∗ =⇒ λi ∈ N, (5.1)

ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N ∈ N∗, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N âñå
λn = 0.

Êàê è â ñëó÷àå glnC, îòîæäåñòâèì âñå ñòàðøèå âåñà ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè äèàãðàììàìè Þíãà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞ ïðÿìóþ ñóììó âñåõ
îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íàòÿíóòûõ íà âåêòîðû ei, èíûìè ñëîâà-
ìè C∞ =

⊕
i∈N∗
〈ei〉. Âåêòîðû ei ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ñòîëáöû ðàç-

ìåðíîñòè∞×1, â êîòîðûõ íà êàæäîì ìåñòå ñòîÿò íóëè, à íà i-îì ìåñòå
ñòîèò åäèíèöà. Èíûìè ñëîâàìè, ei = (δij)j∈N∗ . Çàäàäèì äåéñòâèå àë-
ãåáðû gl∞C íà ïðîñòðàíñòâå C∞ îáû÷íûì óìíîæåíèåì ìàòðèöû íà
âåêòîð, òî åñòü Eij · ek = δjkei. Ïðåäñòàâëåíèå C∞ áóäåì íàçûâàòü
òàâòîëîãè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû gl∞C.

Íàïîìíèì, ÷òî, â ñëó÷àå àëãåáðû glnC, ëþáîå å¼ íåïðèâîäèìîå ïî-
ëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿëîñü ðåøåíèåì óíèâåðñàëüíîé çàäà-
÷è (2.8). Ýòî íàáëþäåíèå ìîòèâèðóåò îïðåäåëèòü íåïðèâîäèìûå ïî-
ëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ V λ àëãåáðû gl∞C êàê ðåøåíèÿ àíàëî-
ãè÷íîé óíèâåðñàëüíîé çàäà÷è. À èìåííî, ïðåäñòàâëåíèå V λ àëãåáðû
gl∞C ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìèàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò óíèâåð-
ñàëüíîå ñèììåòðèçóþùåå îòîáðàæåíèå Φuni : (C∞)×λ −−→ V λ. Òî åñòü
òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñèììåòðèçóþùåãî îòîáðàæåíèÿ
Φ : (C∞)×λ −−→ F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå ϕ : V λ −−→ F ,
òàêîå, ÷òî Φ = ϕ ◦ Φuni. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáûõ Φ è F êàê âûøå
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå ϕ, äåëàþùåå ñëåäóþùóþ äèà-
ãðàììó êîììóòàòèâíîé

(C∞)×λ V λ

F.

Φuni

Φ
ϕ (5.2)
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Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû åù¼ íå çàäàëè äåéñòâèå àëãåáðû gl∞C íà ïðî-
ñòðàíñòâàõ V λ, ïîýòîìó, ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ìû íå èìååì ïðàâî èõ
íàçûâàòü gl∞C-ìîäóëÿìè. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà âîçìîæíóþ ïóòàíèöó,
ìû è äàëüøå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ââåä¼ííîé òåðìèíîëîãèè. Èòàê,
îïðåäåëèâ ïðåäñòàâëåíèÿ V λ, â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîêàæåì èõ ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà), ýòî áóäåò ðå-
çóëüòàòîì ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Äëÿ ëþáîãî ñòàðøåãî âåñà λ ïðåäñòàâëåíèÿ V λ

ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ñòàðøèé âåñ λ = λ1 > . . . > λN > 0 >
. . . ïðåäñòàâëåíèÿ V λ. Íàçîâ¼ì îòîáðàæåíèå f ïîëóñèììåòðèçóþùèì,
åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ïåðâûì äâóì óñëîâèÿìè (2.4) è (2.5).
Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ óíèâåðñàëüíóþ çàäà÷ó ñ ïîëóñèììåòðèçó-
þùèìè îòîáðàæåíèÿìè: åñëè Φ′uni : (C∞)×λ −−→ Wλ � ïîëóñèììåò-
ðèçóþùåå îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëóñèììåòðèçóþùåãî
îòîáðàæåíèÿ Φ : (C∞)×λ −−→ F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ϕ′ : Wλ −−→ F , òàêîå, ÷òî Φ = ϕ′ ◦ Φ′uni. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáûõ
Φ è F êàê âûøå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå ϕ′, äåëàþùåå
ñëåäóþùóþ äèàãðàììó êîììóòàòèâíîé

(C∞)×λ Wλ

F,

Φ′uni

Φ
ϕ′ (5.3)

Èç óíèâåðñàëüíûõ ñâîéñòâ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî

ðåøåíèåì áóäåò ïðîñòðàíñòâîWλ =
N⊗
k=1

∧λk C∞, à óíèâåðñàëüíîå îòîá-
ðàæåíèå Φ′uni çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

Φ′uni :
v

(1)
1 v

(2)
1 . . . v

(N)
1

v
(1)
2 v

(2)
2 . . . v

(N)
λN

...
...

v
(1)
λ1

v
(2)
λ2

7−−→
N⊗
k=1

λk∧
i=1

v
(k)
i . (5.4)
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Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî Uλ ïðîñòðàíñòâàWλ êàê ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, ïîðîæä¼ííîå âñåìè ðàçíîñòÿìè Φ′uni(w) −

∑
Φ′uni(w

′), ãäå ñóì-
ìèðîâàíèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïî òåì w′ ∈ (C∞)×λ, ïîëó÷àþùèìñÿ èç
w îáìåíîì ìåæäó äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè ñòîëáöàìè, ïðè âûáðàííîì
ïîäìíîæåñòâå â ïðàâîì èç âûáðàííûõ ñòîëáöîâ (ñì. 2.7). Êàê èçâåñòíî
(ñì. [7] ãë.3), ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Wλ/Uλ îáëàäàåò ñëåäóþùèì óíè-
âåðñàëüíûì ñâîéñòâîì: äëÿ ïðîåêöèè πλ : Wλ −−→ Wλ/Uλ : w 7→ [w],
ïåðåâîäÿùåé ýëåìåíò w â ñâîé êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè [w], è ëþáîãî ëè-
íåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ′ : Wλ −−→ F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå ϕ : Wλ/Uλ −−→ F , òàêîå, ÷òî ϕ′ = ϕ ◦ πλ. Èíûìè
ñëîâàìè, äëÿ ëþáûõ ϕ′ è F êàê âûøå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå ϕ, äåëàþùåå ñëåäóþùóþ äèàãðàììó êîììóòàòèâíîé

Wλ Wλ/Uλ

F.

πλ

ϕ′
ϕ (5.5)

Òàê, êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû (5.3) è (5.5) ìîæíî äîñòðîèòü äî
äèàãðàììû (5.2) ñ ñèììåòðèçóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè. Èíà÷å ãîâîðÿ,
êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàìì (5.3) è (5.5) èíäóöèðóåò êîììóòàòèâíîñòü
ñëåäóþùåé äèàãðàììû

(C∞)×λ Wλ Wλ/Uλ

F,

Φ′uni

Φ

Φuni

πλ

ϕ′
ϕ

(5.6)

ãäå Φuni = πλ ◦ Φ′uni.
Òàêèì îáðàçîì, êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà (5.6) äà¼ò ðåøåíèå èñ-

õîäíîé çàäà÷è, òåì ñàìûì äîêàçûâàÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíûõ
ïðåäñòàâëåíèé V λ. À èìåííî, äëÿ êàæäîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ V λ èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ



ÁÀÇÈÑ ÃÅËÜÔÀÍÄÀ�ÖÅÒËÈÍÀ 249

V λ ∼=
( N⊗
k=1

∧λk
C∞
)
/Uλ. (5.7)

Íàêîíåö, â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ôîðìóëîé îïðåäåëèì äåéñòâèå àë-
ãåáðû gl∞C íà ïðîñòðàíñòâå V λ, ÷åì îïðàâäàåì íàçâàíèå "ïîëèíî-
ìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå". Äåéñòâèå ýëåìåíòà g ∈ gl∞C çàäà¼òñÿ êàê
îáû÷íîå äåéñòâèå àëãåáðû Ëè íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâå è òåíçîðíîì
ïðîèçâåäåíèè, à äåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâî C∞ çàäà¼òñÿ êàê äåéñòâèå
òàâòîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî ôîð-
ìóëà

g · [ v(1)
1 ∧v

(1)
2 ∧ . . . ] = [ g ·v(1)

1 ∧v
(1)
2 ∧ . . .+v

(1)
1 ∧g ·v

(1)
2 ∧ . . .+ . . . ]. (5.8)

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü äëÿ òîãî æå ñòàðøåãî âåñà λ ñóùåñòâóåò

ïîëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Ṽ λ, íå èçîìîðôíîå V λ. Òîãäà Ṽ λ �

òîæå ðåøåíèå óíèâåðñàëüíîé çàäà÷è (5.2), ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ Φ̃ è F
ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà

(C∞)×λ Ṽ λ

F.

Φ̃uni

Φ̃

ϕ̃ (5.9)

Ïóñòü Φ̃ = Φuni è F = V λ, òîãäà, ïî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó V λ,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèììåòðèçóþùåå îòîáðàæåíèå ϕ : V λ −−→
Ṽ λ, äåëàþùåå ñëåäóþùóþ äèàãðàììó êîììóòàòèâíîé

(C∞)×λ Ṽ λ

V λ.

Φ̃uni

Φuni
ϕ̃ϕ (5.10)

Çàìåòèì, ÷òî ϕ̃ ◦ ϕ ◦ Φuni = ϕ̃ ◦ Φ̃uni = Φuni = idV λ ◦ Φuni, íî
îòîáðàæåíèå ϕ̃ ◦ ϕ åäèíñòâåííî, à çíà÷èò ðàâíî òîæäåñòâåííîìó ϕ̃ ◦
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ϕ = idV λ . Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ϕ ◦ ϕ̃ = idṼ λ .

Òàêèì îáðàçîì, Ṽ λ ∼= V λ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò ðåøåíèå
óíèâåðñàëüíîé çàäà÷è (5.2) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà. �

Òàêèì îáðàçîì, âñå ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû gl∞C
êîððåêòíî îïðåäåëåíû. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âñå ïîëèíîìèàëü-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû gl∞C íåïðèâîäèìû è îáëàäàþò âåêòîðîì
ñòàðøåãî âåñà. Òàêæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðàçíûå ñòàðøèå âåñà çàäàþò
ðàçíûå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ.

�6. Áàçèñ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â íåïðèâîäèìûõ

ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ àëãåáðû gl∞C
Ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â íåïðèâîäè-

ìûõ gl∞C-ìîäóëÿõ. Êàê ãîâîðèëîñü ðàíüøå, îïðåäåëèì áàçèñ Ãåëü-
ôàíäà�Öåòëèíà â íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè V àíàëîãè÷íî êîíå÷-
íîìåðíîìó ñëó÷àþ. À èìåííî, áàçèñ {eT } íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ V àëãåáðû gl∞C ìû áóäåì íàçûâàòü áàçèñîì Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà,
åñëè àëãåáðà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà GZ∞ äåéñòâóåò íà í¼ì äèàãîíàëü-
íî. Çàìåòèì, ÷òî ìû åù¼ íå çíàåì, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ V λ íåïðèâîäèìû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ïîñòðîèì â
ïðåäñòàâëåíèè V λ íåêîòîðûé áàçèñ, êîòîðûé âñêîðå è îêàæåòñÿ èñ-
êîìûì áàçèñîì Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Îäíàêî ïåðåä ýòèì îïðåäåëèì
áåñêîíå÷íûå ñõåìû Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, êîòîðûìè áóäóò èíäåêñèðî-
âàòüñÿ ýëåìåíòû íàøåãî áàçèñà. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ñòàðøåãî âåñà
λ = λ1 > λ2 > . . ., áåñêîíå÷íàÿ ñõåìà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà � ýòî óïî-
ðÿäî÷åííûé íàáîð ýëåìåíòîâ λij

Λ =


· · · · · · · · · · · · · · ·

λn,1 λn,2 · · · λn,n
· · · · · · · · ·

λ21 λ22

λ11

 , (6.1)

ãäå äëÿ ëþáûõ 1 6 j 6 i 6∞ ýëåìåíòû λij îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîëè÷å-
ñòâî êëåòîê, ìåíüøåå, ëèáî ðàâíîå i â j-é ñòðîêå íåêîòîðîé ïîëóñòàí-
äàðòíîé òàáëèöû Þíãà ôîðìû λ (ñì. [2]).
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Äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V λ ñî ñòàðøèì âåñîì λ = λ1 >
. . . > λN > 0 > . . ., èñïîëüçóÿ îïðåäåë¼ííûå âûøå áåñêîíå÷íûå ñõåìû
Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà, îïðåäåëèì ýëåìåíòû eΛ ∈ V λ ôîðìóëîé

eΛ =

−→∏
26k<∞

k−1∏
i=1

z
λki−λk−1,i

ki · vλ, (6.2)

ãäå ÷ëåíû â óïîðÿäî÷åííîì ïðîèçâåäåíèè óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè
ñ âîçðàñòàíèåì èíäåêñà k, à âåêòîð vλ ∈ V λ èìååò âèä

vλ = [ (e1∧e2∧. . .∧eλ1
)⊗(e1∧e2∧. . .∧eλ2

)⊗. . .⊗(e1∧e2∧. . .∧eλN ) ]. (6.3)

Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (6.2) ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ðàçíîñòåé λki − λk−1,i îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïîýòîìó â äåéñòâèòåëüíîñòè
óïîðÿäî÷åííîå ïðîèçâåäåíèå èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ,
à çíà÷èò äåéñòâèå íà âåêòîð vλ îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Äëÿ ýëåìåíòîâ
eΛ ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 6.1. Äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V λ ñåìåéñòâî âåê-
òîðîâ {eΛ}Λ∈Λ∞(λ), èíäåêñèðóåìûõ âñåìè áåñêîíå÷íûìè ñõåìàìè Ãåëü-

ôàíäà�Öåòëèíà, îáðàçóåò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü hn ⊂ glnC � ïîäàëãåáðà Êàðòàíà, Eij � ìàò-
ðè÷íàÿ åäèíèöà, degEij = j − i � ñòåïåíü ìàòðè÷íîé åäèíèöû è gq =
〈{Eij | degEij = q}〉 � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ìàòðè÷íûõ åäèíèö ñòåïå-
íè q. Äëÿ àëãåáðû glnC ó íàñ åñòü òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå glnC =
nn− ⊕ hn ⊕ nn+, ãäå nn− =

⊕
n>q>0

gq, à nn+ =
⊕

n<q<0
gq. Ââåä¼ì äëÿ àëãåá-

ðû gl∞C àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå, à èìåííî, îïðåäåëèì ïîäàëãåáðó
Êàðòàíà h∞ = g0 è ïîäïðîñòðàíñòâà n∞− =

⊕
q>0

gq è n∞+ =
⊕
q<0

gq. Òî-

ãäà èìååò ìåñòî òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå gl∞C = n∞− ⊕ h∞ ⊕ n∞+ . Äëÿ

ñòàðøåãî âåñà λ îïðåäåëèì ïðåäñòàâëåíèÿ V λn = nn− · vλ àëãåáðû glnC.
Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê äèàãðàììå (3.5). Çàìåòèì, ÷òî ïðè âëîæåíèè deιn−1

ïîäïðîñòðàíñòâî nn−1
− âêëàäûâàåòñÿ â nn−, òî åñòü deιn−1(nn−1

− ) ⊂ nn−.
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Ýòî íàáëþäåíèå èíäóöèðóåò ñëåäóþùóþ äèàãðàììó âëîæåíèé

0 n1− n2− · · · nn− · · ·

V λ
0 V λ

1 V λ
2 · · · V λ

n · · · ,

deι0 deι1 deι2 deιn−1 deιn

#ι0 #ι1 #ι2 #ιn−1 #ιn

(6.4)

ãäå #ιn � íåêîòîðîå âëîæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ñòàðøèé âåêòîð vλ ∈ V λn
â ñòàðøèé âåêòîð vλ ∈ V λn+1.

Íèæíÿÿ öåïî÷êà âëîæåíèé ïðîñòðàíñòâ V λn îáðàçóåò íàïðàâëåííóþ
ñèñòåìó è èìååò êîïðåäåë lim−→V λn = V λ. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî,

÷òî ïîëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå V λ ïîðîæäàåòñÿ äåéñòâèåì ïîä-
ïðîñòðàíñòâà n∞− íà âåêòîð vλ, òî åñòü V

λ = n∞− · vλ. Îïðåäåëèì ñòå-
ïåíü degΛ ñõåìû Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà Λ êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî N , òà-
êîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ k > N âñå ðàçíîñòè λki − λk−1,i ýëåìåíòîâ ñõåìû
Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà Λ ðàâíû íóëþ äëÿ ëþáûõ i. Ââåä¼ì ïîäìíîæåñòâà
Λn∞(λ) ⊂ Λ∞(λ) êàê ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç âñåõ ñõåì Ãåëüôàíäà�
Öåòëèíà ñòåïåíè n, èíà÷å ãîâîðÿ, Λn∞(λ) = {Λ ∈ Λ∞(λ) | degΛ = n}.
Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Λ∞(λ) =
⋃
n>0

Λn∞(λ). (6.5)

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, â ïðîèçâåäåíèè (6.2) èìååòñÿ ëèøü êî-
íå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Áîëåå ñòðîãî, åñëè Λ ∈ Λn∞(λ), òî eΛ =
−→∏

26k<∞

k−1∏
i=1

z
λki−λk−1,i

ki · vλ =
−→∏

26k6n

k−1∏
i=1

z
λki−λk−1,i

ki · vλ. Îäíàêî äëÿ âñåõ

ïðåäñòàâëåíèé V λn àëãåáðû glnC ìíîæåñòâî {eΛ}Λ∈Λn∞(λ) îáðàçóåò áà-
çèñ, à ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî {eΛ}Λ∈Λ∞(λ) =

⋃
n>0
{eΛ}Λ∈Λn∞(λ) îáðà-

çóåò áàçèñ â ïîëèíîìèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè V λ. �

Äîêàæåì, ÷òî áàçèñ {eΛ}Λ∈Λ∞(λ) ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

V λ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì áàçèñîì Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. Îäíàêî ïåðåä ýòèì
íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ V λ ÿâëÿþò-
ñÿ íåïðèâîäèìûìè è îïðåäåëåíû êîððåêòíî. Ýòî áóäåò ðåçóëüòàòîì
ñëåäóþùèõ ëåìì.
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Ëåììà 6.2. Ïîëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå V λ àëãåáðû gl∞C ÿâëÿ-

åòñÿ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì ñî ñòàðøèì âåñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð vλ ∈ V λ ÿâëÿ-
åòñÿ âåêòîðîì ñòàðøåãî âåñà. Òî, ÷òî n∞− · vλ = V λ, áûëî äîêàçàíî â
ïðåäûäóùåé ëåììå. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü îñòàâøèõñÿ ñâîéñòâ. Çà-
ìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî n∞+ =

⋃
n>0

nn+. Íî, äëÿ ëþáîãî n ∈ N∗

äåéñòâèå nn+ íà âåêòîð vλ äà¼ò íóëü-âåêòîð, à çíà÷èò, n
∞
+ · vλ = 0. Àíà-

ëîãè÷íî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h∞ =
⋃
n>0

hn. Íî, äëÿ ëþáîãî n ∈ N∗

äåéñòâèå ýëåìåíòà Eii ∈ hn íà âåêòîð vλ äà¼ò λivλ, à çíà÷èò ∀Eii ∈
h∞ =⇒ Eii · vλ = λivλ. Òàêèì îáðàçîì, âñå ïîëèíîìèàëüíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè ñî ñòàðøèì âåñîì. Ïîêàæåì èõ
íåïðèâîäèìîñòü.

Ââåä¼ì íà ïðîñòðàíñòâå V λ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ýðìèòî-
âó ôîðìó 〈·|·〉, îáúÿâèâ áàçèñíûå ýëåìåíòû eΛ îðòîãîíàëüíûìè. Ïóñòü
U ⊂ V λ � íåòðèâèàëüíîå èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ àëãåá-
ðû gl∞C ïîäïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ê íåìó îðòîãîíàëüíîå äîïîë-
íåíèå U⊥ îòíîñèòåëüíî ôîðìû 〈·|·〉. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî U⊥
òàê æå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ àëãåáðû gl∞C. Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ëþáîãî g ∈ gl∞C ñëåäóåò, ÷òî g · U ⊂ U . Íî, ïî îïðå-
äåëåíèþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ, âåðíî, ÷òî 〈U |U⊥〉 = 0. Òîãäà
〈g · U |U⊥〉 = 〈U |g† · U⊥〉 = 0, ãäå g† � ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííàÿ ìàòðèöà.
Ñëåäîâàòåëüíî g†·U⊥ ⊂ U⊥, à çíà÷èò U⊥ � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî. Òàê, èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
V λ = U ⊕ U⊥. Ïóñòü âåêòîð ñòàðøåãî âåñà vλ ïðèíàäëåæèò ïîäïðî-
ñòðàíñòâó U . Äåéñòâèå àëãåáðû gl∞C ·vλ = V λ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, U �
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à çíà÷èò gl∞C·vλ ⊂ U . Ñëåäîâàòåëüíî
ïîäïðîñòðàíñòâî U = V λ, à U⊥ = 0. �

Ëåììà 6.3. Ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ðàçíûìè ñòàðøèìè

âåñàìè íå èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ V λ

è V λ
′
òàêèå, ÷òî λ 6= λ′. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ρ : V λ −−→ V λ

′

� èçîìîðôèçì ïðåäñòàâëåíèé. Ïðè èçîìîðôèçìå ñòàðøèé âåêòîð vλ
ïåðåõîäèò â ñòàðøèé âåêòîð vλ′ . Òîãäà äëÿ ëþáîãî Eii ∈ h∞ âåðíî, ÷òî
Eii · vλ = λivλ. Ïî ñâîéñòâó ñïëåòàþùåãî îïåðàòîðà ρ ïîëó÷àåì, ÷òî
λivλ = ρ(Eii · vλ) = Eii · ρ(vλ) = Eii · vλ′ = λ′i · vλ′ äëÿ ëþáîãî èíäåêñà
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i. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ
ðàçíûìè ñòàðøèìè âåñàìè íå èçîìîðôíû. �

Èòàê, âñå ïîëèíîìèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû gl∞C ÿâëÿþò-
ñÿ íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ñî ñòàðøèì âåñîì, ïðè÷¼ì èìååò
ìåñòî áèåêöèÿ ìåæäó êëàññàìè èçîìîðôèìîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé è ìíîæåñòâîì âñåõ ñòàðøèõ âåñîâ. Âñå ýòè ñâîéñòâà áûëè óíà-
ñëåäîâàíû îò àíàëîãè÷íûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Â òîì æå
äóõå áóäåò ïðîâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.1. Áàçèñ {eΛ}Λ∈Λ∞(λ) íåïðèâîäèìîãî ïîëèíîìèàëüíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ V λ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ãîâîðèëîñü ðàíåå, áåñêîíå÷íàÿ àëãåáðà Ãåëü-
ôàíäà�Öåòëèíà GZ∞ ïîðîæäàåòñÿ âñåìè êîýôôèöèåíòàìè âñåõ êâàí-
òîâûõ ìèíîðîâ Am(u), òî åñòü GZ∞ = 〈{ami}16i6m6∞〉. Òàêèì îáðà-
çîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå âåêòîðû eΛ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííû-
ìè âåêòîðàìè êâàíòîâûõ ìèíîðîâ Am(u). Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî {Am(u)}16m<∞ =

⋃
n>0
{Am(u)}16m6n. Âñëåäñòâèå ôîðìóëû

(4.5), äëÿ ëþáîãî n ∈ N, âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {eΛ}Λ∈Λn∞(λ) ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè êâàíòîâûõ ìèíîðîâ {Am(u)}16m6n.
Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ {eΛ}Λ∈Λ∞(λ) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ âñåõ êâàíòîâûõ ìèíîðîâ {Am(u)}16m<∞, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà. �

Áàçèñ Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà (6.2) èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä â ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû gl∞C. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ glnC,
äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ V λ àëãåáðû gl∞C èìååò
ìåñòî âëîæåíèå

V λ ↪−→
⊗
k>0

Symak
∧k

C∞, (6.6)

ãäå ïî÷òè âñå ÷èñëà ak ∈ N ðàâíû íóëþ.

Òàê, äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ
∧k C∞ áàçèñ Ãåëüôàí-

äà�Öåòëèíà èìååò âèä

{eΛ}Λ∈Λ∞(λ) = {ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eik}16i16i26...6ik<∞. (6.7)

Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, âñå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû gl∞C ÿâëÿþò-
ñÿ òàê æå ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû GL∞C. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ (6.2)
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé V λ ãðóïïû GL∞C. Êàê âèäíî èç íàïèñàííîãî âûøå, âñå èäåè
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ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà â íåïðèâîäèìûõ gl∞C-ìîäóëÿõ
îñíîâûâàëèñü íà ñâåäåíèè áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ ê êîíå÷íîìåðíî-
ìó. Ýòè èäåè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãåëüôàíäà�
Öåòëèíà â íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ êîïðåäåëîâ âñåõ êëàññè÷å-
ñêèõ àëãåáð Ëè A∞, B∞, C∞, D∞ è äðóãèõ ðåäóêòèâíûõ àëãåáð.
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Movchan E. A. Gelfand�Tsetlin basis for irreducible representations of
the in�nite-dimensional general linear group

We consider the problem of constructing a Gelfand�Tsetlin basis in
irreducible representations of the in�nite-dimensional general linear group.
For �nite-dimensional irreducible representations of a general linear group,
all elements of the Gelfand�Tsetlin basis are parameterized by Gelfand�
Tsetlin schemes. We extend this de�nition to in�nite Gelfand�Tsetlin sche-
mes, which, in turn, parameterize elements of the Gelfand�Tsetlin basis of
an irreducible representation of the in�nite-dimensional complete linear
group. Using properties of co-limits of representations with the highest
weight, we present an explicit form of the Gelfand�Tsetlin basis.
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