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�1. Ââåäåíèå

Ðåãóëÿðèçàöèÿ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè àíàëèçå ðàñõîäÿùèõñÿ
èíòåãðàëîâ è ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé â êâàíòîâî-ïîëåâûõ ìîäåëÿõ [1,2].
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåãóëÿðèçàöèè îáðåçàíèåì â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè [3�10], îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåíå-
íèè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà â
íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. ßñíî, ÷òî ïðè òàêîé
äåôîðìàöèè ñóùåñòâóåò ïðîèçâîë, êîòîðûé, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà,
ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ ¾íåäîïóñòèìûõ¿ ôóíêöèé. Ê ïðèìå-
ðó, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåôîðìèðîâàííîãî îïåðàòîðà ìîãóò ìåíÿòü
çíàê, èç-çà ÷åãî ãàóññîâ èíòåãðàë òåðÿåò ñõîäèìîñòü. Íåêîòîðûå äî-
ïîëíèòåëüíûå îáñóæäåíèÿ ðåãóëÿðèçàöèé íà ïðèìåðå äâóìåðíûõ ñêà-
ëÿðíûõ òåîðèé, à òàêæå èõ ïðèìåíåíèå, ìîãóò áûòü íàéäåíû â ðàáî-
òàõ [11�14].

Â íåäàâíåé ðàáîòå [15] áûëî ïðåäëîæåíî óñëîâèå äîïóñòèìîñòè äëÿ
ðåãóëÿðèçàöèè îáðåçàíèåì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ðàçìåðíîñòüþ
áîëüøå äâóõ, êîòîðîå íàêëàäûâàåò ðÿä îãðàíè÷åíèé íà âèä äåôîðìà-
öèè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî äåôîðìàöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ òàêîìó óñëîâèþ. Ê ñîæàëåíèþ, â äâóìåðíîì ñëó÷àå âîç-
íèêàåò äîïîëíèòåëüíûé ïðîèçâîë â ôîðìóëèðîâêå, êîòîðûé ÿâëÿåò-
ñÿ ñëåäñòâèåì âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíî-
ñòåé. Â äàííîé ðàáîòå ïëàíèðóåòñÿ îáîáùèòü óñëîâèå íà äâóìåðíûé
ñëó÷àé, à òàêæå ïðèìåíèòü ïîëó÷åííóþ ðåãóëÿðèçàöèþ ê äâóõïåòëå-
âûì ðàñõîäèìîñòÿì â íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè, ñì. [8, 16�24].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãóëÿðèçàöèÿ îáðåçàíèåì, ôóíêöèÿ Ãðèíà, ôóíäàìåíòàëü-
íîå ðåøåíèå, äåôîðìàöèÿ, êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå, ñèãìà-ìîäåëü, äâå ïåòëè,
ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì Íàó÷íûì Ôîíäîì, ãðàíò 23-11-00311.
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Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ñåêöèè 2 ïðåäñòàâëåíà îñ-
íîâíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îáñóæäàåòñÿ ïðîèçâîë â äåôîðìàöèè ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå ôîðìóëèðóåòñÿ óñëîâèå äîïóñòèìî-
ñòè îáðåçàíèÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Â ñåêöèè 3 ïðåäñòàâëåíû íåêî-
òîðûå ñâîéñòâà äåôîðìèðóþùåé ôóíêöèè è êîíêðåòíûå ïðèìåðû. Â
ñåêöèè 4 îáñóæäàþòñÿ äâóõïåòëåâûå ñèíãóëÿðíîñòè â äâóìåðíîé íåëè-
íåéíîé σ-ìîäåëè. Â çàêëþ÷åíèè ñîäåðæàòñÿ íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ.

�2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2 ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ( · , · ). Îïðåäåëèì îïåðàòîð Ëàïëàñà A(x) è
åãî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå G(x), êîòîðûå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-
òàõ èìåþò âèä

A(x) = −∂2
x1
− ∂2

x2
, G(x) = − ln(|x|)

2π
.

Ðåøåíèå G(·) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ãëàâíîãî ïðèáëèæåíèÿ
ôóíêöèè Ãðèíà [25, 26], ïîýòîìó èññëåäîâàíèå åãî ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ
ïîëåçíîé çàäà÷åé. Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåä-
ëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ A(x)G(x − y) = δ(x − y) â ñìûñëå îáîáùåííûõ
ôóíêöèé íà êëàññå Øâàðöà S(R2), ñì. [27].

Óïîìÿíóòàÿ âûøå ðåãóëÿðèçàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â äåôîðìàöèè ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ â çàìêíóòîì øàðå B1/Λ ðàäèóñà 1/Λ è ñ öåí-
òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ïðåäñòàâèìà â âèäå

G(x)
ðåã.−−→ GΛ,f (x) =

f
(
Λ, |x|2Λ2

)
4π

+
1

2π

{
L, äëÿ |x| 6 1/Λ;

− ln(|x|σ), äëÿ |x| > 1/Λ,

=
f
(
Λ, |x|2Λ2

)
4π

+GΛ,0(x). (1)

Çäåñü L = ln(Λ/σ), Λ � ðåãóëÿðèçóþùèé ïàðàìåòð, σ = 1 � îáåçðàç-
ìåðèâàþùàÿ âåëè÷èíà, è f(Λ, ·) ∈ C

(
[0,+∞),R

)
� âñïîìîãàòåëüíàÿ

äåôîðìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîéñòâàì

supp
(
f(Λ, ·)

)
⊂ [0, 1] è A(x)f

(
Λ, |x− y|2Λ2

) Λ→+∞−−−−−→ 0. (2)

Äëÿ òàêîãî âèäà äåôîðìàöèè ñïðàâåäëèâ ïåðåõîä A(x)GΛ,f (x − y) →
δ(x − y) ïðè ñíÿòèè ðåãóëÿðèçàöèè Λ → +∞ â ñìûñëå îáîáùåííûõ
ôóíêöèé íà S(R2). Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî G(x) = GΛ,f (x)
äëÿ âñåõ |x| > 1/Λ. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñ ðàçìåðíîñòüþ áîëüøå
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äâóõ, äåôîðìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ èìååò äîïîëíèòåëüíûé àðãóìåíò Λ.
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ïðèñóòñòâèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ñèíãó-
ëÿðíîñòè âèäà L ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèþ ìîæíî âûïèñàòü â âèäå

f(Λ, · ) = f(·) + Lf1(·).

Õîòÿ ïðèñóòñòâèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå è ÿâëÿåòñÿ
ëîãè÷íûì, ìîæíî ïðèâåñòè íåñêîëüêî ñåðüåçíûõ àðãóìåíòîâ, êîòîðûå
çàïðåùàþò åãî íàëè÷èå.

• Âî-ïåðâûõ, ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ìàñøòàáíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå. Ïðè x → αx, ãäå α > 0, ïåðâîíà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ
ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

G(x)→ G(αx) = G(x)− ln(α)

2π
.

Â ñâîþ î÷åðåäü, â äåôîðìèðîâàííîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå
ïðèîáðåòàåò âèä

GΛ,f (x)→ GΛ,f (αx) = GΛ′,f (x)− ln(α)

2π
− ln(α)f1(|x|2

(
Λ′)2

)
,

ãäå Λ′ = αΛ � íîâûé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì,
æåëàíèå ñîõðàíèòü ¾ïðàâèëüíîå¿ ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âûáðàòü f1 ≡ 0.

• Âî-âòîðûõ, ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïåðâóþ êâàíòîâóþ
ïîïðàâêó â äâóìåðíîé íåëèíåéíîé σ-ìîäåëè. Êàê èçâåñòíî, ñì.
[8, 24], ïåðâàÿ êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà ðàâíà ëîãàðèôìó äåòåðìè-
íàíòà è, ñ ó÷åòîì ïåðòóðáàòèâíîãî ðàçëîæåíèÿ, ñèíãóëÿðíàÿ
÷àñòü ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåãðàëó âèäà∫

B1/σ

d2x
(
∂xµG

Λ,f (x)
)(
∂xµG

Λ,f (x)
)

=
L2

4π

1∫
0

ds s
(
f ′1(s)

)2

+
L

2π

1∫
0

ds sf ′(s)f ′1(s) +
L

2π
.

Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ïåðâàÿ ïîïðàâêà äîëæíà áûòü ïðîïîðöèî-
íàëüíà ïåðâîé ñòåïåíè ëîãàðèôìà è íå äîëæíà çàâèñåòü îò
ðåãóëÿðèçàöèè, ïîëó÷àåì òðåáîâàíèå f1 ≡ 0.
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Èñõîäÿ èç ïîñëåäíèõ çàìå÷àíèé, â äàííîé ðàáîòå áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ðåãóëÿðèçóþùàÿ ôóíêöèÿ íå ñîäåðæèò ëîãàðèôìè÷åñêîé ñèíãó-
ëÿðíîñòè è ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(Λ, · ) = f(·).

Â ðàáîòå [15] áûëî ïðåäëîæåíî è èçó÷åíî óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè
îáðåçàíèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè â ïðîñòðàíñòâå ñ ðàçìåðíî-
ñòüþ n > 2. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òðåáîâàíèè, ÷òîáû ïëîòíîñòü â èì-
ïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè áûëà íåîòðèöàòåëüíîé

ĜΛ,f (y) =

∫
R2

d2x ei(y,x)GΛ,f (x) > 0, (3)

äëÿ âñåõ y ∈ Rn è Λ > N > 0 äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî N > 0.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé. Òàêîå óñëîâèå íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ôóíê-
öèþ f(·). Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (1) â íåðàâåíñòâî (3) è âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëàìè, ñì. (20) è (30) èç [6] è òåîðåìîé 4.15 èç [28],

ĜΛ,0(y) =
J0(|y|/Λ)

|y|2
è J0(|y|) =

1

2π

∫
S1

dσ(x̂) ei(x̂,y), (4)

ãäå J0(·) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà, S1 � åäèíè÷íàÿ îêðóæ-
íîñòü ñ öåíòðîì â íóëå, dσ(x̂) � ñòàíäàðòíàÿ ìåðà íà îêðóæíîñòè
ñ x̂ ∈ S1 ⊂ R2. Ê ïðèìåðó, ìîæíî âûáðàòü ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà
x̂1 = cos(φ) è x̂2 = sin(φ), ãäå φ ∈ [0, 2π) è dσ(x̂) = dφ. Äàëåå, îáî-
çíà÷àÿ ïàðàìåòð s = |y|/Λ, íåðàâåíñòâî (3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â
ÿâíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì

s2

2

1∫
0

dt tJ0(st)f(t2) + J0(s) > 0 (5)

äëÿ âñåõ s > 0.

�3. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà

Ñôîðìóëèðóåì ðÿä óòâåðæäåíèé î äåôîðìèðóþùåé ôóíêöèè f(·) è
âûïîëíèìîñòè óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè (5). Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò ïîêà-
çàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó, íå ïó-
ñòî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 2 èç [15]. Êàê áûëî
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îòìå÷åíî â çàêëþ÷åíèè ýòîé ðàáîòû, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ñïðàâåä-
ëèâî è äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Òîãäà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
óòâåðæäåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Ëåììà 1. Ïóñòü k ∈ N \ {0}. Ðàññìîòðèì íàáîð ìóëüòèèíäåêñîâ

{αi}ki=1, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè

èç èíòåðâàëà (0, 1/2] è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

2

dim(αi)∑
j=1

(αi)j 6 1 äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , k}.

Äàëåå äëÿ êàæäîãî ìóëüòèèíäåêñà αi îïðåäåëèì èíòåãðàë âèäà

HΛ
αi(G)(x)=

(
2 dim(αi)∏
j=1

∫
S1

dσ(x̂j)

2π

)
G

(
x+Λ−1

dim(αi)∑
m=1

(
x̂2m+x̂2m−1

)
(αi)m

)

è íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {κi}ki=1, òàêèõ ÷òî κ1 + . . . + κk = 1.
Òîãäà ôóíêöèÿ

k∑
i=1

κiH
Λ
αi(G)(x)

èìååò äåôîðìàöèþ GΛ,f (x) âèäà (1), è äåôîðìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f(·)
âûïèñûâàåòñÿ â âèäå

f(s) =

{
4π
∑k
i=1 κiH

1
αi(G)(

√
sx̂), äëÿ s 6 1;

0, äëÿ s > 1.
(6)

Â òî æå âðåìÿ îáîáùåíèå íà äâóìåðíûé ñëó÷àé äîïóñêàåò è ëåì-
ìà 4 èç [15], êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïîñòðîåíèå ôóíêöèè, óäîâëåâîðÿþùåé
óñëîâèþ äîïóñòèìîñòè â ñòðîãîé ôîðìóëèðîâêå, òî åñòü ñî çíàêîì >
âìåñòî >, à òàêæå ïðåäñòàâèìîé ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáîðà îïåðàòîðîâ
óñðåäíåíèÿ.

Ëåììà 2. Â óñëîâèÿõ ëåììû 1 ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé k →
+∞, à òàêæå âûáåðåì dimαi = 1 è (αi)1 = 1/2 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé i.
Äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç fs(·) äåôîðìèðóþùóþ ôóíêöèþ (6), îòâå÷àþ-
ùóþ âûáðàííîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, è ââåäåì äâà íàáîðà ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë {κi}+∞i=1 è {ri}+∞i=1 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

+∞∑
i=1

κi = 1, lim
i→+∞

(ri) = 0,

+∞∑
i=1

κi r
−2
i < +∞.
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Ïóñòü r = maxi>1(ri). Çàòåì êàæäîìó ri ñîïîñòàâèì äåôîðìèðîâàí-

íîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå GΛ/ri,fs . Òîãäà ôóíêöèÿ

+∞∑
i=1

κiGΛ/ri,fs

ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèåé GΛ/r,f âèäà (1), à ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåôîðìè-
ðóþùàÿ ôóíêöèÿ f(·) ðåøàåò íåðàâåíñòâî (5) â ñòðîãîé ôîðìóëèðîâ-

êå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ÿâíûé âèä äëÿ íåêîòîðîãî êîí-
êðåòíîãî ñëó÷àÿ. Ê ïðèìåðó, ðàññìîòðèì â óñëîâèÿõ ëåììû 1 ñèòóà-
öèþ k = 1, dim(α1) = 1 è (α1)1 = 1/2. Òîãäà ôóíêöèÿ

G1,̂f (x) =

∫
S1

dσ(x̂1)

2π

∫
S1

dσ(x̂2)

2π
G
(
x+

(
x̂1 + x̂2

)
/2
)

ñ÷èòàåòñÿ ÿâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð A(x) è ïîëüçóÿñü
ðàâåíñòâîì èç [15], ïîëó÷àåì

A(x)G1,̂f (x) =
1

π2

{
|x|−1

(
1− |x|2

)−1/2
, äëÿ |x| 6 1;

0, äëÿ |x| > 1.
(7)

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ, îïåðàòîð Ëàïëàñà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå A(x)→ −|x|−1∂|x||x|∂|x|. Çàòåì, èíòåãðèðóÿ ñ ó÷å-
òîì óñëîâèé ñøèâàíèÿ, äåôîðìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ âûïèñûâàåòñÿ â âè-
äå

f̂(t) =
4

π

1∫
√
t

dr
arcsin(r)

r

äëÿ t 6 1, è f̂(t) = 0 äëÿ t > 1. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè
ìîæíî ðàññìîòðåòü âûïîëíèìîñòü íåðàâåíñòâà (5), êîòîðîå ñëåäóåò èç
öåïî÷êè ðàâåíñòâ

s2

2

1∫
0

dt tJ0(st)f̂(t2) =
2s

π

1∫
0

dt arcsin(t)J1(st) =
(
J0(s/2)

)2

− J0(s).

Ðåãóëÿðèçàöèÿ ñ äâîéíûì óñðåäíåíèåì ìîæåò óñïåøíî ïðèìåíÿòüñÿ
â òåîðèÿõ, â êîòîðûõ âåðøèíû íå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûõ. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà òàêèõ òåîðèé ìîæíî ïðèâåñòè ñóïåðïåðåíîðìèðóåìûå ñêà-
ëÿðíûå òåîðèè φ4 è φ6. Â äðóãèõ òåîðèÿõ òàêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ìîæåò
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îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â äèàãðàììå ïîÿâëÿåò-

ñÿ êîìáèíàöèÿ âèäà A(x)GΛ,̂f (x), òî â òî÷êå x = 0 î÷åâèäíûì îáðàçîì
ñîãëàñíî ôîðìóëå (7) ïîÿâëÿåòñÿ ðàñõîäèìîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü áîëüøåå êîëè÷åñòâî óñðåäíåíèé. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìå-
ðà ÷àñòíûé ñëó÷àé èç ëåììû 2 ñ ïàðàìåòðàìè

k = 1, n ∈ N, dim(α1) = n, (α1)i = 1/(2n)

äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

A(x)HΛ
α1

(G)(x) =
1

4π2

∫
R2

d2y ei(x,y)
(
J0

(
|y|/(2nΛ)

))2n

,

ãäå áûëè èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû èç (4). Â ÷àñòíîñòè, ïðè x = 0 ïîëó-
÷àåì èíòåãðàë

1

2π

+∞∫
0

dr r
(
J0

(
r/(2nΛ)

))2n

=
2n2Λ2

π

+∞∫
0

dr r
(
J0

(
r
))2n

,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè n > 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëåíèå â âåðøèíàõ
ïðîèçâîäíûõ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíÿòü ¾áîëåå ñèëüíóþ¿
ðåãóëÿðèçàöèþ.

�4. Íåëèíåéíàÿ σ-ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ðåãóëÿðèçàöèè íà ïðèìåðå äâóõïåòëåâîãî
âêëàäà â äâóìåðíîé íåëèíåéíîé σ-ìîäåëè, êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå äëÿ
êîòîðîé áóäåì îáîçíà÷àòü Scl[ · ]. Ðàíåå ïîõîæàÿ çàäà÷à óæå èçó÷à-
ëàñü [8, 24], îäíàêî ñàìà ðåãóëÿðèçàöèÿ ââîäèëàñü ¾íàèâíûì¿ ñïîñî-
áîì áåç ó÷åòà ñâÿçè êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è êâàíòîâîãî äåé-
ñòâèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî äî ââåäåíèÿ ðåãóëÿðèçàöèè óðàâíåíèå äâèæå-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ ïî
ôîíîâîìó ïîëþ. Òàêóþ ñâÿçü ìîæíî ñîõðàíèòü è ïîñëå ââåäåíèÿ ðåãó-
ëÿðèçàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ôîíîâîãî ïîëÿ,
ñì. [29�33], êâàíòîâîå äåéñòâèå ñòàíîâèòñÿ ôóíêöèîíàëîì, çàâèñÿùèì
îò âåùåñòâåííîãî ôîíîâîãî ïîëÿ Baµ, à êâàäðàòè÷àÿ ôîðìà, ïðè ïîìî-
ùè êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå èíòåãðèðîâàíèå, ïðèîáðå-
òàåò âèä

1

2

∫
R2

d2xφ(x)aAab(x)φb(x), (8)
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ãäå φa(·) � ôëóêòóàöèÿ, è îïåðàòîð Ëàïëàñà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Aab(x) = A(x)δab/2 + facbBcµ(x)∂xµ/2.

Çäåñü fabc � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûå âåùåñòâåííûå ñòðóêòóðíûå
êîíñòàíòû äëÿ àëãåáðû Ëè su(n), µ = 1, 2, a, b, c ∈ {1, . . . ,dim su(n)}.
Êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå êàê ôóíêöèÿ ôîíîâîãî ïîëÿ âûïèñûâàåòñÿ â
âèäå

Scl[B] =

∫
R2

d2xBaµ(x)Baµ(x).

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ââîäèòü ðåãóëÿðèçàöèþ ïóòåì äåôîðìà-
öèè ñâîáîäíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà A(x) → AΛ(x), òî æåëàåìàÿ ñâÿçü
ñîõðàíèòñÿ. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ äåôîðìàöèÿ òàêîãî âèäà,
÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó (1). Ñ ó÷åòîì âûøåèçëî-
æåííûõ ïðåäïîëîæåíèé, ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå äîïóñêàåò ïðåäñòàâ-
ëåíèå

Weff [B,Λ] =
Scl[B]

4γ2
+W1[B,Λ] + γ2W2[B,Λ] +O

(
γ4
)
,

ãäå γ � êîíñòàíòà ñâÿçè. Èçâåñòíî, ñì. ðåçóëüòàòû [8, 23, 24] ñ ó÷åòîì
ïåðòóðáàòèâíîé ôîðìóëû äëÿ äåòåðìèíàíòà ïî ñòåïåíÿì ïîòåíöèàëà,
÷òî W1[B,Λ] èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñèíãóëÿðíîñòü âèäà

−c2Scl[B] ln(Λ/σ)/(16π),

ãäå êîíñòàíòà c2 ñëåäóåò èç íîðìèðîâêè fabcfabe = c2δ
ce.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â (8) ìîæíî áðàòü
ñèììåòðèçîâàííóþ âåðñèþ, òî åñòü

Aab(x)→ Âab(x) = AΛ(x)δab/2 + facbBcµ(x)∂xµ/4 + ∂xµf
acbBcµ(x)/4,

òàê êàê φ(x)afacbφb(x) = 0. Èìåííî äëÿ òàêîãî îïåðàòîðà è áóäåò ñòðî-
èòüñÿ ïåðòóðáàòèâíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà. Îáîçíà÷èì äëÿ
óäîáñòâà

V ab(x) = facbBcµ(x)∂xµ/2 + ∂xµf
acbBcµ(x)/2.

Òîãäà, ïîëüçóÿñü ôîðìàëüíûì ïðèìåíåíèåì âòîðîãî ðåçîëüâåíòíîãî
òîæäåñòâà, ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî îïåðàòîðà ìîæåò
áûòü âûïèñàíà â âèäå

1

2
GabΛ (x, y) = GΛ,f (x− y)δab +

3∑
k=1

ηabk (x, y),
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ãäå

ηab1 (x, y) = −
∫
R2

d2x1G
Λ,f (x− x1)V ab(x1)GΛ,f (x1 − y),

ηab2 (x, y) =

∫
R2×2

d2x1d2x2G
Λ,f (x− x1)V ac(x1)

×GΛ,f (x1 − x2)V cb(x2)GΛ,f (x2 − y),

ηab3 (x, y) =

+∞∑
k=3

(−1)k
∫

R2×k

d2x1 . . . d
2xkG

Λ,f (x− x1)

× V ac1(x1)GΛ,f (x1 − x2) · . . . · V ck−1b(xk)GΛ,f (xk − y).

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ôîðìàëüíûì ðàçëîæåíèåì ïî
ñòåïåíÿì ïîòåíöèàëà, íî è ïîêàçûâàåò ãëàäêîñòü ñîñòàâëÿþùèõ êîì-
ïîíåíò. ßñíî, ÷òî ñ ðîñòîì èíäåêñà ãëàäêîñòü ôóíêöèé óâåëè÷èâàåòñÿ.
Âûïèøåì ðÿä î÷åâèäíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ñëåäóþò èç ïîñòðîå-
íèÿ è ñâîéñòâ (2) äëÿ ðåãóëÿðèçóþùåé ôóíêöèè f(·)(

Âac(x)
∣∣
reg.

)
GcbΛ (x, y) = GacΛ (x, y)

(
Âcb(y)

∣∣
reg.

)
= δabδ(x− y),

GabΛ (x, y) = GbaΛ (y, x),

V aa(x) = 0, ηaa1 (x, y) = 0, (9)

V ac(x)ηcb2 (x, y) +
(
A(x)δac + V ac(x)

)
ηcb3 (x, y)

Λ→+∞−−−−−→ 0, (10)

A(x)GΛ,f (x− y)
∣∣∣
y=x

=
Λ2

4π

(
A(x)f

(
|x|2
))∣∣∣

x=0
≡ Λ2α1(f)

4π
. (11)

ßñíî, ÷òî ÷àñòü ðàâåíñòâ íóæíî ïîíèìàòü â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé íà S(R2). Äàëåå ââåäåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòå-
ãðàëà

I1 =

∫
B1/σ

d2x
(
∂xµG

Λ,f (x)
)(
∂xµG

Λ,f (x)
)
GΛ,f (x),

I2 =

∫
B1/σ

d2x
(
∂xµG

Λ,f (x)
)(
∂xµG

Λ,f (x)
)
.
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Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ïðåäñòàâëåíèÿ (1) ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñëåäóþ-
ùèõ ðàâåíñòâàõ

I1
s.p.
=

1

8π2

(
L2 + L

1∫
0

ds s
(
f ′(s)

)2
)
≡ L2 + Lα2(f)

8π2
,

I2
s.p.
=

L

2π

s.p.
= GΛ,f (0),

ãäå L = ln(Λ/σ), è çíàê
s.p.
= ïîêàçûâàåò ðàâåíñòâî ñèíãóëÿðíûõ ñî-

ñòàâëÿþùèõ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ðàìêàõ äàííîé ñåêöèè ôèê-
ñèðîâàííûé ïàðàìåòð σ íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü ðàâåí åäèíèöå,
ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåì ëèøü σ > 0. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì ôàêòîì, ÷òî
íåëîêàëüíûå è ãëàäêèå ñîñòàâëÿþùèå ôóíêöèè Ãðèíà íå äàþò âêëàäà
â îêîí÷àòåëüíûé îòâåò.

Êàê èçâåñòíî, äâóõïåòëåâàÿ ïîïðàâêà ê êëàññè÷åñêîìó äåéñòâèþ â
íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè ñîñòîèò èç äåâÿòè äèàãðàìì, ñì. ðèñóíêè 2 è
3 â ðàáîòå [8], êîòîðûå ðàíåå áûëè èçó÷åíû äëÿ øèðîêîãî êëàññà ðåãó-
ëÿðèçàöèé, âêëþ÷àþùåãî òàêæå è ðàçìåðíóþ. Äåôîðìàöèÿ, ïðåäñòàâ-
ëåííàÿ â äàííîé ðàáîòå íå ïîëíîñòüþ âïèñûâàåòñÿ â êðèòåðèè òàêîãî
êëàññà. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ê âîñüìè èç äåâÿòè
äèàãðàìì ìîæíî ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, à îäíó ñëåäóåò
âñå æå ïåðåñ÷èòàòü. Äëÿ ýòîãî îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùóþ öå-
ïî÷êó ðàâåíñòâ

∂xν

(
ηab1 (x, y)− (x− y)µ

4
facb

(
Bcµ(x) +Bcµ(y)

)
GΛ,f (x− y)

)∣∣∣∣
y=x

=

∫
R2

d2z
(
∂zνG

Λ,f (x− z)
)
V ab(z)GΛ,f (z − x)

− 1

2
facbBcν(x)GΛ,f (0)

s.p.
=

1

2
facbBcν(x)

(
I2 −GΛ,f (0)

)
s.p.
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðè ïîñòðîåíèè äâóõïåòëåâîé äèàãðàììû ó÷àñò-
âóþò òîëüêî ôóíêöèè Ãðèíà áåç ïðîèçâîäíûõ è/èëè ñ îäíîé ïðîèçâîä-
íîé, òî îêîëî äèàãîíàëè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå âèäà

GabΛ (x, y) = 2GΛ,f (x− y)aab0 (x, y) + 2PSabΛ (x, y),
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ãäå aab0 (x, y) � óïîðÿäî÷åííàÿ îïåðàòîðíàÿ ýêñïîíåíòà, êîòîðàÿ ðåøàåò
çàäà÷ó

(x− y)µ
(
∂xµδ

ab − faebBeµ(x)/2
)
abc0 (x, y) = 0, abc0 (x, x) = 1.

Èìåííî òàêîãî ðàçëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ïîäñ÷åòà ñèíãóëÿðíûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ âî âñåõ äèàãðàììàõ íà ðèñ. 2 èç [8], à òàêæå â ïåðâîé è
òðåòüåé äèàãðàììàõ íà ðèñ. 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîìåæóòî÷íûé îòâåò
ìîæåò áûòü âûïèñàí â âèäå

W2[B,Λ]
s.p.
=

c22Scl[B]

32

(
− 2I1 +

(
GΛ,f (0)

)2)
+
d(Λ)

48
,

ãäå îñòàâøàÿñÿ äåâÿòàÿ äèàãðàììà èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

d(Λ) =

∫
R2

d2x

(
fgbdf cbaGgaΛ (x, x)

(
∂xµ
(
∂yµδ

dh

− fdehBeµ(y)
)
GhcΛ (y, x)

)∣∣∣
y=x
− κ
)
, (12)

â êîòîðîì êîíñòàíòà κ íå çàâèñèò îò ôîíîâîãî ïîëÿ è ðàâíà

κ = −Λ2c2α1(f)

π
GΛ,f (0) dim(su(n)).

Âû÷èñëèì ñèíãóëÿðíóþ ñîñòàâëÿþùóþ äëÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà.
Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèþ Ãðèíà íà äèàãîíàëè ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

GgaΛ (x, x) = 2δgaGΛ,f (0) + ρga(x).

Ïðè ýòîì ñèììåòðè÷íàÿ ïî èíäåêñàì ôóíêöèÿ ρga(x) è åå ïåðâàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè è íå ñîäåðæàò ñèíãóëÿðíûõ ñîñòàâëÿ-
þùèõ. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â (12) è ïîëüçóÿñü ñèì-
ìåòðè÷íîñòüþ ôóíêöèé, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå âèäà

d(Λ)
s.p.
=

∫
R2

d2x

(
fgbdf cbaGgaΛ (x, x)

(
2Âdh(y)GhcΛ (y, x)

)∣∣∣
y=x
− κ
)

s.p.
= −2c2G

Λ,f (0)

∫
R2

d2x
(
Âch(y)

(
GhcΛ (y, x)− 2δhcGΛ,f (y − x)

))∣∣∣
y=x

− c2Λ2α1(f)

2π

∫
R2

d2x ρaa(x),
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ãäå äîïîëíèòåëüíî áûëè èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ

fgbdf cba∂xµρ
ga(x)fdec = 0,

fgbdf cbaGgaΛ (x, x)fdehGhcΛ (x, x)
s.p.
= 0.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâà (9), (10) è (11), ïîëó÷àåì(
Âch(y)

(
GhcΛ (y, x)− 2δhcGΛ,f (y − x)

))∣∣∣
y=x

=
(
V ab(y)ηba1 (y, x) +A(y)ηaa2 (y, x)

)∣∣∣
y=x

+ o(1)

=
3c2
8π

Baµ(x)Baµ(x)α3(f) + o(1),

ãäå

α3(f) =
4π

3

∫
R2×2

d2xd2y
(
ω(x)− δ(x)

)
G1,f (x− y)ω(y),

ω(x) = −∂xµ∂xµG1,f (x).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ω(x) ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ è èìååò íîñè-
òåëü â øàðå ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì îäèí. Òàêèì
îáðàçîì, ñîáèðàÿ âñå ïðîìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ, îòâåòû äëÿ îñòàâ-
øåéñÿ äèàãðàììû è äâóõïåòëåâîãî âêëàäà ìîæíî âûïèñàòü â âèäå

d(Λ)
s.p.
= −3c22α3(f)L

8π2
Scl[B]− c2Λ2α2(f)

2π

∫
R2

d2x ρaa(x),

W2[B,Λ]
s.p.
=

c22Scl[B]L

27π2

(
f(0)− α2(f)− α3(f)

)
− c2Λ2α1(f)

96π

∫
R2

d2x ρaa(x).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå W2[B,Λ] ïðîïîðöèîíàëüíî êëàññè÷åñêîìó äåéñòâèþ
è ìîæåò áûòü ñîêðàùåíî ïåðåíîðìèðîâêîé êîíñòàíòû ñâÿçè. Âòîðîå
ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûì ñëåäîì ôóíêöèè Ãðèíà. Òàêîe
ñëàãàåìîå ìîæíî óáðàòü äîáàâëåíèåì â ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë
ýêñïîíåíòû âèäà

exp

(
− δm

2

∫
R2

d2xφa(x)φa(x)

)
, δm =

c2Λ2α1(f)

48π
,

òî åñòü ïóòåì ââåäåíèÿ ìàññîâîãî ïàðàìåòðà δm è âåðøèíû ñ äâóìÿ
âíåøíèìè ëèíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî α1(f) > 0 èç-çà óñëîâèÿ (3).
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�5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëà ðàññìîòðåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ îáðåçàíèåì â êîîðäè-
íàòíîì ïðåäñòàâëåíèè â äâóìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Áûëî
ïðåäñòàâëåíî óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî ïî-
äîáðàòü òàêóþ äåôîðìàöèþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, ÷òîáû óñëî-
âèå âûïîëíÿëîñü, â òîì ÷èñëå è â ñòðîãîé ôîðìóëèðîâêå. Íà ïðèìå-
ðå äâóìåðíîé íåëèíåéíîé ñèãìà-ìîäåëè áûë âû÷èñëåí ñèíãóëÿðíûé
âêëàä â äâóõïåòëåâîé ïîïðàâêå êâàíòîâîãî äåéñòâèÿ. Â ñòàòüå òàê-
æå îáñóæäàþòñÿ ïåðåíîðìèðîâêà ìàññîâîãî ïàðàìåòðà è îòñóòñòâèå
¾äîïîëíèòåëüíûõ¿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé íà ýòàïå äåôîð-
ìàöèè ôóíêöèè Ãðèíà.

Â êà÷åñòâå àêòóàëüíîé çàäà÷è ìîæíî óïîìÿíóòü âû÷èñëåíèå ñèíãó-
ëÿðíîé ÷àñòè â òðåõïåòëåâîì ñëàãàåìîì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî èíòåðåñíî ïî
òîé ïðè÷èíå, ÷òî ìîæíî áóäåò áîëåå äåòàëüíî ïðîñëåäèòü çà äàëüíåé-
øåé ïåðåíîðìèðîâêîé (èëè æå åå îòñóòñòâèåì) ìàññîâîãî ïàðàìåòðà.

Â ñåêöèè 2 áûëè ïðåäñòàâëåíû äâå ïðè÷èíû, àðãóìåíòèðóþùèå îò-
ñóòñòâèå ñëàãàåìîãî Lf1(·), òî åñòü äåôîðìàöèè áîëåå îáùåãî òèïà.
Åñëè æå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåòü íå ñèãìà-ìîäåëü, à êàêóþ-
íèáóäü ñêàëÿðíóþ òåîðèþ, âåðøèíû â êîòîðîé íå ñîäåðæàò ïðîèçâîä-
íûõ, òî âòîðîé àðãóìåíò (îñíîâíîé) ïåðåñòàíåò áûòü àêòóàëüíûì. Ýòî
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñêàòü äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ íà âèä ñëàãàå-
ìîãî ñ Lf1(·). Äåéñòâèòåëüíî, âåäü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèþ ìîæ-
íî âûáðàòü â òàêîì âèäå, ÷òî f1(0) = −1, è äåôîðìèðîâàííîå ôóíäà-
ìåíòàëüíîå ðåøåíèå íà äèàãîíàëè áóäåò êîíå÷íûì. Âåðîÿòíî, îáùèì
îãðàíè÷èâàþùèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ èìåííî óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè,
ñì. (3) è (5). Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëî áû èíòåðåñíî èçó÷èòü ñâîéñòâà
ôóíêöèè

1∫
0

dt tJ0(st)f1(t2)

ïðè s > 0 ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà f1(·), îïèñàííûõ âûøå. Â ÷àñò-
íîñòè, èíòåðåñíà åå çíàêîîïðåäåëåííîñòü, âåäü åñëè îíà ìåíÿåò çíàê,
òî ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå s è N , ÷òî äëÿ âñåõ Λ > N óñëîâèå áóäåò
íàðóøàòüñÿ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Í. Â. Õàðóê è À. Ã. Ïðîíüêî çà
ïîëåçíûå êîììåíòàðèè.
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Ivanov A. V. Applicability condition of a cuto� in two-dimensional
models.

The paper discusses a condition of applicability for a cuto� regulariza-
tion in the coordinate representation in two-dimensional Euclidean space.
Several important properties and examples are presented. Speci�cally, it
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is shown that the set of functions satisfying the condition is non-empty.
Furthermore, a more stringent formulation of the condition is possible.
Using the example of a two-loop quantum correction for a two-dimensional
non-linear sigma model, the application of the cuto� regularization is
demonstrated.
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