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�1. Ââåäåíèå

Òåïëîâûå ÿäðà èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêå è ìàòåìàòèêå, ñì. [1�4]. Îíè ïîÿâëÿþòñÿ â ðàçíîîáðàçíûõ îá-
ëàñòÿõ, íàïðèìåð, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Àòüè�Çàíãåðà�Ïàòîäè
[5,6] èëè â ïðîöåññå ïåðåíîðìèðîâêè êâàíòîâî-ïîëåâûõ ìîäåëåé [7�13].
Áîëåå øèðîêèé ñïåêòð èõ ïðèìåíåíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [14,15].
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ òåïëîâîãî ÿäðà ìîæåò áûòü
íàéäåíà òîëüêî â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ýòîò ôàêò ïðè-
âîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàáîòàòü ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè,
êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ðåêóððåíòíî. Îäíî èç
òàêèõ ðàçëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì îáúåêòîì ìåòîäà ñîáñòâåííîãî
âðåìåíè [16, 17], êîòîðûé ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñïåêòðàëüíûå ôóíê-
öèè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, íàïðèìåð, òèïà Ëàïëàñà èëè Äè-
ðàêà. Ê ñîæàëåíèþ, â ñòàòüÿõ, ïîñâÿùåííûõ ïðèëîæåíèÿì, ãðàíèöà
ìåæäó ñòàíäàðòíûì òåïëîâûì ÿäðîì è îñíîâíîé ÷àñòüþ åãî àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ñòèðàåòñÿ, ïîñêîëüêó èõ ðàçíîñòü íå âëèÿåò íà
îêîí÷àòåëüíûå îòâåòû. Îäíàêî ýòè îáúåêòû îòëè÷àþòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì îáðàçîì, è áûëî áû ïîëåçíî ïîìíèòü îá èõ ñõîäñòâàõ è îòëè÷èÿõ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî [18] îïåðàòî-
ðà òèïà Ëàïëàñà (1), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíîé ÷àñòüþ àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ñòàíäàðòíîãî òåïëîâîãî ÿäðà ïðè ìàëûõ çíà-
÷åíèÿõ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè. Â äàííîì ñëó÷àå ëîêàëüíîñòü îçíà÷à-
åò, ÷òî îáúåêò îïðåäåëåí â íåêîòîðîì ãëàäêîì îòêðûòîì âûïóêëîì
(íîðìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü êàæäîé èç åãî òî÷åê) ìíîæåñòâå U ãëàäêîãî
ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäíåå óñëîâèå ïîäðàçó-
ìåâàåò, ÷òî èíôîðìàöèÿ îá îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ M\ U è

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ Ñèíäæà, òåïëîâîå ÿäðî, êîýôôèöèåíò
Ñèëè�äåÂèòòà, îïåðàòîð Ëàïëàñà, ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, àñèìïòîòèêà ïðè áîëü-
øèõ âðåìåíàõ, èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì.

Ðàáîòà ôèíàíñîâî ïîääåðæàíà Ìèíèñòåðñòâîì íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ
ÐÔ, ãðàíò 075-15-2022-289, è ôîíäîì ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòè-
êè ¾ÁÀÇÈÑ¿, ãðàíò �Ìîëîäàÿ Ìàòåìàòèêà Ðîññèè�.
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ëþáûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå âëèÿþò íà ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî. Îñ-
íîâíàÿ öåëü ðàáîòû � îáñóäèòü òàêèå ñâîéñòâà, êàê åäèíñòâåííîñòü,
ñèììåòðèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïðîäîëæåíèå íà â îêðåñòíîñòü äèàãîíàëè
{(x, x), x ∈ M} ⊂ M×M, ñåìåéñòâî ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, à òàêæå
ïîâåäåíèå ïðè êîíå÷íûõ è áîëüøèõ âðåìåíàõ.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçäåëå 2 ââîäèòñÿ ëîêàëü-
íîå òåïëîâîå ÿäðî è îïèñûâàåòñÿ åãî îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî òåïëîâî-
ãî ÿäðà. Çàòåì, â ðàçäåëå 3, èçó÷àåòñÿ ðÿä ñâîéñòâ, óïîìÿíóòûõ âûøå,
äîêàçûâàþòñÿ ëåììû è âûâîäÿòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ôîð-
ìóëû. Îòìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç îáñóæäàåìûõ ñâîéñòâ (ïåðâûå äâå
ëåììû) õîðîøî èçâåñòíû, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå ïîÿñíåíèÿ ïðè-
âåäåíû äëÿ ÿñíîñòè è ïîëíîòû îïèñàíèÿ. Â çàêëþ÷åíèè îáñóæäàþòñÿ
ðåçóëüòàòû è ôîðìóëèðóþòñÿ íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ çàäà÷ äëÿ äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé.

�2. Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü M � ýòî d-ìåðíîå ãëàäêîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, à A �
åãî àòëàñ. Ãëàäêîñòü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ
õàóñäîðôîâûì è ïàðàêîìïàêòíûì. Äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì ïðèâîäèòü
îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûõ îáúåêòîâ íà êîîðäèíàòíîé êàðòå (Uα, φα) ∈ A.
Ê ïðèìåðó, gµν(x), ãäå µ, ν ∈ {1, . . . , d}, ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçî-
ðîì â òî÷êå x, ãäå φ−1α (x) = p ∈ Uα ⊂M. Êîíå÷íî, ïîñëåäíèé ìàòðè÷-
íîçíà÷íûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì è âåùåñòâåííîçíà÷íûì.
Äàëåå ââåäåì ýðìèòîâî ãëàäêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå H íàäM è ñî-
îòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè ßíãà�Ìèëëñà Bµ(x).
Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëèì îïåðàòîð Ëàïëàñà â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

A(x) = −g−1/2(x)Dxµg
1/2(x)gµν(x)Dxν − v(x). (1)

Çäåñü Dxµ = ∂xµ +Bµ(x) � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, v(x) � ãëàäêèé
ìàòðè÷íîçíà÷íûé ýðìèòîâ ïîòåíöèàë, à g(x) � îïðåäåëèòåëü ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà. Ïóñòü òàêæå îïåðàòîð Ëàïëàñà ñíàáæåí ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà M, òàê ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
êîððåêòíà, à îïåðàòîð ñèììåòðè÷åí. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî îïåðàòîðíûå êîýôôèöèåíòû èìåþò íåíóëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
ðÿäà Òåéëîðà â êàæäîé òî÷êå M. Áîëåå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ýòîò
ðàäèóñ âñåãäà áûë áîëüøå ôèêñèðîâàííîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû.

Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó äëÿ ñòàíäàðòíîãî òåï-

ëîâîãî ÿäðà K̂(p, q; τ). Ïóñòü p, q ∈ M, p ∈ Uα è q ∈ Uβ , (Uα, φα) è
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(Uβ , φβ) èç àòëàñà A, òîãäà èìååì
(
∂τ +A

(
φα(p)

))
K̂(p, q; τ) = 0 äëÿ âñåõ τ > 0;

K̂(p, q; 0) = g−1/2
(
φα(p)

)
δ(p− q);

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è âèäíî, ÷òî ñòàíäàðòíîå òåïëîâîå ÿäðî ÿâëÿåòñÿ
ãëîáàëüíûì îáúåêòîì è çàâèñèò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â îòëè÷èå îò
íåãî, îñíîâíîé îáúåêò ñòàòüè, ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî, íå íàñëåäóåò
ïîäîáíûå ñâîéñòâà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ââåäåì îòêðûòîå âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî U ⊂M, êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé îêðåñòíî-
ñòüþ êàæäîé èç ñâîèõ òî÷åê. Òàêîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
ãåîäåçè÷åñêèé îòðåçîê äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p, q ∈ U . Ñîãëàñíî ïðåä-
ëîæåíèþ 7 èç ãëàâû 5 êíèãè [19], êàæäàÿ òî÷êà M èìååò âûïóêëóþ
îêðåñòíîñòü, èç ÷åãî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå çàÿâëåííîãî ìíîæåñòâà U .
Äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî U ⊂ Uα òàêîå,
÷òî φα(p) = x è φα(q) = y. Áîëåå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ìíîæåñòâî
áûëî ñòîëü ìàëî, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ìîæíî áûëî áû ðàçëîæèòü
â êîâàðèàíòíûé ðÿä Òåéëîðà. Òåïåðü ââåäåì ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî
K(x, y; τ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è

(
∂τ +A(x)

)
K(x, y; τ) = 0 äëÿ âñåõ τ > 0;

K(x, y; 0) = g−1/2(x)δ(x− y);

èìååò ñïåöèàëüíûé âèä ðàçëîæåíèÿ ïðè τ → +0.

(2)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñëåäóþùåãî ñîîò-
íîøåíèÿ ïðè τ → +0

K(x, y; τ) =
∆1/2(x, y)

(4πτ)d/2
e−σ(x,y)/2τ

+∞∑
k=0

τkak(x, y), (3)

ãäå ak(x, y), k > 0, � êîýôôèöèåíòû Ñèëè�äåÂèòòà (òàêæå Àäàìà-
ðà, Ìèíàêøèñóíäàðàìà [20] è Ãèëêè [21]), ñì. [1, 22]. Äàëåå, σ(x, y)
� ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ Ñèíäæà [23, 24], è ∆(x, y) � äåòåðìèíàíò Âàí-
Âëåê�Ìîðåòòà [25], êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

∆(x, y) = (g(x)g(y))
−1/2

det

(
−∂

2σ(x, y)

∂xµ∂yν

)
.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé, ÿäðà ìîæíî ñðàâíèâàòü òîëüêî â îêðåñ-
òíîñòè U èç-çà ëîêàëüíîãî õàðàêòåðà âòîðîãî îáúåêòà. Ôàêòè÷åñêè,
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ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñòàíäàðòíîãî òåïëîâîãî ÿä-
ðà ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê δ-ôóíêöèè â ïðåäåëå τ →
+0. Ïðè ýòîì ñòàíäàðòíîå ÿäðî ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíóþ ÷àñòü, êîòî-
ðàÿ îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Èòàê, äëÿ p, q ∈ U ,
óïîìÿíóòûõ âûøå, ìîæíî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå

lim
τ→+0

(
K̂(φ−1α (x), φ−1α (y); τ)−K(x, y; τ)

)
= 0.

Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ îñîáûõ ñëó÷àÿõ îáà ÿäðà ìîãóò áûòü ðàâíû
äðóã äðóãó, íàïðèìåð, äëÿ îïåðàòîðà A(x) = −∂xµ∂xµ íà Rd. Â ýòîì

ñëó÷àå ìîæíî âûáðàòü òîëüêî îäíî âûïóêëîå ìíîæåñòâî U = Rd.

�3. Ñâîéñòâà

Áîëüøèíñòâî ôóíêöèé, îïèñàííûõ â ýòîì ðàçäåëå, èìåþò àðãóìåí-
òû x è y, òàêèå ÷òî φ−1α (x), φ−1α (y) ∈ U . Ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè â ðàñ-
ñìîòðåíèå óïðîùåííûå îáîçíà÷åíèÿ

K(τ) = K(x, y; τ), ∆ = ∆(x, y), ak = ak(x, y), Dµ = Dxµ , A = A(x),

σ = σ(x, y), σµ = ∂xµσ, σ
µ = ∂xµσ.

3.1. Åäèíñòâåííîñòü è ñèììåòðèÿ. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ëîêàëüíîãî òåïëîâîãî ÿäðà ïðè τ → +0 ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñèëüíûì
îãðàíè÷åíèåì, êîòîðîå äåëàåò ðåøåíèå çàäà÷è (2) â íåêîòîðîì ñìûñëå
åäèíñòâåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3) â çàäà÷ó ïîëó-
÷àþòñÿ âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ [1]

σµDµa0 = 0, a0|y=x = 1, (k + 1 + σµDµ)ak+1 = −∆−1/2A∆1/2ak, (4)

ãäå k > 0.
Êàê èçâåñòíî, ïåðâîå óðàâíåíèå äëÿ a0 ïðèâîäèò ê óïîðÿäî÷åííîé

ïî òðàåêòîðèè ýêñïîíåíòå [26], êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïî ïîñòðîå-
íèþ. Äàëåå, óðàâíåíèå äëÿ a1 ñîäåðæèò íåíóëåâóþ ïðàâóþ ÷àñòü, êîòî-
ðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò äëÿ a1 ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû ãëàäêîé ÷àñòè è ÿäðà îïåðàòîðà (1 +σµDµ)
â âèäå

a1 = (ãëàäêàÿ ÷àñòü) + αa0σ
−1/2,

ãäå α = α(x, y) � ÿäðî äëÿ σµ∂µ. Â ïîñëåäíåì âû÷èñëåíèè áûëî èñ-
ïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî σµσ

µ = 2σ, ñì. ôîðìóëó (2.20) â [24]. Ñîõðàíèâ
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òîëüêî ãëàäêóþ ÷àñòü, ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó êîýôôèöèåíòó. Ïðî-
äîëæåíèå ýòîé ïðîöåäóðû ïðèâîäèò â k-ì ïîðÿäêå ê ñîîòíîøåíèþ âèäà

ak = (ãëàäêàÿ ÷àñòü) + αa0σ
−k/2,

è òàê äàëåå. Ïîñëå òàêîãî íàáëþäåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäó-
þùèé õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 1. Ðåøåíèå çàäà÷è (2) â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà (3) ñ
ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ ãëàäêèõ ÷àñòåé, âêëþ-
÷àÿ óïðîùåííûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî âûõîäèò çà ðàìêè
íàøåé ñòàòüè, ïîýòîìó ïðèâåäåì ëèøü íåñêîëüêî ññûëîê íà íåêîòîðûå
îáùèå ìåòîäû [15, 27�34]. Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî ÿâíàÿ çàìêíóòàÿ
ôîðìóëà ñóùåñòâóåò òîëüêî íà äèàãîíàëè, y = x, áëàãîäàðÿ êîòîðîé
êîýôôèöèåíò Ñèëè�äåÂèòòà ak|y=x ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê êî-
íå÷íàÿ íåëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïîòåíöèàëà, êîìïîíåíò 1-ôîðìû ñâÿç-
íîñòè, ìåòðèêè è èõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîãî ïîäðàçäåëà îáñóäèì îäíî íåî÷åâèäíîå
ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ñèëè�äåÂèòòà. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýð-
ìèòîâî ñîïðÿæåíèå êîýôôèöèåíòà ïðèâîäèò ê ïåðåñòàíîâêå àðãóìåí-
òîâ. Ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà äîêàçàòü ýòî ñâîéñòâî. Ïåðâûé èç íèõ
[35, 36] áîëåå òðóäîåìêèé è ñâÿçàí ñ àíàëèçîì âíóòðåííèõ ôóíêöèî-
íàëüíûõ ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ è ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé èç (4),
â òî âðåìÿ êàê âòîðîé [37] ñâÿçàí ñ àíàëèçîì àñèìïòîòèêè äëÿ ñòàí-
äàðòíîãî òåïëîâîãî ÿäðà ïðè τ → +0. Ïðè ýòîì ïîñëåäíåå äîêàçàòåëü-
ñòâî áûëî ñäåëàíî òîëüêî äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæíî ðàñøèðèòü âòîðîé ñïîñîá íà íàø ñëó-
÷àé, ïîòîìó ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî íà ìíîæå-
ñòâå U . Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü âñïîìîãàòåëüíóþ çà-
äà÷ó äëÿ ñòàíäàðòíîãî òåïëîâîãî ÿäðà íà U , íàïðèìåð, â ñëåäóþùåì
âèäå 

(
∂τ +A(x)

)
K̂U (x, y; τ) = 0 äëÿ âñåõ x, y ∈ U, è τ > 0;

K̂U (x, y; 0) = g−1/2(x)δ(x− y);

óñëîâèå Äèðèõëå íà ∂U.

Çàòåì, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó èç [37], ïîëó÷àåì ñèììåòðèþ, óïîìÿíóòóþ
âûøå. Äîïîëíèòåëüíî ñëåäóåò è ñèììåòðèÿ äëÿ ëîêàëüíîãî òåïëîâî-
ãî ÿäðà, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû Ñèëè�äåÂèòòà åäèíñòâåííû. Èòàê,
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò.
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Ëåììà 2. Ïðè îïèñàííûõ âûøå óñëîâèÿõ âåðíî ðàâåíñòâî(
ak(x, y)

)†
= ak(y, x)

äëÿ k > 0, è, â ÷àñòíîñòè,(
K(x, y; τ)

)†
= K(y, x; τ).

3.2. Î ïðîäîëæåíèè. Îáñóäèì ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ëîêàëüíîãî
òåïëîâîãî ÿäðà. Èçâåñòíî, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â íåêîòî-
ðîé íåáîëüøîé âûïóêëîé îêðåñòíîñòè. Íî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ðàñøè-
ðåíèè íà M? Â äàííîì êîíòåêñòå ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà äâà
äîâîëüíî ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèÿ. Ïåðâîå ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ ðàç-
ëîæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà A â êîâàðèàíòíûé ðÿä Òåéëîðà.
Âòîðîå ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ èìåòü åäèíñòâåííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ
â êàæäîé îêðåñòíîñòè äëÿ äâóõ âûáðàííûõ òî÷åê, ïîñêîëüêó â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ìèðîâàÿ ôóíêöèÿ Ñèíäæà òåðÿåò ñâîþ ãëàäêîñòü.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó. Âîçüìåì îòêðûòîå ïîêðûòèå C
ìíîãîîáðàçèÿM, â êîòîðîì êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ∈ C âõîäèò
â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Uα èç àòëàñà (Uα, φα) ∈ A, è îíî íàñòîëüêî ìà-
ëî, ÷òî êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà A ìîæíî ðàçëîæèòü â êîâàðèàíòíûé
ðÿä Òåéëîðà. Äàëåå, îïðåäåëèì âûïóêëîå ïîêðûòèå R ìíîãîîáðàçèÿ
êàê ïîêðûòèåM âûïóêëûìè îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, òàêèìè, ÷òî

åñëè V1, V2 ∈ R è V1 ∩ V2 6= ∅, òîãäà V1 ∩ V2 âûïóêëî.

Ïîñëå ýòîãî, èñïîëüçóÿ ëåììó 10 èç ãëàâû 5 êíèãè [19], ïîòðåáóåì,
÷òîáû ïîêðûòèå R îáëàäàëî åùå îäíèì ñâîéñòâîì: êàæäûé ýëåìåíò
R ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå C.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò V èç R ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì âû-
ïóêëûì ìíîæåñòâîì ïî ïîñòðîåíèþ è óäîâëåòâîðÿåò äâóì îãðàíè÷å-
íèÿì, óïîìÿíóòûì âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî, ê êàæäîìó ýëåìåíòóR ìîæ-
íî ïðèìåíèòü ëåììó 1. Êðîìå òîãî, ëåììà ïðèìåíèìà ê V1 ∩ V2, åñëè
V1, V2 ∈ R è V1∩V2 6= ∅. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïåðåíåñòè ëîêàëüíîå
òåïëîâîå ÿäðî ñ V1 íà V2, ñì. ðèñóíîê 1. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
ýòîò ïðîöåññ ïîäðîáíåå, íà÷èíàÿ ñ q1, p1 ∈ V1 è çàêàí÷èâàÿ â q2, p2 ∈ V2.
Ïóñòü ñîîòâåòñòâóþùèå êàðòû áóäóò (Uα, φα) è (Uβ , φβ). Òîãäà îïðå-
äåëèì äâà ïóòè γi : [0, 1]→ V1 ∪ V2, i = 1, 2, òàêèõ, ÷òî

γ1(0) = q1, γ2(0) = p1, γ1(1) = q2, γ2(1) = p2,

è ñóùåñòâóåò òàêîå s ∈ [0, 1] ÷òî γi : [0, s]→ V1 è γi : [s, 1]→ V2.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî ïåðåõîäèò èç îêðåñòíîñòè V1
â V2, êîãäà ïàðàìåòð èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â
òî÷êå s ïðîèñõîäèò çàìåíà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò.

Áîëåå òîãî, ìîæíî ïåðåíåñòè ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî èç ëþáîãî
V1 ∈ R â ëþáîå äðóãîå V2 ∈ R. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûáðàòü íåñêîëü-
êî ýëåìåíòîâ èç R, êîòîðûå ñîåäèíÿþò V1 è V2, è ÷åðåç êîòîðûå ìîæ-
íî ïðîëîæèòü íåïðåðûâíûé ïóòü. Êðîìå òîãî, òàêèå ïåðåìåùåíèÿ íå
çàâèñÿò îò òðàåêòîðèè, ïîñêîëüêó â êàæäîé îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîå
òåïëîâîå ÿäðî åäèíñòâåííî.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 3. Ïðè îïèñàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íà

R =
⋃
V ∈R

V × V.

q1

p1

q2

p2

V1 V2

Uα

Uβ

q̂

p̂

Ðèñ. 1. Ïåðåõîä àðãóìåíòîâ òåïëîâîãî ÿäðà èç q1, p1 ∈
V1 ⊂ Uα â q2, p2 ∈ V2 ⊂ Uβ âäîëü êðèâûõ γi : [0, 1] →
V1 ∪ V2, i = 1, 2. Çäåñü q̂ = γ1(s) è p̂ = γ2(s) äëÿ íåêî-
òîðîãî s ∈ [0, 1].

Àíàëîãè÷íûå îáñóæäåíèÿ áûëè îïèñàíû â íåäàâíåé ñòàòüå [38], ïî-
ñâÿùåííîé ìèðîâîé ôóíêöèè Ñèíäæà. Â ïðåäñòàâëåííîì êîíòåêñòå
ëåììà 3 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ðåçóëüòàòà íà ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿä-
ðî. Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî R íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíî-
ñòüþ äèàãîíàëèM×M. Òàêîå ìíîæåñòâî íå åäèíñòâåííî. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãîå ìíîæåñòâî R′, óäîâëåòâîðÿþùåå



ËÎÊÀËÜÍÎÅ ÒÅÏËÎÂÎÅ ßÄÐÎ 143

óïîìÿíóòûì âûøå ñâîéñòâàì. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü
òðåòüå ìíîæåñòâî R′′, òàêîå, ÷òî

ëþáîå V ′′ ∈ R′′ ëåæèò â V ∩ V ′ äëÿ íåêîòîðûõ V ∈ R è V ′ ∈ R′.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ óíèêàëüíîñòü, ïîëó÷àåì, ÷òî ëîêàëüíîå òåï-
ëîâîå ÿäðî èìååò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà ïåðåêðûâàþùèõñÿ ìíîæå-
ñòâàõ èç R è R′. Ê ñîæàëåíèþ, ïîñëå òàêîé ïðîöåäóðû ìàêñèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y â êàæäîì ìíîæåñòâå óìåíüøàåòñÿ.

Â çàêëþ÷åíèå ïîäðàçäåëà óïîìÿíåì î äâóõ èíòåðåñíûõ ñèòóàöèÿõ.
Ïåðâàÿ èç íèõ � ýòî ñëó÷àé êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûé ïðè-
âîäèò ê R ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Âòîðîé � ýòî M = Rd ñ
gµν(x) = δµν äëÿ âñåõ òî÷åê. Åñëè êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà èìåþò
áåñêîíå÷íî áîëüøîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè, òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïî-
ëó÷èòü íàáîð ñ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì R = {M}.

3.3. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè. Â äàííîì ïîäðàçäåëå ðàññìîòðèì ñå-
ìåéñòâî ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, ïðèìåíèìûõ äëÿ ðàçëîæåíèÿ ëîêàëü-
íîãî òåïëîâîãî ÿäðà. Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç íåäàâíåé ñòà-
òüè [18], â êîòîðîé áûëè ïðåäñòàâëåíû ýòè ôóíêöèè. Äàëåå, ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû ëåììû 3, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îò-
êðûòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî U ïðèíàäëåæèò R. Äëÿ óäîáñòâà àðãó-
ìåíòû x, y ∈ U áóäåì îïóñêàòü, ïîñêîëüêó ýòî íå âûçûâàåò íèêàêîé
ïóòàíèöû.

Îïðåäåëèì íàáîð ôóíêöèé ñîîòíîøåíèåì

Ψk = ∆1/2
+∞∑
n=0

(−σ/2)n−kan
Γ(n− k + 1)

, (5)

ãäå k ∈ Z. Íàøå îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò Ψω
k ñ ω = σ(x, y) èç ôîðìó-

ëû (25) â [18]. Òàêèå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíîìó
ñîîòíîøåíèþ, ñì. ëåììó 1 â [18],

AΨk = (d/2− 1− k)Ψk+1 äëÿ k ∈ Z, (6)

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé îïåðàòîð
Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñäâèãà. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå
ýêñïîíåíòû èç (3) ïî ñòåïåíÿì τ−k è èçìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 4. Ïóñòü x, y ∈ U ∈ R èç ïîñòðîåííîãî âûøå ìíîæåñòâà.

Òîãäà ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî (3) èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå
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â òåðìèíàõ ôóíêöèé (5)

K(τ) =
1

(4πτ)d/2

∑
k∈Z

τkΨk.

Äëÿ äàëüíåéøåãî îáñóæäåíèÿ ââåäåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ îáúåêòà
äëÿ ÷åòíîìåðíîãî ñëó÷àÿ

K−(τ) =
1

(4π)d/2

+∞∑
k=0

Ψd/2−1−k

τ1+k
, K+(τ) =

1

(4π)d/2

+∞∑
k=0

τkΨd/2+k.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îáå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ òåïëî-
âîãî ÿäðà (∂τ + A)K±(τ) = 0. Ýòî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ëî-
êàëüíûõ íóëåâûõ ìîä AΨd/2−1 = 0 â ÷åòíîìåðíîì ñëó÷àå.

Ëåììà 5. Ïóñòü x, y ∈ U ∈ R èç ïîñòðîåííîãî âûøå ìíîæåñòâà,

τ > 0, è s ∈ R, òàêîé ÷òî τ + s > 0. Òîãäà ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî

(3) èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

K(τ + s) = e−sAK(τ) = es∂τK(τ). (7)

Åñëè ðàçìåðíîñòü d ÷åòíàÿ, òîãäà K(τ) = K−(τ) +K+(τ), è

K±(τ + s) = e−sAK±(τ) = es∂τK±(τ). (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ èç (7) â ïðåäïîëî-
æåíèè |s| < τ . Îíî ñëåäóåò èç ïðÿìîãî ïðèìåíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà exp(−sA) ê ëîêàëüíîìó òåïëîâîìó ÿäðó ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñîîòíîøåíèÿ (6) è ñëåäóþùåãî òîæäåñòâà

1

τk

+∞∑
n=0

Γ(k + n)(−s/τ)n

Γ(k)Γ(n+ 1)
=

1

(τ + s)k
.

Ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîòîìó ÷òî |s/τ | < 1. Äëÿ −k ∈ N ïîëó÷àåòñÿ
ñòàíäàðòíîå áèíîìèàëüíîå ðàçëîæåíèå. Äàëåå, ñëó÷àé s > τ ñëåäóåò èç
ïðåäûäóùåãî, ïîòîìó ÷òî ìîæíî âûáðàòü òàêîå N ∈ N, ÷òî s/N < τ .
Òîãäà ýêñïîíåíòà ïåðåïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå âèäà

e−sA =

N∏
i=1

e−(s/N)A,

è ïðåäûäóùàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà N ðàç.
Êðîìå òîãî, âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (7) ñëåäóåò èç çàìåíû A íà −∂τ

ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èç (2). Ôîðìóëû èç (8)
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òàêèì æå îáðàçîì. �
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Íà ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå äâå ëåììû, ìîæíî ïåðåïèñàòü
ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî â áîëåå ýëåãàíòíîé ôîðìå

K(τ) = e−τAδA, ãäå δA(x, y) = lim
ε→+0

K(x, y; ε),

à òàêæå áûëà ââåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ δ-ôóíêöèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìîæíî ïîìåñòèòü ýêñïîíåíòó exp(−τA) ïîä çíàê ïðåäåëà è ïðèìåíèòü
ëåììó 5.

3.4. Èíòåãðàë ïî ïóòÿì è çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè. Ïîñëåäíèé
ïîäðàçäåë ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ ïîâåäåíèÿ ïðè êîíå÷íûõ è áîëüøèõ
âðåìåíàõ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ àñèìïòîòèêîé ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ τ → +0,
êîòîðàÿ ôàêòè÷åñêè âñòðîåíà â îïðåäåëåíèå (2), ôîðìà ïîâåäåíèÿ
ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè íå î÷åâèäíà è çàâèñèò îò ëîêàëüíûõ
ñâîéñòâ ïîòåíöèàëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü Rd ñ gµν(x) = δµν äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà. Ïîñòðîèì
ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî äëÿ îïåðàòîðà −∂xµ∂xµ − v(x) â äâóõ íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ V1 è V2, â êîòîðûõ
ïîòåíöèàë v(x) ðàâåí êîíñòàíòàì c1, c2 ∈ R ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî c1 6= c2, òîãäà ïîëó÷èì ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íîå ïîâåäåíèå
ëîêàëüíûõ òåïëîâûõ ÿäåð

K(x, y; τ) =
e−|x−y|

2/4τ

(4πτ)d/2
eciτ äëÿ xi, yi ∈ Vi, i = 1, 2.

Èõ àñèìïòîòè÷åñêèå ïîâåäåíèÿ îòëè÷àþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ìíî-
æèòåëåì. Ýòîò ïðîñòîé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íåëüçÿ ââåñòè åäèí-
ñòâåííûé àíçàö äëÿ ïîâåäåíèÿ ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ, íå çàâèñÿùèé
îò ïîòåíöèàëà, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ñëó÷àå ìàëûõ çíà÷åíèé (3).

Êàê ïðàâèëî, àñèìïòîòèêà ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ èçó÷àåòñÿ â êîí-
òåêñòå ñòàíäàðòíîãî òåïëîâîãî ÿäðà, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìîùíûì èíñòðóìåíòîì â ïîäîá-
íîì àíàëèçå. Ïîëåçíî îòìåòèòü äâà ïîïóëÿðíûõ ñïîñîáà ïîñòàíîâêè
óïîìÿíóòîé çàäà÷è: ïåðâûé [3,39] äàåò îöåíêè â òåðìèíàõ íàèìåíüøå-
ãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, â òî âðåìÿ
êàê âòîðîé [40,41] ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàòü àíçàö ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ê ñîæàëåíèþ, ñòàíäàðòíûå ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû íå ðàáîòàþò â
ñëó÷àå ëîêàëüíîãî òåïëîâîãî ÿäðà, ïîñêîëüêó èãíîðèðóþòñÿ ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, òåðÿåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííàÿ ñïåê-
òðàëüíàÿ çàäà÷à. Îäíàêî ñóùåñòâóåò äðóãîé èíñòðóìåíò, èíòåãðàë ïî
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òðàåêòîðèÿì, êîòîðûé ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì ðåçóëüòàòàì. Äàëåå áó-
äåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè è îïðåäåëåíèÿìè èç [15,42�47].

Ïóñòü V ∈ R è (Uα, φα) ∈ A òàêèå, ÷òî V ∈ Uα. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó-

÷àåì çâåçäîîáðàçíîå ìíîæåñòâî φα(V ) = Ṽ ⊂ Rd. Êàê áûëî îòìå÷åíî
âî ââåäåíèè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî gµν(x), Bµ(x) è v(x) ðàçëîæèìû â

ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû Òåéëîðà â Ṽ . Äàâàéòå âðó÷íóþ ðàñøèðèì îïðåäåëå-
íèÿ íà ìíîæåñòâî Rd ñëåäóþùèì îáðàçîì

gµν(x), Bµ(x), v(x) íà Ṽ → g̃µν(x), B̃µ(x), ṽ(x) íà Rd,

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðâîíà÷àëüíûå è êîíå÷íûå îáúåêòû áûëè áû
ðàâíû äðóã äðóãó íà Ṽ . Áîëåå òîãî, ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíûå áîëåå
ñòðîãèå óñëîâèÿ: g̃µ nu(x) = δµν , è âñå ïîòåíöèàëû ìîæíî ðàçëîæèòü
â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Òåéëîðà. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìàì 4 è 5 èç [15],
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ëîêàëüíîãî òåïëîâîãî
ÿäðà

K(x, y; τ) =
1

(4π)d/2

∫
Wy,x

Dτu e−Sτ [u]Pt exp

[ τ∫
0

dtM1(u(t))

]
, (9)

ãäå ∫
W0,0

Dτu e−Sτ [u] = τ−d/2,

à òàêæå áûëè èñïîëüçîâàíû

Sτ [u] =
1

4

τ∫
0

dt u̇µ(t)u̇µ(t), Ms(u(t)) = −u̇µ(t)B̃µ(u(t)) + sṽ(u(t)),

Wy,x � ýòî íàáîð íåïðåðûâíûõ ïóòåé â Rd ñ íà÷àëîì â òî÷êå y è êîí-
öîì â òî÷êå x, à òî÷êà u̇ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ du(t)/dt. Îáðàòèì
âíèìàíèå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå M(·) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîçíà÷íîé ôóíê-
öèåé, èç-çà ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âðåìåíè ýêñïîíåíòà Pt
âìåñòî îáû÷íîé.

Ïðåîáðàçóåì ïðåäñòàâëåíèå (9), ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü åãî çàâèñèìîñòü
îò ïàðàìåòðà τ . Âî-ïåðâûõ, ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó u(t)→ u(t) +
y+ t(x−y)/τ è òàêèì îáðàçîì ïåðåéäåì îò ìíîæåñòâàWy,x íåïðåðûâ-
íûõ ïóòåé ê ìíîæåñòâó W0,0 íåïðåðûâíûõ ïåòåëü. Çàòåì âûïîëíèì
öåïî÷êó çàìåí

t→ tτ, u(τt)→
√
τu(t) è Dτu→ D1u,
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ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èì åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå

K(x, y; τ)=
e−|x−y|

2/4τ

(4πτ)d/2

∫
W0,0

D1u e
−S1[u]Pt exp

[ 1∫
0

dtMτ

(√
τu+y+t(x−y)

)]
.

Ýòà ôîðìóëà áîëåå ïîêàçàòåëüíà, ïîòîìó ÷òî îíà ðàñïàäàåòñÿ íà ìíî-
æèòåëè. Äåéñòâèòåëüíî, åå ïåðâàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ÷àñòüþ
èç ëîêàëüíîãî òåïëîâîãî ÿäðà (3), â òî âðåìÿ êàê âòîðîé ìíîæèòåëü,
èíòåãðàë ïî òðàåêòîðèÿì, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êîýôôèöèåíòîâ
Ñèëè�äåÂèòòà. Â òî æå âðåìÿ âñÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà τ âêëþ-
÷åíà â óïîðÿäî÷åííóþ ïî âðåìåíè ýêñïîíåíòó. Äëÿ ïðîñòîé ïðîâåðêè
ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî

Pt exp

[ 1∫
0

dtMτ

(√
τu+ y + t(x− y)

)]∣∣∣∣
τ=0

= a0(x, y).

Äàëåå ïðîèçâåäåì åùå îäíó çàìåíó âèäà u(t)→ u(t)− (y − z)/
√
τ −

t(x − y)/
√
τ , ãäå z ∈ Rd � ýòî âñïîìîãàòåëüíàÿ òî÷êà. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëó÷àåì

K(x, y; τ)=
1

(4πτ)d/2

∫
W(y−z)/

√
τ,(x−z)/

√
τ

D1u e
−S1[u]Pt exp

[ 1∫
0

dtMτ

(√
τu+z

)]
,

íà îñíîâàíèè ÷åãî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü åùå îäèí ðåçóëüòàò.

Ëåììà 6. Ðàññìîòðèì ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî (3) êàê ôóíêöèþ

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè B̃µ(·) è ïîòåíöèàëà ṽ(·). Òîãäà, ïðè ñîáëþäåíèè
îïèñàííûõ âûøå óñëîâèé, âåðíî ñîîòíîøåíèå

K(x, y; τ)
[
B̃µ(·), ṽ(·)

]
= τ−d/2

×K
(
(x− z)/

√
τ , (y − z)/

√
τ ; 1
)[√

τB̃µ
(√
τ(·) + z

)
, τ ṽ
(√
τ(·) + z

)]
,

è, â ÷àñòíîñòè, êîãäà z = y = x, ïîëó÷àåì

K(x, x; τ)
[
B̃µ(·), ṽ(·)

]
= τ−d/2K(0, 0; 1)

[√
τB̃µ

(√
τ(·)+x

)
, τ ṽ
(√
τ(·)+x

)]
.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà èìååò âïîëíå åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó è ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû (3) ñ èñïîëüçîâàíèåì ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ êîîðäèíàò, êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè è
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ïîòåíöèàëà â êîýôôèöèåíòàõ Ñèëè�äåÂèòòà. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëü-
çóÿ ñòðóêòóðó êîýôôèöèåíòîâ íà äèàãîíàëè, ñì. [15, 33], è èõ ðàñïî-
ëîæåíèå, è ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùóþ öåïî÷êó çàìåí

B̃µ(·)→ B̃µ
(
(·)/
√
τ
)
/
√
τ , ṽ(·)→ ṽ

(
(·)/
√
τ
)
/τ, x→

√
τx,

ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòà

ak(x, x)→ ak(x, x)/τk äëÿ k ∈ N ∪ {0}.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ. Ïåðâûé ñëó÷àé ñâÿçàí ñ

äîâîëüíî ïîïóëÿðíîé íàãëÿäíîé ñèòóàöèåé, êîãäà ôóíêöèè B̃µ(x) = ξµ
è ṽ = c íà ñàìîì äåëå íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ è, áîëåå òîãî, àáåëåâû.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

1∫
0

dtMτ

(√
τu+ y + t(x− y)

)
= −(x− y)µξµ + τc

è

K(x, y; τ) =
e−|x−y|

2/4τ

(4πτ)d/2
e−(x−y)

µξµ+τc äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd è τ > 0.

Âòîðîé ïðèìåð ïîçâîëÿåò ñäåëàòü îäíó ïðîñòóþ îöåíêó. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü êîìïîíåíòû 1-ôîðìû ñâÿçíîñòè ðàâíû íóëþ B̃µ = 0, â òî
âðåìÿ êàê ïîòåíöèàë ṽ(x) ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì è óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó v(x) < c äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c è âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà
x. Òîãäà ïîëó÷èì

Pt exp

[ 1∫
0

dtMτ

(√
τu+ y + t(x− y)

)]
< eτc

è

K(x, y; τ) <
e−|x−y|

2/4τ

(4πτ)d/2
eτc äëÿ âñåõ x, y ∈ Rd è τ > 0.

�4. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå áûëî ðàññìîòðåíî ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî (3), êîòîðîå
íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ δ-îáðàçóþùåé ÷àñòüþ ñòàíäàðòíîãî òåïëîâîãî
ÿäðà. Áûëè ïðîäåìîíñòðèðîâàíû îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè îáîèõ
îáúåêòîâ è èõ ñâÿçü. Áûëè âûâåäåíû íîâûå ñîîòíîøåíèÿ è ôîðìó-
ëû ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ëîêàëüíîãî òåïëîâîãî ÿäðà, ïðèâåäåí ðÿä íà-
ãëÿäíûõ ïðèìåðîâ. Òàêæå â ðàáîòå îáñóæäàëèñü òàêèå ñâîéñòâà, êàê
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ãëîáàëüíîñòü, åäèíñòâåííîñòü è ïîâåäåíèå àñèìïòîòèêè â ðàçíûõ îá-
ëàñòÿõ.

Êðîìå òîãî, áûëî áû óäîáíî äàòü îäèí êîììåíòàðèé î ïðîäîëæå-
íèè ëîêàëüíîãî òåïëîâîãî ÿäðà. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ìîæíî ïîñòðîèòü
âûïóêëîå ïîêðûòèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü îáúåêò èç îäíîãî
ìíîæåñòâà â äðóãîå. Íî ýòî ïîêðûòèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Âîç-
íèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ñ íàèáîëüøèìè
îêðåñòíîñòÿìè, ÷òîáû ðàñøèðèòü îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî òåïëîâîãî
ÿäðà K(x, y; τ) êàê ìîæíî äàëüøå îò äèàãîíàëè x = y? Êîíå÷íî, ýòî
íîâîå ïîêðûòèå äîëæíî áûòü âûïóêëûì â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíè-
åì, ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå.

Îòìåòèì, ÷òî ëîêàëüíîå òåïëîâîå ÿäðî â ôèêñèðîâàííîì îòêðû-
òîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå U íå îáðàçóåò ñòàíäàðòíóþ ñòðóêòóðó C0-
ïîëóãðóïïû, ïîñêîëüêó∫

U

ddz
√
g(z)K(x, z; τ1)K(z, y; τ2) 6= K(x, y; τ1 + τ2)

â îáùåì ñëó÷àå äëÿ τ1, τ2 > 0. Ýòî ðàâåíñòâî ñîäåðæèò ãðàíè÷íûå
ñëàãàåìûå, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Àâòîð áëàãîäàðèò Í. Â. Õàðóê è Ä. Â. Âàñèëåâè÷à çà ïîëåçíûå
êîììåíòàðèè.
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Ivanov A. V. Local heat kernel.

The paper is devoted to a local heat kernel, which is a special component
of the standard heat kernel. Localization means that all considerations are
performed in an open convex subset of a smooth Riemannian manifold.
We discuss such properties and concepts as uniqueness, a symmetry of the
Seeley�DeWitt coe�cients, extension to the entire manifold, a family of
special functions, and the late-time asymptotic behavior using the path
integral approach.
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