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§1. Введение

В данной работе мы рассматриваем янгиан Y~(ŝl(m|n,Π)) аффин-
ной специальной линейной супералгебры Каца–Муди ŝl(m|n,Π), за-
данный произвольной системой простых корней Π и определяем дей-
ствие группоида Вейля на суперянгианах такого вида. Мы определя-
ем коумножение на аффинном суперянгиане и показываем, что дей-
ствия элементов группоида Вейля являются изоморфизмами ассоци-
ативных супералгебр, но, вообще говоря, не изоморфизмами суперал-
гебр Хопфа.

В работе мы используем два эквивалентных задания аффинного су-
перянгиана, одно в терминах новой системы образующих Дринфельда
( [1, 2, 5, 8]), а второе в терминах мимнималистской системы образу-
ющих ([5, 6, 8, 11]), приводим явный вид изоморфизма между этими
реализациями (см. [11]). Мы рассматриваем группоид Вейля ([11, 15,
20,22]), который действует изоморфизмами в категории суперянгианов
Y~(ŝl(m|n,Π)) (со структурой ассоциативной супералгебры (см. [11]))
аффинных специальных линейных супералгебр Каца–Муди ŝl(m|n,Π),
определяемых системами простых корней Π. Мы исследуем связь это-
го действия со структурами супералгебр Хопфа. Мы определяем дей-
ствие группоида Вейля на суперянгианах в минималистской реали-
зации, подразумевая, что на суперянгианы Дринфельда это действие
переносится при помощи упомянутого выше изоморфизма.

Следует отметить, что конструкция янгиана общей линейной алгеб-
ры Ли в так называемой реализации Фаддеева–Решетихина–Тахтад-
жяна появилась в связи с применением алгебраического анзатца Бете
для изучения квантовых интегрируемых моделей с квантовой рацио-
нальной R-матрицей до появления самого термина “янгиан” (cм. для
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ссылок [1, 7, 19]). Само определение янгиана было дано В. Г. Дрин-
фельдом, это был один из наиболее важных для приложений приме-
ров квантовых групп. Дринфельд определил янгиан конечномерной
простой алгебры Ли как квантование (или плоская деформация) би-
алгебры Ли полиномиальных токов g[z] ( [7]) и, в частности, таким
образом дал объяснение алгебраической природы рациональных ре-
шений квантового уравнения Янга–Бакстера. В. Г. Дринфельд дал
три реализации (представления) янгиана и доказал их эквивалент-
ность. Одна из этих реализаций называется дринфельдовской реали-
зацией (или новой реализацией Дринфельда) и задается образующи-
ми {hi,r, x±i,r|r ∈ Z>0}, причем эти образующие в случае, когда вто-
рой индекс равен нулю совпадают с образующими Шевалле {hi, x±i }
алгебры Ли g. Отметим, что янгиан является алгеброй Хопфа и на-
делен коумножением. Правда в реализации Дринфельда неизвестны
явные формулы для коумножения для всех образующих в общем слу-
чае. Определение янгиана в реализации Дринфельда естественно мо-
жет быть распространено на случай когда g является как супералгеб-
рой Ли ([8, 16, 17]), так и аффинной алгеброй Каца–Муди (с симмет-
ризуемой матрицей Картана) ([3–5]). Это обобщение для аффинных
алгебр впервые было сделано С. Левендорским и С. Боярченко в част-
ном случае аффинной алгебры Каца–Мули типа A(1)

1 ([3]), а также в
общем случае аффинной алгебры типа A(1)

n (n > 1) Н. Гуэем (см., на-
пример, [4]). Определение структуры хопфовой алгебры на аффинном
янгиане является более сложной задачей, но эта задача относительно
недавно была решена в работе Н. Гуэя, Х. Накаджимы и К. Вендланд-
та (см. [5]). Известно, что янгианы тесно связаны с W -алгебрами. В
случае супералгебры Ли sl(m|n) также известно определение янгиана,
как в представлении Дринфельда, так и в так называемом представле-
ние Решетихина–Тахтаджяна–Фаддева (РТФ представлении). Связь
между янгианами и W -алгебрами также изучалась в случае янгианов
конечномерных супералгебр Ли. В последнее время стали рассматри-
ваться также колчанные реализации аффинных янгианов ( [12, 13]),
восходящие к фундаментальной работе [14].

В статье Р. Габердиэля, В. Ли, К. Пэна и Х. Чжана [21] был опреде-
лен янгиан Y (ĝl(1|1)) для аффинной супералгебры Ли ĝl(1|1). Также,
недавно М. Уэда рассмотрел аффинный суперянгиан Y (ŝl(m|n)) для
выделенной системы простых корней (содержащей минимально воз-
можное число нечетных корней) ([24]).
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Следует сказать о том, что базисная супералгебра Ли, в отличие от
простой алгебры Ли, может быть задана разными диаграммами Дын-
кина, что объясняется тем, что она имеет разные неэквивалентные
системы простых корней (или, что то же самое, имеет несопряженные
борелевские подалгебры). В данной работе мы рассматриваем аффин-
ный суперянгиан Y~(ŝl(m|n,Π)) для произвольной системы простых
корней Π (или расширенной системы аффинных корней Π̃) и задаем
действие группоида Вейля на суперянгианах (см. также [11]).

В работе [11] показано, что для любых двух различных систем аф-
финных простых корней Π̃1 и Π̃2 соответствующие аффинные суперян-
гианы Y~(s̃l(m|n,Π1)) и Y~(s̃l(m|n,Π2)) изоморфны. Но изоморфизм в
категории супералгебр Хопфа должен индуцировать изоморфизм су-
перянгианов борелевскх подалгебр, что в случае суперянгианов не все-
гда имеет место. Используя этот утверждение мы исследуем в данной
работе структуры супералгебр Хопфа на аффинном суперянгиане.

В основе нашего исследования, как отмечено выше, лежит постро-
ение действие группоида Вейля на суперянгианах (cм. также [11, 15,
22]), порожденного суперотражениями весовой решетки относительно
простых корней. Суперотражения и индуцируют упомянутые выше
изоморфизмы. Мы рассматриваем два представления аффинного су-
перянгиана, а именно так называемое минималистическое представле-
ние (в случае янгиана такое представление было введено С. Левендор-
ским [6], в суперслучае рассмотрено в [8]) и новую реализацию Дрин-
фельда ([1, 2, 7]), которая для суперянгианов рассмотрена в работе [8]
(см. также [16–18,22]).

Как уже отмечено выше, в данной работе мы рассматриваем кон-
струкцию коумножения в суперянгиане в случае произвольной реа-
лизации аффинной супералгебры Ли типа ŝl(m|n). Подчеркнем, что
в случае суперянгиана не имеет места аналог теоремы В. Г. Дрин-
фельда о единственности квантования бисупералгебры Ли полиноми-
альных токов (с коскобкой, определяемой рациональной r-матрицей
Янга) и как следствие утверждение о единственности операции ко-
умножения на янгиане, заданном как ассоциативная супералгебра. В
суперслучае возможны различные структуры коумножения, связан-
ные с наличием разных диаграмм Дынкина у одной и той же су-
пералгебры Ли или с наличием несопряженных борелевских подал-
гебр. Другими словами, единственность квантования имеет место при
фиксации треугольного разложения супералгебры Ли или диаграммы
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Дынкина. Этот же эффект имеет место и для аффинных суперянгиа-
нов. Мы и в этом случае фиксируем треугольное разложение соответ-
ствующей простой супералгебры Ли, то есть реализацию sl(m|n,Π)
и описываем при этом условии коумножение на аффинном суперянги-
ане Y~(ŝl(m|n,Π)). Собственно, наличие этого эффекта неединственно-
сти коумножения и явилось одним из мотивов для написания данной
работы. Следует сказать, что разные структуры коумножения связа-
ны друг с другом скручиванием при помощи твистов, определяемых
нечетными отражениями группоида Вейля. В данной работе мы явно
не описываем эти твисты, надеясь рассмотреть этот вопрос в отдель-
ной работе.

Мы не рассматриваем здесь и теорию представлений аффинного
суперянгиана, а также зависящее от параметра коумножение на су-
перянгиане, аналогичное рассмотренному в работах [5,10], для случа-
ев янгиана специальной линейной супералгебры и аффинной алгебры
Каца–Муди, что естественнее также сделать в рамках отдельной рабо-
ты. Отметим, что данная работа является продолжением работы [11],
на которую мы ссылаемся.

Мы будем использовать следующие обозначения. Пусть C – поле
комплексных чисел, N – множество натуральных чисел, Z – кольцо
целых чисел, Z+ – множество неотрицательных чисел, ~ будет всегда
обозначать параметр деформации. ЧерезK[u],K[[u]] будем обозначать
кольцо многочленов, соответственно, формальных степенных рядов, с
коэффициентами из кольцаK, I – множество, индексирующее систему
простых аффинных корней Π̃ = {α0, α1, . . . , αm, . . . , αm+n−1} = Π

⋃
α0

аффинной супералгебры Каца-Муди типа A(1)(m− 1, n− 1). Выделен-
ная система ее аффинных простых корней Π̃dist = Πdist

⋃
α0 содержит

два нечетных корня α0, αm.

§2. Предварительные сведения. Аффинные
супералгебры Каца–Муди

В этом параграфе мы напомним основные определения теории су-
пералгебр Ли (см. также [20]). Пусть, если не оговорено противное,
g = sl(m|n) = A(m− 1, n− 1).

Пусть Π = Πe ∪ Πodd система простых корней супералгебры Ли
sl(m|n) = sl(m|n,Π). Здесь Πe (Πodd) обозначает множество четных
(нечетных) простых корней. Мы напомним определение аффинизации
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ŝl(m|n) супералгебры Ли sl(m|n), а также определение аффинной су-
пералгебры Ли A(1)(m− 1, n− 1) = sl(1)(m|n).

Определение 1. Пусть g = sl(m|n,Π). Тогда супералгебра Ли g̃ опре-
деляется как g ⊗ C[t±1] ⊕ Cc ⊕ Cd со следующими определяющими
коммутационными соотношениями:

[a⊗ ts, b⊗ tu] = [a, b]⊗ ts+u + δs+uκ(a, b)c,

Пусть c – центральный элемент g̃,
[d, a⊗ ts] = sa⊗ ts.

Мы определяем супералгебру ĝ ⊂ g̃ как g⊗C[t±1]⊕Cc. Имеет место
следующее представление супералгебры Ли ŝl(m|n,Π) как супералгеб-
ры Каца–Муди.

Пусть Π̃ = Π∪{α0} расширенная (аффинная) система простых кор-
ней, Π̃e (Π̃odd) ее подмножества четных (нечетных) корней. Суперал-
гебра Ли s̃l(m|n,Π) изоморфна супералгебре Ли sl(1)(m|n, Π̃) опреде-
ляемой образующими {x±i , hi, d|0 6 i 6 m + n − 1} и следующими
соотношениями

[d, hi] = 0, [d, x+
i ] = δi0x

+
i [d, x−i ] = −δi0x−i

[hi, hj ] = 0, [hi, x
±
j ] = ±ai,jx±j , [x+

i , x
−
j ] = δi,jhi,

ad(x±i )1+|ai,j |x±j = 0
(2.1)

[x±k , x
±
k ] = 0, i ∈ Π̃odd, (2.2)

[[x±k−1, x
±
k ], [x±k , x

±
k+1]] = 0, k ∈ Π̃odd. (2.3)

Отметим, что образующие x±m and x±0 – нечетные, а остальные обра-
зующие – четные в случае выделенной системы простых корней Π̃dist.

Пусть Π̃ = {αi}06i6m+n−1 – множество простых корней аффин-
ной супералгебры s̃l(m|n) и δ обозначает корень

∑
06i6m+n−1

αi, a θ =∑
16i6m+n−1

αi, так, что α0 = δ− θ. Будем обозначать через ∆ (соответ-

ственно, ∆+) множество корней (положительных) супералгебры Ли
s̃l(m|n).

Рассмотрим упорядоченное множество весов супералгебры Ли
sl(m|n,Π) (см. [11,20] ). Мы дополнили это множество нулевым корнем
α0, введем также корень δ, который дуален d, то есть d: 〈δ, d〉 = 1 и
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он биортогонален картановской подалгебре sl(m|n,Π). Мы можем рас-
сматривать простой корень αi, i = 1, . . . ,m+n− 1 как разность рядом
расположенных весов в соответствии с заданным порядком. Нулевой
корень будет задаваться как разность α0 = δ − θ и мы его фиксиру-
ем, остальные простые корни образуют систему простых корней, ко-
торая является выделенной при определенном выше порядке весов,
и переходит в другую систему простых корней при изменении упо-
рядочения весов. Определим (симметрическую) матрицу Картана как
симметрическую матрицу с матричными элементами, определяемыми
формулами: ai,i = 0, если αi нечетный корень, а остальные матричные
элементы определяются следующей формулой

aij = 2
(αi, αj)

(αi, αi)
. (2.4)

Отметим, что матрица Картана супералгебры Ли sl(m|n,Π) или ее
аффинного аналога содержит диагональные блоки(

±2 ∓1
∓1 . . .

)
(2.5)

для четных корней, (
0 ±1
±1 . . .

)
(2.6)

для нечетных корней.

§3. Аффинный суперянгиан

Пусть Sk – симметрическая группа и ŝl(m|n,Π) – супералгебра Ли,
определяемая неразложимой матрицей Картана (aij)i,j∈I , где I – мно-
жество вершин расширенной диаграммы Дынкина, соответствующей
ŝl(m|n,Π). Отметим, что элементы I, индексируются числами
{0, 1, . . . ,m+ n− 1} и мы будем, не оговаривая это специально, отож-
дествлять эти два множества, когда мы хотим зафиксировать выде-
ленный порядок на множестве простых корней Π = Πe + Πodd, где Πe

(Πodd) множества четных (нечетных) простых корней. Мы положим
{a, b} как ab+ ba.

Определим сначала суперянгиан Y~(ŝl(m|n,Π)) = Y~(sl(1)(m|n, Π̃))

для системы простых корней Π̃.
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Определение 2. Суперянгиан Y~(ŝl(m|n,Π)) = Y~(sl(1)(m|n, Π̃)) –
это ассоциативная супералгебра с единицей над кольцом формаль-
ных степенных рядов C[h], порожденная образующими x±i,r, hi,r, для
i ∈ {0, 1, . . . ,m+n−1} и r ∈ Z>0, которые удовлетворяют следующим
определяющим соотношениям

[hi,r, hj,s] = 0, (3.1)

[hi,0, x
±
j,s] = ±aijx±j,s, (3.2)

[x+
i,r, x

−
j,s] = δijhi,r+s, (3.3)

[hi,r+1, x
±
j,s]− [hi,r, x

±
j,s+1] = ±~aij

2
{hi,r, x±j,s}, (3.4)

[x±i,r+1, x
±
j,s]− [x±i,r, x

±
j,s+1] = ±~aij

2
{x±i,r, x

±
j,s}, (3.5)∑

σ∈Sk

[x±i,rσ(1) , [x
±
i,rσ(2)

, . . . , [x±i,rσ(k) , x
±
j,s] . . .]] = 0,

для i 6= j и k = 1 + |aij |,
(3.6)

[x±i,r, x
±
i,s] = 0, (αi ∈ Π̃odd), (3.7)

[[x±i−1,0, x
±
i,0], [x±i,0, x

±
i+1,0]] = 0,

(αi = Π̃odd), (x±−1,s := x±m+n−1,s).
(3.8)

Мы можем определить суперянгиан Y~(ŝl(m|n,Π)) также следую-
щим эквивалентным образом.

Определение 3. Суперянгиан Y~(ŝl(m|n,Π)) = Y~(sl(1)(m|n, Π̃)) это
унитальная ассоциативная C[h] – супералгебра, порожденная элемен-
тами x±i,r, hi,r, для i ∈ {0, 1, . . . ,m + n − 1} и r ∈ Z>0, удовлетворя-
ющими соотношениям (3.1)–(3.7) и следующему соотношению, экви-
валентному соотношению (3.8)

[[x±i−1,k, x
±
i,0], [x±i,0, x

±
i+1,t]] = 0, (αi ∈ Π̃odd). (3.9)

Заметим, что aij, здесь и выше, это элементы матрицы Картана
A = (aij)ij∈I супералгебры Ли ŝl(m|n,Π) = sl(1)(m|n, Π̃), определяемые
системой простых корней Π̃.

Замечание 1. Отметим, что аффинный суперянгиан является также
супералгеброй Хопфа. Далее мы определим операцию коумножения
на аффинном суперянгиане.
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Мы также определим аффинный суперянгиан супералгебры Каца-
Муди s̃l(m|n,Π).

Определение 4. Предположим, что m,n > 2 and m 6= n. Пусть
Y~(s̃l(m|n)) – ассоциативная супералгебра над полем комплексных чи-
сел C (точнее, семейство супералгебр зависящее от параметра ~ ∈ C
или супералгебра над C[[~]]), порожденная образующими
{x±i,r, hi,r, d|i ∈ {0, 1, . . . ,m + n − 1}, r ∈ Z>0}, удовлетворяющими со-
отношениям (3.1)–(3.8), а также соотношениям

[d, hi,r] = 0, [d, x+
i,r] =

{
x+
i,r, если i = 0,

0, если i 6= 0,

[d, x−i,r] =

{
−x−i,r, если i = 0,

0, если i 6= 0.

(3.10)

Отметим, что в случае, так называемой, выделенной системы про-
стых корней Πdist только два нечетных корня занумерованных индек-
сами m и 0.

Пусть h̃i,1 = hi,1 − ~
2h

2
i,0. Пусть также Π̃ – произвольная система

простых корней специальной линейной супералгебры Каца–Муди.
Имеет место следующее утверждение (см. [11]).

Предложение 1. Пусть s̃l(m|n,Π)(∼= sl(1)(m|n, Π̃)) – аффинная су-
пералгебра Каца- Муди типа A(m − 1, n − 1), m 6= n и m,n > 2.
Тогда аффинный суперянгиан Y~(s̃l(m|n,Π)) изоморфен ассоциатив-
ной супералгебре, порожденной образующими x±αi,r, hαi,r, d, (αi ∈ Π̃,
r ∈ {0, 1}), удовлетворяющими следующим определяющим соотноше-
ниям:

[hαi,r, hαj ,s] = 0, (3.11)

[x+
αi,s, x

−
αj ,r] = δijhαi,k+r, (3.12)

[hαi,0, x
±
αi,r] = ±aijx±αj ,r, (3.13)

[x±αi,k+1, x
±
αj ,r]− [x±αi,k, x

±
αj ,r+1] = ±~aij

2
{x±αi,k, x

±
αj ,r}, (3.14)

[h̃αi,1, x
±
αj ,r] = ±aijx±αj ,r+1, (3.15)

(adx±αi,0)(1+|aij |)(xαj ,0)± = 0 (i 6= j), (3.16)

[x±αi,0, x
±
αi,0

] = 0, для каждого нечетного корня αi, (3.17)
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[[x±αi−1,0
, x±αi,0], [x±αi,0, x

±
αi+1,0

]] = 0, для каждого нечетного корня αi.
(3.18)

[d, hαi,r] = 0, [d, x+
αi,r] =

{
x+
αi,r, если i = 0,

0, если i 6= 0,

[d, x−αi,r] =

{
−x−αi,r, если i = 0,

0, если i 6= 0.

(3.19)

Здесь r = 0, 1.

Замечание 2. Отметим, что мы здесь использовали новую реализа-
цию Дринфельда в качестве определения аффинного суперянгиана.
Сформулированное выше предложение утверждает, что эта реализа-
ция эквивалентна минималистской реализации. Следует сказать, что
минималистская реализация является упрощенным вариантом перво-
го определения Дринфельда янгиана и является следствием определе-
ния янгиана как плоской деформации биалгебры Ли полиномиальных
токов. Поэтому было бы естественно использовать в качестве опреде-
ления и аффинного суперянгиана минималистское представление аф-
финного суперянгиана и тогда формулировка теоремы не изменилась,
но ее утверждение состояло в том, что аффинный суперянгиан может
быть описан в новой реализации Дринфельда, то есть как суперянгиан
Дринфельда. При таком подходе аффинный суперянгиан появляется
вместе со структурой супералгебры Хопфа. Поскольку мы начинаем
с категории ассоциативных супералгебр, мы предпочли использовать
в качестве исходного определения аффинного суперянгиана его пред-
ставление как суперянгиана Дринфельда, с естественной структурой
ассоциативной супералгебры, вводя потом на нем коумножение, как
дополнительную структуру, индуцированную с естественной структу-
ры коумножения на суперянгиане в минималистской реализации.

§4. Группоид Вейля

Пусть s элемент группоида Вейля Ŵ ([20]). Определено естествен-
ное действие элементов Ŵ на системе аффинных простых корней Π̃

супералгебры Ли A(m,n), именно, для s ∈ Ŵ s : Π̃ → Π̃1. Мы мо-
жем также определить действие группоида Вейля Ŵ на суперянгианах
вида Y (ŝl(m|n,Π)). Именно, элементы Ŵ индуцируют отображения
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Y (ŝl(m|n,Π)) → Y (ŝl(m|n,Π1)). Другими словами элементы w груп-
поида Вейля определяют изоморфизмы Tw в категории суперянгианов
вида Y (ŝl(m|n,Π)), которые мы называем квантовыми суперотраже-
ниями. Таким образом, Ŵ является группоидом в категорном смысле.

Отметим, что каждый четный элемент s ∈ Ŵ определяет автомор-
физм Ts : Y (ŝl(m|n,Π))→ Y (ŝl(m|n,Π)). Четные отображения образу-
ют группу Вейля и элементы группы Вейля индуцируют автоморфиз-
мы Ts суперянгиана Y (ŝl(m|n,Π)). Мы получаем определенное дей-
ствие группы Вейля на каждом суперянгиане Y (ŝl(m|n,Π)), который
мы рассматриваем как объект упомянутой выше категории.

Отметим, что точно такое же определение группоида Вейля может
быть дано и в случае аффинного суперянгиана Y (s̃l(m|n,Π)).

Предложение 2. Для каждого элемента s ∈ Ŵ существует изо-
морфизм Ts : Y~(ŝl(m|n,Π)) → Y~(ŝl(m|n,Π1) такой, что Ts являет-
ся автоморфизмом тогда и только тогда, когда s является четным
отражением.

Для четных простых отражений мы можем определить отображе-
ния Tαj : Y~(ŝl(m|n,Π)) → Y (ŝl~(m|n,Π)) [23], следующими формула-
ми (см. [23]).

Tαi(x
±
αj ,0

) =


−x∓αi,0, если i = j, ai,i 6= 0,

±[x±αi,0, x
±
αj ,0

], если ai,j = ±1,

x±αj ,0, если ai,j = 0,

Tαi(hαj ,0) =


−hαi,0, если i = j, ai,i 6= 0,

hαi,0 + hαj ,0, если ai,j = ±1,

hαj ,0, если ai,j = 0,

Tαi(x
±
αj ,1

) =


−x∓αi,1 + ~

2{hαi,0, x
∓
αi,0
}, если i = j, ai,i 6= 0,

±[x±αi,0, x
±
αj ,1

], если ai,j = ±1,

x±αj ,1, если ai,j = 0,

Tαi(h̃αj ,1) =


−h̃αi,1 − ~{x+

αi,0
, x−αi,0}, если i = j, ai,i 6= 0,

h̃αj ,1 + h̃αi,1 + ~
2{x

+
αi,0

, x−αi,0}, если ai,j = ±1,

h̃αj ,1, если ai,j = 0.
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Определим теперь квантовые нечетные отражения. Пусть αi – не-
четный простой корень, то есть |αi| = 1, и пусть si : Π̃ → Π̃′ отраже-
ние относительно этого нечетного корня (“нечетное отражение”). Пусть
также βj := s(αj) ∈ Π̃′ – образ корня простого корня αj исходной си-
стемы простых корней Π̃ под действием этого отражения si = sαi .
Определим гомоморфизмы

Ti = Tαi : Y~(ŝl(m|n,Π))→ Y~(ŝl(m|n,Π′)),

(Ti = Tαi : Y~(sl(1)(m|n,Π))→ Y~(sl(1)(m|n,Π′)))

следующими формулами.

Ti(x
+
αj ,0

) =


−x−si(αi),0, если i = j,

[x+
si(αi),0

, x+
si(αj),0

], если aij = ±1,

x+
αj ,0

, если aij = 0,

,

Ti(x
−
αj ,0

) =


−x+

si(αi,0), если i = j,

[x−si(αi),0, x
−
si(αj),0

], если aij = ±1,

x−si(αj),0, если aij = 0,

Ti(hαj ,0) =


−hsi(αi),0, если i = j,

hsi(αi),0 + hsi(αj),0, если aij = ±1,

hsi(αj),0, если aij = 0,

Ti(x
+
αj ,1

) =


−x−si(αi),1, если i = j,

[x+
si(αi),0

, x+
si(αj),1

], если aij = ±1,

x+
si(αj),1

, если aij = 0,

Ti(x
−
αj ,1

) =


−x+

si(αi),1
, если i = j,

−[x−si(αi),0, x
−
si(αj),1

], если aij = ±1,

x−si(αj),1, если aij = 0,

Ti(h̃αj ,1)=


−h̃si(αi),1, если i = j,

h̃si(αj),1+h̃si(αi),1+ ~
2{x

+
si(αi),0

, x−si(αi),0}, если aij=±1,

h̃si(αi),1, если aij = 0.
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Отметим, что квантовые отражения относительно нечетных корней
(квантовые “нечетные отражения”) являются четными отображения-
ми, то есть морфизмами в суперкатегории суперянгианов или в супер-
категории квантового группоида Вейля ( [11], см. также ниже заклю-
чительное замечание). Отметим, что доказательство предыдущей тео-
ремы сугубо техническое и сводится к проверке того, что определенные
выше отображения Tαi совместимы с определяющими соотношениями
суперянгиана Y~(ŝl(m|n,Π)). Необходимые для доказательства вычис-
ления проделаны в работах [11,23].

§5. Коумножение

В этом параграфе мы рассмотрим различные коумножения на су-
перянгиане и их связь со структурой положительной части суперян-
гиана, порожденной борелевской подалгеброй исходной супералгебры
Ли.

В этом параграфе мы определим коумножение для аффинного су-
перянгиана Y~(ŝl(m|n,Π) и рассмотрим отношение между структурой
коумножения коскобкой на биалгебре Ли полиномиальных токов со
значениями в аффинной супералгебре Ли. Нам потребуется конструк-
ция пополнения градуированной алгебры.

Пусть A =
⊕

i∈ZA(i) градуированная алгебра. Для всех i ∈ Z, мы
зададим топологию на A(i) такую, что для a ∈ A(i) пусть множе-
ства {a +

∑
r>N A(i − r) · A(r)|N ∈ Z>0} образуют фундаментальную

систему открытых окрестностей точки a. Стандартное относительно
градуировки пополнение A is

⊕
i∈Z Â(i), where Â(i) это пополнение

пространств A(i). По определению Â(i), мы получаем, что

Â =
⊕
i∈Z

lim
←N

A(i)/
∑
r>N

A(i− r) ·A(r).

Как и раньше мы используем обозначение ŝl(m|n,Π) для аффинной
супералгебры Ли ŝl(m|n), определяемой системой простых корней Π.

Определим градуировку на янгиане Y~(sl(m|n,Π)) задав степень об-
разующих формулами

deg(hi,r) = 0, deg(x±i,r) = ±1, i ∈ I, r ∈ Z>0,

подразумевая. что степень произведения равна сумме степеней сомно-
жителей, а степень суммы равна максимальной из степеней слагаемых.
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Имеет место следующее разложение

Y (ŝl(m|n,Π)) ' Y − ⊗ Y 0 ⊗ Y +,

где Y ± (Y 0)) обозначает подалгебру супералгебры Y (ŝl(m|n,Π)) по-
рожденную x±ir (hir и h ∈ h) с i ∈ I или αi ∈ Π̃ и r > 0. Таким образом,
получаем разложение

Y + =

∞⊕
k=0

Y +[k],

где Y +[k] линейная оболочка всех мономов степени k > 0 в Y +.
Тогда мы получаем, что

Y (ŝl(m|n,Π) =

∞⊕
k=0

Ỹ [k],

где Ỹ [k] = Y 60⊗Y +[k] and Y 60 подалгебра Y (ŝl(m|n,Π), порожденная
x−ir и hir, h ∈ h для i ∈ I, r > 0.

Для каждого n ∈ Z>0 пусть Y>nобозначает подпространство⊕∞
k=n Y [k] в Y +. Пусть An, qn обозначает левый Y~(m|n,Π)-модуль An

и естественное факторотображение qn, определяемые следующим об-
разом

An = Y~(ŝl(m|n,Π))/Y~(ŝl(m|n,Π))Y>n+1, qn : Y~(ŝl(m|n,Π))→ An.

Для каждого n ∈ Z>0, отображение qn при факторизации через An
порождает
Y~(ŝl(m|n,Π))-модульный гомоморфизм pn : An → An−1 такой, что
pn ◦ qn = qn−1. Следовательно, (An, pn)n>0 образует обратную систе-
му Y~(ŝl(m|n,Π)-модулей. Мы определим Ŷ~(ŝl(m|n,Π)) как обратный
предел этой системы.

Ŷ~(ŝl(m|n,Π)) := lim
←
An

= lim
←

(Y~(ŝl(m|n,Π))/Y~(ŝl(m|n,Π))Y>n+1).
(5.1)

Пусть i : Y~(ŝl(m|n,Π)) → Ŷ~(ŝl(m|n,Π)) это гомоморфизм
Y~(ŝl(m|n,Π))-модулей, заданный формулой X 7→ (qn(X))n>0 для всех
X ∈ Y~(ŝl(m|n,Π)). Легко видеть, что i является инъекцией.

Тогда Y~(ŝl(m|n,Π)) и Y~(ŝl(m|n,Π))⊗2 становятся градуированны-

ми алгебрами. Мы определим Ŷ~(ŝl(m|n,Π)) ( ̂
Y~(ŝl(m|n,Π))⊗2) как
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стандартные пополнения относительно заданных выше градуировок
супералгебр Y~(ŝl(m|n,Π)) и Y~(ŝl(m|n,Π))⊗2.

Теорема 1. Гомоморфизм супералгебр

∆ : Ŷ~(ŝl(m|n,Π))→ ̂
Y~(ŝl(m|n,Π))⊗2

однозначно задается следующими формулами на образующих:

∆(hi,0) = hi,0 ⊗ 1 + 1⊗ hi,0, ∆(x±i,0) = x±i,0 ⊗ 1 + 1⊗ x±i,0, (5.2)
∆(hi,1) = hi,1 ⊗ 1 + 1⊗ hi,1 + ~hi,0 ⊗ hi,0

− ~
∑
α∈∆+

∑
16kα6dim(gα)

(α, αi)x
kα
−α ⊗ xkαα (5.3)

Более того, ∆ удовлетворяет условию коассоциативности.

Определим оператор (полу) Казимира Ω+ формулой

Ω+ =

dim h∑
k=1

h(k) ⊗ h(k) +
∑
α∈∆+

dim gα∑
k=1

x
(k)
−α ⊗ x(k)

α . (5.4)

Отметим, что Ω+ не совпадает с обычным оператором Казимира,
когда g конечномерная супералгебра Ли так как последний не содер-
жит член∑
α∈∆+

∑dim gα
k=1 x

(k)
α ⊗x(k)

−α. Заметим также, что в аффинном случае опе-
ратор Казимира заменяется обобщенным оператором Казимира (see
[5, 11]).

Пусть �(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x. Легко видеть, что половинный опера-
тор Казимира Ω+ не коммутирует с образующими x±, hi алгебры Ли
ŝl(m|n,Π)(⊂ Y~(ŝl(m|n,Π))).

Предложение 3. Имеют место следующие соотношения

[�(h),Ω+] = 0, (5.5)

для h ∈ h, где h – картановская подалгебра.

[�(x+
i ),Ω+] = −x+

i ⊗ hi, (5.6)

[�(x−i ),Ω+] = hi ⊗ x−i , (5.7)
для всех i ∈ I,

∆(hi,1) = �(hi,1) + ~[hi,0 ⊗ 1,Ω+]. (5.8)
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Отметим, что соотношение (5.8) тесно связано с определением аф-
финного суперянгиана как квантования бисупералгебры полиномиаль-
ных токов с коскобкой, определяемой аффинным аналогом рациональ-
ной r-матрицы Янга. Отметим также, что доказательство теоремы 1
существенно использует соотношения предложения 3.

Сформулируем основной результат данной работы.

Теорема 2. 1) Отображения Tαi

Tαi : (Y~(ŝl(m|n,Π)),∆)→ (Y~(ŝl(m|n,Π′)),∆′)

являющиеся изоморфизмами ассоциативных супералгебр, в случае,
когда αi – четный корень, являются автоморфизмами (Π̃ = Π̃′, ∆ =
∆′) и совместимы с коумножением, то есть

(Tαi ⊗ Tαi)(∆(a)) = ∆ ◦ Tαi(a), ∀a ∈ Y~(ŝl(m|n,Π)). (5.9)

2) Отображения Tαi , являющиеся изоморфизмами ассоциативных
супералгебр, в случае, когда αi – нечетный корень, не является гомор-
физмом супераллгебр Хопфа, то есть

(Tαi ⊗ Tαi)(∆) 6= ∆′ ◦ Tαi . (5.10)

Доказательство. Опишем кратко схему доказательства теоремы.
Доказательство основано на явной проверке соотношений на образую-
щих первого порядка. Идея доказательства состоит в том, что в фор-
мулу (5.8) для коумножения элемента первого порядка hαi,1 входит
полу Казимир Ω+, вид которого зависит от разбиения на положитель-
ные и отрицательные корни, а также элемент hαi,0⊗ 1, содержащийся
в коммутаторе с полу Казимиром. Поскольку в супералгебре Ли бо-
релевские подалгебры несопряжены, упомянутое выше разбиение под
действием нечетного отражение переходит в существенно другое, свя-
занное с отличной от исходной борелевской подалгеброй, что собствен-
но дает основание предполагать, что

Tαi ⊗ Tαi(∆(hi,1))−∆(Tαi(hαi,1)) 6= 0.

Этот факт и проверяется прямым вычислением. �

Замечание 3. В заключение отметим, что таким же образом, можно
рассмотреть категорию аффинных ~-суперянгианов вида
Y~(sl(1)(m|n, Π̃)), а морфизмы которой порождаются изоморфизмами
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Tαi . Определенную таким образом категорию мы и называем янгиан-
ным группоидом Вейля. Эта конструкция дана [11] и является анало-
гом конструкций группоидов Вейля, данных ранее в работах [15, 22].
Отметим, что все объекты этой категории изоморфны как ассоциа-
тивные супералгебры. Мы также начали исследование связи действия
элементов группоида Вейля на суперянгианах с коумножениями на
суперянгианах.
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Volkov V. D., Stukopin V. A. The Weyl groupoid and its action on the
affine super-Yangian.

We define the action of the Weyl groupoid on the affine super-Yangian
Y~(ŝl(m|n,Π)) of the special linear Kac-Moody superalgebra ŝl(m|n,Π),
given by an arbitrary system of simple roots Π. Affine super-Yangians
of this type form a category. Morphisms in this category are given by
the action of the elements of the Weyl groupoid. All super-Yangians from
this category are isomorphic as associative superalgebras, but morphisms
defined by the action of elements of a Weyl groupoid do not preserve
coproducts. We describe coproducts on super-Yangians and their relation
to the Weyl groupoid action.
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