
Записки научных
семинаров ПОМИ

Том 531, 2024 г.

А. И. Мадунц

КЛАССИФИКАЦИЯ МНОЖЕСТВ СХОДИМОСТИ
МНОГОМЕРНЫХ ПОЛНЫХ ПОЛЕЙ

§1. Топология многомерных полных полей

Многомерные локальные поля впервые возникли в работах
А. Н. Паршина [12–14] и К. Като [1–3]. Считая конечное поле 0-мерным
локальным, полное дискретно нормированное поле K = Kn (n > 1) на-
зывают n-мерным локальным, если его поле вычетов Kn−1 является
(n − 1)-мерным локальным полем. Полное дискретно нормированное
поле K = Kn(n > 1) называют n-мерным полным, если его поле вы-
четов Kn−1 является (n − 1)-мерным полным полем, причем под 0-
мерным полным подразумевают совершенное.

Далее всюду K – многомерное полное поле (многомерное локальное
является его частным случаем).

Определение 1.1. Число s=s(K) такое, что charK(s) 6=charK(s−1),
назовем инерционным числом поля K.

Если же charK = charK0 , положим s(K) = 0.

Итак, инерционное число s(K) при нумерации полей вычетов от
n до нуля – номер последнего из них, сохраняющего характеристику
исходного поля K = Kn.

Как обычно, F ((t)) – поле рядов Лорана, а для поля F , полного от-
носительно дискретного нормирования w, под F{{t}} подразумевается

F{{t}} =

{ ∞∑
i=−∞

cit
i : ci ∈ F, inf

i
w(ci) > −∞, lim

i→−∞
w(ci) = +∞

}

с нормированием v

( ∞∑
i=−∞

cit
i

)
= infi w(ci). Как легко видеть, оно

является полным дискретно нормированным полем с полем вычетов
F ((t)).

Ключевые слова: многомерные локальные поля; кольца, порожденные множе-
ствами сходимости; топология многомерного локального поля.
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Сформулированная и частично доказанная А. Н. Паршиным, а пол-
ностью доказанная И. Б. Жуковым структурная теорема для много-
мерных полных полей (см. [4, 12]) утверждает следующее.

Теорема 1.2. Пусть K = K(n) – n-мерное полное поле.
В случае s(K) > 0 обозначим F0 = Frac(W (K0)) – поле частных

кольца векторов Витта над последним полем вычетов (при данном
условии charK0 = p > 0).
1. Если s(K) = 0, то K ≈ K0((t1)) . . . ((tn)).
2. Если s(K) = 1, то K ≈ k((t2)) . . . ((tn)), где k = K(1) – конечное
вполне разветвленное расширение поля F0.
3. Если 2 6 s(K) 6 n, то K является конечным вполне разветвлен-
ным расширением поля

F{{t1}} . . . {{ts−1}}((ts+1)) . . . ((tn)),

где F – конечное вполне разветвленное расширение F0 и s = s(K).
Кроме того, K имеет конечное расширение вида

L{{T1}} . . . {{Ts−1}}((Ts+1)) . . . ((Tn)),

полученное добавлением элемента, алгебраического над F0, где L –
конечное расширение F0.

Многомерные полные поля вида F{{t1}} . . . {{ts−1}}((ts+1)) . . . ((tn))
назовем стандартными (мы включаем сюда также вырожденные слу-
чаи s(K) = 0 и s(K) = 1).

Подробнее основные сведения о многомерных полных полях изло-
жены, например, в [5].

Введем обозначения

~ri = (ri+1, . . . , rn) (0 6 i 6 n− 1), ~r0 = ~r, ~t ~ri
i = t

ri+1

i+1 . . . trnn

и
~0 = (0, . . . , 0), ~e (i) = (0, . . . , 1, . . . , 0)

(здесь единица стоит на месте i).
На Zn используется лексикографическое упорядочивание следую-

щего типа: если при некотором 1 6 i 6 n верно ~r
(1)
i = ~r

(2)
i , r

(1)
i < r

(2)
i ,

полагаем ~r (1) < ~r (2).
Набор ~t = (t1, . . . , tn) называется системой локальных параметров

поля K, если tn – униформизующая поля Kn относительно нормиро-
вания vn, далее tn−1 – единица в Kn, класс вычетов которой является
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униформизующей в Kn−1, и так до t1 – единицы в Kn, классы вычетов
которой в Kn−1, . . . , K2 единицы, а в K1 – униформизующая.

Выбор локальных параметров определяет нормирование

~v = (v(1), . . . , v(n)),

заданное формулами ~v(0) = +∞ и

v(i)(a) = vKi

(
a~t ~ri

i

)
, ~ri = −(v(i+1)(a), . . . , v(n)(a)), a 6= 0

(надчеркивание обозначает вычет).
Легко видеть, что O = {a ∈ K : ~v(a) > ~0} образует не зависящее от

выбора локальных параметров кольцо нормирования с единственным
максимальным идеалом ℘ = { a ∈ O : ~v(a) > ~0 }.

Приведем результаты, связанные с представлением элементов мно-
гомерного поля в виде ряда и доказанные в [5, 6].

Определение 1.3. Множество мультииндексов Ω ⊂ Zn называется
допустимым набором, если для любого ~li ∈ Zn−i(1 6 i 6 n) существу-
ет I(~li) ∈ Z такое, что для всех ~r ∈ Ω из условия ~ri = ~li следует
ri > I(~li).

Величины ωi(~li) = sup I(~li) назовем характеристическими индекса-
ми допустимого набора.

Пусть B – полная система представителей ненулевых элементов K0

в K, а ~t – система локальных параметров. Тогда любое a ∈ K, a 6= 0
представляется в виде ряда

a =
∑

~r∈Ω(a)

a~r ~t
~r, a~r ∈ B,

где Ω(a) – допустимый набор.
В топологии дискретного нормирования ряды, определяющие эле-

менты многомерного поля, не обязательно сходятся. А. Н. Паршиным
введена другая топология (см. [14]). Она определяется рекурсивно с
использованием топологий полей вычетов (подробнее см. [5] и [6]), и в
ней ряды всех элементов сходятся. В дальнейшем мы по умолчанию
используем именно топологию Паршина.

Однако даже в этом случае не выполнено еще одно важное свойство:
степенные ряды с коэффициентами из кольца целых при подстановке
вместо переменной элемента максимального идеала могут расходить-
ся.
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§2. Кольца сходимости

Определение 2.1. Множество A ⊂ K назовем множеством схо-
димости, если любой степенной ряд c(X) =

∑
m>1

c(m)Xm ∈ A[[X]]

сходится при подстановке вместо X произвольного элемента мак-
симального идеала ℘.

Выберем в качестве B (полной системы представителей ненулевых
элементов K0 в K, используемой для разложения в ряд) мультипли-
кативные представители последнего поля вычетов в сочетании с есте-
ственным вложением констант в ряды Лорана (заметим, что в B вхо-
дят 1 и −1). Тогда для любого a ∈ K представление в виде ряда

a =
∑

~r∈Ω(a)

a~r ~t
~r, a~r ∈ B,

где Ω(a) – допустимый набор, будет единственно.

Определение 2.2. Назовем Ω(a) допустимым набором элемента a,
а соответствующие характеристические индексы ωa

i (~ri) – характе-
ристическими индексами элемента.

Очевидно, что aωi(~ri)~ri 6= 0, индекс ri = ωa
i (~ri) – наименьший из

обладающих данным свойством, и ωa
i (~ri) = +∞ тогда и только тогда,

когда коэффициент при ~ti
~ri нулевой.

Кроме того, кольцо целых, максимальный идеал и группа единиц
поля имеют вид

O = {a ∈ K : ωa
i (~0i) > 0, i = n; 1, }

℘ = {a ∈ K : ωa
i (~0i) > 0, i = n; 2, ωa

1 (~01) > 1, }

U = {a ∈ K : ωa
i (~0i) = 0, i = n; 1}.

Поскольку для конечных расширений многомерных полных полей
топология Паршина подполя совпадает с топологией, индуцированной
надполем, а топология подполя единственным образом продолжается
на надполе, структурная теорема позволяет ограничиться рассмотре-
нием сходимости в стандартных полях.

ДалееK – стандартное n-мерное полное поле с инерционным числом
s = s(K).

В [8] доказан критерий множества сходимости.
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Теорема 2.3. A ⊂ K является множеством сходимости тогда и
только тогда, когда для i = n; 1 при всех ~ri выполнено условие

ωA
i (~ri) = inf

a∈A
ωa
i (~ri) > −∞.

Таким образом, A – множество сходимости в том и только том слу-
чае, когда объединение мультииндексов всех его элементов является
допустимым набором. Обозначим его Ω(A) и назовем допустимым на-
бором множества A, а величины ωA

i (~ri) – характеристическими ин-
дексами множества сходимости A. Каждому множеству сходимости A
соответствует допустимый набор Ω(A). Кроме того, любое множество
сходимости имеет вид A = ~t ~rG,G ⊂ O.

Обычно требуется, чтобы множество сходимости являлось кольцом.
Заметим, что при n > 2 кольцо целых и даже его максимальный идеал
кольцами сходимости не являются.

Определение 2.4. Пусть A – множество сходимости. Наименьшее
по включению кольцо сходимости, содержащее A, будем называть
кольцом сходимости, порожденным A, и обозначать Â.

В [7] доказана теорема.

Теорема 2.5. Пусть A – множество сходимости. Оно порождает
кольцо сходимости Â тогда и только тогда, когда A ⊂ O. В этом
случае Â ⊂ O.

Определение 2.6. Моноидом допустимого набора Ω назовем подмо-
ноид M(Ω) группы Zn, порожденный Ω ∪ ~e (s).

Другими словами, это наименьшее замкнутое по сложению множе-
ство мультииндексов, содержащее Ω, ~e (s) и ~0.

Определение 2.7. Множеством сходимости допустимого набора Ω
назовем

CΩ =

{∑
~r∈Ω

a~r~t
~r, a~r ∈ B ∪ {0}

}
.

В [9] доказаны следующие утверждения.

Теорема 2.8. Моноид M(Ω) допустимого набора Ω является допу-
стимым набором тогда и только тогда, когда для любого ~r ∈ Ω вы-
полнено условие ~r > ~0.
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Теорема 2.9. Пусть A – множество сходимости, A ⊂ O. Тогда мно-
жество CM(Ω(A)) – кольцо сходимости, удовлетворяющее условию

A ⊂ CM(Ω(A)) ⊂ O.

Простейший пример кольца сходимости – кольцо степенных рядов
от униформизующих:

A0 = B0[[t1, . . . , tn]],

где B0 = B ∪ {0}. Его допустимый набор Ω0 = {~r : ri > 0, i = 1;n}
является моноидом, характеристические индексы ωA0

i (~ri) = 0.
Введем новые локальные параметры, лежащие в данном кольце:

t̂1 = t1

t̂2 = t2t
l12
1

t̂3 = t3t
l23
2 tl131

. . . . . . . . . . . . . . .

t̂n = tnt
ln−1n
n−1 . . . tl1n1

(здесь все lij ∈ Z>0).
Тогда

t1 = t̂1

t2 = t̂2t̂
−l12
1 ,

t3 = t̂3t̂
−l23
2 t̂−l13+l12l23

1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

tn = t̂nt̂
−ln−1n
n−1 . . . t̂

−l1n+(l12l2n+···+l1n−1ln−1n)+···+(−1)n−1l12l23...ln−1n

1 .

Поскольку

t̂r11 t̂r22 t̂r33 . . . t̂rnn = t
r1+(l12r2+···+l1nrn)
1 t

r2+(l23r3+...+l2nrn)
2 . . . t

rn−1+ln−1nrn
n−1 trnn ,

в терминах новых локальных параметров имеем

ω̂n = 0, ω̂n−1(rn) = −ln−1nrn,

ω̂n−2(rn−1, rn) = −(ln−2n−1rn−1 + ln−2nrn),

. . . ,

ω̂2(r3, . . . , rn) = −(l23r3 + · · ·+ l2nrn),

ω̂1(r2, . . . , rn) = −(l12r2 + · · ·+ l1nrn).
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Как легко видеть, lij = −ω̂i(~e
(j)). Характеристические индексы об-

ладают свойством аддитивности: ω̂i(~r
1
i + ~r 2

i ) = ω̂i(~r
1
i ) + ω̂i(~r

2
i ).

Подобные кольца сходимости впервые возникли и были применены
в кандидатской диссертации автора (см. [10]), а далее использовались
в [7–9,11]. В частности, в [7] доказано следующее утверждение.

Теорема 2.10. Для любого набора

L =
{
~li = (lii+1 . . . lin), i = 1;n− 1

}
, lij ∈ Z>0

множество

AL =

∑
rn>0

∑
rn−1>ωn−1(~rn−1)

· · ·
∑

r1>ω1(~r1)

a~r~t
~r, a~r ∈ B0

 ,

где ωi(~ri) = −(~li, ~ri), 1 6 i 6 n− 1, будет кольцом сходимости.

Назовем данный тип колец сходимости стандартным, а L – его на-
бором параметров. Соответствующей заменой униформизующих его
можно привести к случаю, когда все ω̂A

i (~ri) = 0.
Уже при n = 2 существуют кольца сходимости, не являющиеся стан-

дартными: например, A =
{∑

r2>0

∑
r1>−r22

a~r~t
~r, a~r ∈ B0

}
.

Пусть A ⊂ O – множество сходимости. В каком случае оно лежит в
некотором стандартном кольце сходимости AL?

Условие A ⊂ O дает ωa
i (~0i) > 0, i = n; 1. Кроме того, в любом стан-

дартном кольце содержится A0 = B0[[t1, . . . , tn]], поэтому можно счи-
тать, что A0 ⊂ A и все ωA

i (~ri) 6 0.
Неравенство rn−1 > −ln−1rn с учетом ограничения rn > 0 равно-

сильно тому, что infrn∈N
ωA

n−1(rn)

rn
> −∞. В этом случае подходит[

inf
rn

ωA
n−1(rn)

rn

]
= −ln−1

(квадратные скобки означают целую часть), причем после замены

t̂n = tnt
−ln−1

n−1

при всех rn будет верно r̂n−1 > ωA
n−1(rn) + ln−1rn > 0.

Таким образом, при infrn∈N
ωA

n−1(rn)

rn
= −∞ множество сходимости A

не лежит ни в одном стандартном кольце, а при infrn∈N
ωA

n−1(rn)

rn
> −∞

далее можно считать, что ωA
n = 0, ωA

n−1(rn) = 0.
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Следующим шагом надо для множества сходимости с такими огра-
ничениями на последние два характеристических индекса найти кри-
терий существования неотрицательных целых ln−2, ln−1 таких, что при
всех rn−1, rn ∈ Z>0 выполнено условие

ωA
n−2(rn−1, rn) > −(ln−1rn−2 + ln−1rn),

то есть определить, когда есть решение x, y ∈ Z>0 бесконечной систе-
мы неравенств вида

rn−1x + rny > −ωA
n−2(rn−1, rn),

причем −ωA
n−2(rn−1, rn) > 0.

Поскольку достаточно рассмотреть случай, когда rn−1, rn,
ωA
n−2(rn−1, rn) ненулевые, неравенства можно записать как

x

a(rn−1, rn)
+

y

b(rn−1, rn)
> 1,

где

a(rn−1, rn) =
−ωA

n−2(rn−1, rn)

rn−1
, b(rn−1, rn) =

−ωA
n−2(rn−1, rn)

rn
.

Их общее решение (x0, y0) определяется тем, что при каждом выбо-
ре rn−1, rn ∈ N либо a(rn−1, rn) 6 x0, либо b(rn−1, rn) 6 y0, а критерий
существования такого решения заключается в условии

sup
(rn−1,rn)

min(a(rn−1, rn), b(rn−1, rn)) < +∞,

что дает[
inf

(rn−1,rn)

(
max

(ωA
n−2(rn−1, rn)

rn−1
,
ωA
n−2(rn−1, rn)

rn

))]
= −ln−2 > −∞.

В исходных обозначениях данная величина вычисляется как[
inf

(rn−1,rn)

(
max

(ωA
n−2(r̂n−1, rn)

r̂n−1
,
ωA
n−2(r̂n−1, rn)

rn

))]
= −ln−2,

где r̂n−1 = rn + ln−1rn−1.
Заменой

t̂n = tnt
−ln−1

n−1 t
−ln−2

n−2 , t̂n−1 = tn−1t
−ln−2

n−2

теперь можно добиться того, что

ω̂A
n = 0, ω̂A

n−1(rn) = 0, ω̂A
n−2(r̂n−1, rn) = 0.
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Продолжая процесс, получаем как критерий того, лежит ли множе-
ство сходимости в некотором стандартном кольце сходимости, так и
алгоритм построения одного из подходящих колец.

Теорема 2.11. Множество сходимости A лежит в некотором ста-
ндартном кольце сходимости тогда и только тогда, когда при всех
i от n− 1 до 1 конечны величины[

inf
~ri

(
max

i+16k6n

(ωA
i (r̂i+1, . . . , r̂n)

r̂k

))]
= −li,

где квадратные скобки обозначают целую часть и

r̂n = rn, r̂k = rk + lk(r̂k+1 + · · ·+ r̂n).

В этом случае набор параметров L =
{
~li = li(1, . . . , 1), i = 1;n− 1

}
задает одно из подходящих стандартных колец, а при замене унифор-
мизующих 

t̂1 = t1

t̂2 = t2t
−l1
1

t̂3 = t3t
−l2
2 t−l11

. . . . . . . . . . . . . . .

t̂n = tnt
−ln−1
n−1 . . . t−l11

множество A лежит в кольце B0[t̂1, . . . , t̂n].
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Madunts A. I. Classification of convergence sets of multidimensional
complete fields.

Convergence sets of a multidimensional complete field (that is, such
that all power series above them converge when substituting an element of
the maximal ideal instead of a variable) are classified by inclusion in some
standard convergence ring. In addition, an algorithm for constructing this
ring is given.
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