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Введение

Работа посвящена вычислению алгебры когомологий Хохшильда
HH∗(R) для некоторого “исключительного” семейства алгебр диэдраль-
ного типа. Напомним, что алгебры диэдрального, полудиэдрального
и кватернионного типов возникли в работах К. Эрдман при класси-
фикации групповых блоков, имеющих ручной тип представления (см.
[1]). Для этого “исключительного” семейства, возникающего в случае,
когда основное поле имеет характеристику 2, ранее были вычислены
группы когомологий Хохшильда (см. [2]).

Отметим, что когомологии Хохшильда для других семейств алгебр
диэдрального типа исследовались в работах [3–12].

Для вычисления умножений в алгебре HH∗(R) используется мини-
мальная проективная резольвента для алгебр из рассматриваемого се-
мейства, построенная в работе [2].

Кратко опишем структуру работы. В разделе 1 формулируются ос-
новные результаты работы, в разделе 2 приведены некоторые вспомо-
гательные сведения, а доказательства основных результатов приведе-
ны в разделе 3.

§1. Формулировка основного результата

Пусть K – алгебраически замкнутое поле произвольной характери-
стики, R – конечномерная K-алгебра, Λ = R e = R ⊗K Rop – ее обер-
тывающая алгебра, HHn(R) = ExtnΛ(R,R) – n-ая группа когомологий
Хохшильда алгебры R (с коэффициентами в R-бимодуле R). Таким
образом, HHn(R) = Hn(HomΛ(P•, R)), где P• → R – Λ-проективная
резольвента алгебры R.

Ключевые слова: алгебры диэдрального типа, алгебра когомологий Хохшильда.
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Алгебры Rk,s,c серии D(2B)(k, s, c) (над алгебраически замкнутым
полем K произвольной характеристики) описываются с помощью сле-
дующего колчана с соотношениями:

Q(B) :

βγ = ηβ = γη = 0, (γβα)k = (αγβ)k,
α2 = c(γβα)k, ηs = (βαγ)k,

где k, s ∈ N, s > 2, c ∈ {0, 1} (композицию путей мы записываем справа
налево).

Отметим, что если charK 6= 2, то можно считать, что c = 0. Для
алгебр Rk,s,0 группы HHn(R) и алгебра HH∗(R) исследовались в [6, 9].
С другой стороны, группы HHn(R) для алгебр Rk,s,1 были вычисле-
ны в [2], и их описание существенно зависит от чётности или нечёт-
ности параметров k и s. Естественно, мультипликативная структура
алгебры когомологий HH∗(R) для алгебр Rk,s,1 также зависит от чёт-
ности/нечётности k и s. В настоящей работе мы описываем алгебру
когомологий Хохшильда для подсерии серии алгебр Rk,s,1, соответ-
ствущей нечётным значениям параметров k и s (и для charK = 2).

Пусть

X = {pi, ui}4i=1 ∪ {vi}6i=1 ∪ {wi}3i=1 ∪ {z0, z1, t}. (1.1)

На алгебре K[X ] введём градуировку так, что

deg pi = 0 для 1 6 i 6 4, deg ui = 1 для 1 6 i 6 4,

deg vi = 2 для 1 6 i 6 6, degwi = 3, для 1 6 i 6 3,

deg z0 = deg z1 = 4, deg t = 5.

Определим градуированнуюK-алгебру A = A(k, s) = K[X ]/I, где иде-
ал I порождён следующими элементами:

pk1 + ps2, p
2
3 , p

2
4 ,

pipj для 1 6 i < j 6 4;

}
(1.2)

p1u1, p2u1, p4u1, (1.3)
p1u2, p3u2, p4u2; (1.4)
pju3 для 1 6 j 6 4, (1.5)

piu4 для i > 1, pk−1
1 u4, p

s−1
2 u2, (1.6)
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uiuj = 0 для 1 6 i 6 j 6 4; (1.7)
piv2 для i > 1, piv3 для i 6= 2, piv4 для i 6= 3, (1.8)
pivj для j ∈ {1, 4, 5, 6} и любых i, (1.9)

pk−1
1 v2, p

s−1
2 v3, (1.10)

u1vj для j ∈ {1, 2, 3, 6}, (1.11)
u2vj для j 6= 3, u3vj для j 6= 1, (1.12)
u4vj для j 6= 2, (1.13)

u4v2 + p2
1w3, u1v5 + p4w1, (1.14)

u1v4 + p3w2, u2v3 + p2
2w3, (1.15)

piw1 для 1 6 i 6 3, (1.16)

piw2 для i 6= 3, p3w3, p4w3, p
k
1w3, (1.17)

vivj при 1 6 i < j 6 5, viv6 при i > 1, (1.18)

v1v6 + u3w2, u1w3 + p4z0, p
k
1z0, (1.19)

v2
4 , v

2
5 , v

2
6 , v

2
2 + p2

1z0, v
2
3 + p2

2z0, (1.20)
piz1 для всех i, uiw1 при i > 1, (1.21)
uiw2 при i 6= 3, uiw3 при i > 1; (1.22)
viw1 при 1 6 i 6 4, (1.23)
v2w2, v3w2, v6w2, v5w3, v6w3, (1.24)
v5w2 + p4t, v6w1 + p4t, u1z1 + p4t, (1.25)
v4w2 + p3u1z0, v4w3 + p3u1z0, v1w3 + u3z0, (1.26)
v2w3 + u4z0, v3w3 + u2z0, (1.27)
pit при i < 4, (1.28)
uit при i > 1, viz1 для всех i, (1.29)
w1w3 + v5z0, w2w3 + v6z0, (1.30)

w1w2 + u1t, w
2
2, w

2
3, w2z1 + u1v5z0, (1.31)

w1z1 + v5t, v6t+ p4w1z0, (1.32)
w3t+ z0z1, w2t+ u1w1z0; (1.33)

z2
1 , (1.34)
z1t+ v5w1z0, (1.35)
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t2 + z0w
2
1. (1.36)

Кроме того, на алгебре A вводится градуировка, индуцированная гра-
дуировкой алгебры K[X ].

Основной результат работы – следующая теорема.

Теорема 1.1. Пусть charK = 2, и пусть R = Rk,s,1, где k и s нечёт-
ны, k > 2. Алгебра когомологий Хохшильда HH∗(R) как градуирован-
ная K-алгебра изоморфна алгебре A.

§2. Предварительные сведения

Пусть R = Rk,s,1, где k, s ∈ N, k > 1, s > 2, и пусть µ : Q• → R – ми-
нимальная Λ-проективная резольвента бимодуля R, построенная в [2].
Описание этой резольвенты довольно громоздкое, и мы здесь его не
воспроизводим, но будем использовать многие обозначения, связанные
с этим описанием. В частности, для некоторых элементов алгебры R
используются сокращённые обозначения:

a := αγβ, b := βαγ, g := γβα.

Кроме того, мы через δn := HomΛ(dQn , R) обозначаем дифференциал
комплекса HomΛ(Q•, R), с которого “считываются” когомологии Хох-
шильда:

HHn(R) = ExtnΛ(R,R) = Hn(HomΛ(Q•, R)).

Дифференциалы dQn (а также δn) задаются с помощью матриц, со-
ответствующих фиксированным разложениям модулей Qn в прямую
сумму неразложимых Λ-модулей; будем называть такие разложения
стандартными.

Резольвента
(
Q•, d

Q
n

)
→ R была получена с помощью приёма, анало-

гичного “тотализации” некоторой диаграммы, представляющей собой
“бикомплекс”, оснащённый дополнительными стрелками (удобно счи-
тать, что диаграмма располагается в первом квадранте “координатной
плоскости”); см. [2, стр. 94]. Строение диаграммы обладает уникаль-
ной особенностью: при отбрасывании первых двух столбцов диаграм-
мы мы получаем новый “бикомплекс”, совпадающий с исходным (от-
личающийся лишь сдвигом градуировки). Поддиаграмма, состоящая
из первых двух столбцов рассматриваемой диаграммы, после “тотали-
зации” доставляет подкомплекс X• комплекса Q•, при этом оказалось
справедливым следующее утверждение (см. [2, предложение 3.3]).
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Предложение 2.1. Имеет место короткая точная последователь-
ность комплексов

0→ X•
i−→ Q•

π−→ Q•[−4]→ 0, (2.1)

расщепляющаяся в каждой степени.

Точная последовательность (2.1) индуцирует длинную когомологи-
ческую последовательность для групп когомологий Хохшильда (см.
формулу (4.84) в [2]). При этом в ней, начиная с некоторого места,
связывающие гомоморфизмы нулевые, и таким образом, получаем сле-
дующее утверждение.

Предложение 2.2. Пусть X • = HomΛ(X•, R). При n > 5 имеет
место короткая точная последовательность

0→ HHn−4(R)
π∗

−→ HHn(R)
ı∗−→ Hn(X •)→ 0. (2.2)

Отметим, что гомоморфизм ı∗ из (2.2) также сюръективен при n = 4
(см. [2, лемма 4.16]).

Хотя размерности групп HHi(R), i > 0, были вычислены в [2], нам
необходимо получить явное описание базисов (над K) этих групп.

Из [1, III.14] вытекает следующее утверждение.

Предложение 2.3. Пространство HH0(R) допускает в качестве K-
базиса следующее множество

{ai + gi + bi}k−1
1 ∪ {ηi}s1 ∪ {1, γβak−1, ak}.

Далее мы опишем базисы пространств HHi(R) для 1 6 i 6 5 (в
предположении, что k и s нечётны). Поскольку базисы пространств
Im δi, 0 6 i 6 4, указаны в [2], то мы должны сначала описать базисы
пространств Ker δi для 1 6 i 6 5. Это делается аналогично [6, предло-
жение 4.4]. Детали подобных вычислений мы оставляем читателю, и
как результат мы получаем следующее утверждение.

Предложение 2.4. Предположим, что k и s нечётны, k > 1.
(1) Пространство HH1(R) имеет в качестве K-базиса множество,

состоящее из следующих элементов:(
αgi,O3

)
для 1 6 i 6 k − 1, (2.3)(

O3, η
i
)

для 2 6 i 6 s, (2.4)(
α, β,O2

)
,
(
γβak−1,O3

)
,
(
ak,O3

)
. (2.5)
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(2) Пространство HH2(R) имеет в качестве K-базиса множество,
состоящее из следующих элементов:(

ai + gi, bi, ai,O3

)
для 1 6 i 6 k − 1, (2.6)(

0, ηi,O4

)
для 1 6 i 6 s− 1, (2.7)(

ak,O5

)
,
(

O2, e0,O3

)
,
(

O2, α,O3

)
,
(

O3, βαg
k−1, ηs−1, αγbk−1 O3

)
.

(2.8)

(3) Пространство HH3(R) имеет в качестве K-базиса множество,
состоящее из следующих элементов:(

αgi,O7

)
для 1 6 i 6 k − 1, (2.9)(

O3, η
i,O4

)
для 2 6 i 6 s, (2.10)(

α, β,O2, α,O3

)
,
(
0, β, 0, η,O4

)
,
(
0, βα, αγ,O5

)
, (2.11)(

O5, e0, e1, e1

)
,
(

O4, γβa
k−1,O3

)
,
(

O5, a
k,O2

)
. (2.12)

(4) Пространство HH4(R) имеет в качестве K-базиса множество,
состоящее из следующих элементов:(

ai + gi, bi,O8

)
для 1 6 i 6 k − 1, (2.13)(

0, ηi,O8

)
для 1 6 i 6 s− 1, (2.14)(

e0, e1,O8

)
,
(
γβak−1,O9

)
,
(
ak,O9

)
, (2.15)(

O5, e0, e1, e1

)
,
(

O4, γβa
k−1,O3

)
,
(

O5, a
k,O2

)
,(

O3, βαg
k−1, ηs−1, αγbk−1,O4

)
, (2.16)(

O3, βαg
k−1,O4, γ, 0

)
,
(

O2, a
k,O7

)
,
(

O6, e0,O3

)
(2.17)

(5) Пространство HH5(R) имеет в качестве K-базиса множество,
состоящее из следующих элементов:(

αgi,O11

)
для 1 6 i 6 k − 1, (2.18)(

O3, η
i,O8

)
для 2 6 i 6 s, (2.19)(

α, β,O10

)
,
(
γβak−1,O11

)
,
(
ak,O11

)
(2.20)(

O4, α,O3, α,O3

)
,
(

O5, e0, e1, e1,O4

)
,
(

O5, a
k,O6

)
, (2.21)(

O8, γβa
k−1,O3

)
,
(

O9, βαg
k−1, ηs−1, αγbk−1

)
. (2.22)

Замечание 2.5. В дальнейшем для n-коцикла x ∈ Ker δn его когомо-
логический класс clx ∈ HHn(R) будем обозначать также через x.
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§3. Образующие и соотношения

Мы сейчас кратко опишем интерпретацию произведения Йонеды
в алгебре HH∗(R) =

⊕
m>0 ExtmΛ (R,R), использованную ранее в [3].

Пусть µ : Q• → R – минимальная Λ-проективная резольвента (см.раз-
дел 2). Рассмотрим комплекс

HomΛ(Q•, R) =
(

HomΛ(Qn, R), δn
)
;

как и ранее, δn – дифференциалы, индуцированные дифференциала-
ми резольвенты Q•. Тогда для коциклов f ∈ Ker δn и g ∈ Ker δt имеем
cl g · cl f = cl (µT0(g)Tt(f)), где Ti(h) обозначает i-ю трансляцию ко-
цикла h. В дальнейшем мы будем описывать трансляции Ti(h) (i > 0)
с помощью матриц, соответствующих стандартным разложениям мо-
дулей Qn.

Мультипликативная структура алгебры HH∗(R) для алгебр из рас-
сматриваемой серии существенно зависит от того, чётны или нет па-
раметры k и s, входящие в определяющие соотношения алгебр Rk,s,1.
Далее мы всюду предполагаем, что k и s нечётны.
Рассмотрим следующие однородные элементы в HH∗(R):

– степени 0 :

{
p1 := a+ g + b, p2 := η,

p3 := γβak−1, p4 := ak;
(3.1)

– степени 1 :

{
u1 := (α, β,O2), u2 := (O3, η

2),

u3 := (γβak−1,O3), u4 := (αg,O3);
(3.2)

– степени 2 :


v1 := (O2, e0,O3), v2 := (a+ g, b, a,O3),

v3 := (0, η,O4), v4 := (O2, α,O3),

v5 := (O3, βαg
k−1, ηs−1, αγbk−1), v6 := (ak,O5);

(3.3)

– степени 3 :

{
w1 := (O5, e0, e1, e1), w2 := (α, β,O2, α,O3),

w3 := (0, β, 0, η,O4);
(3.4)

– степени 4 :

{
z0 := (e0, e1,O8),

z1 := (O3, βαg
k−1, ηs−1, αγbk−1,O4);

(3.5)

– степени 5 : t := (O5, e0, e1, e1,O4). (3.6)

Предложение 3.1. Предположим, что k и s нечётны и k > 1. Для
элементов множества

Y = {pi, ui}4i=1 ∪ {vi}6i=1 ∪ {wi}3i=1 ∪ {z0, z1, t} (3.7)
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в алгебре HH∗(R) выполняются соотношения:

pk1 = ps2, p
2
3 = p 2

4 = 0,
pipj = 0 для 1 6 i < j 6 4;

}
(3.8)

p1u1 = p2u1 = p4u1 = 0, (3.9)
p1u2 = p3u2 = p4u2 = 0; (3.10)
pju3 = 0 для 1 6 j 6 4, (3.11)
piu4 = 0 для i > 1, (3.12)

pk−1
1 u4 = ps−1

2 u2 = 0; (3.13)
uiuj = 0 для 1 6 i 6 j 6 4; (3.14)
piv2 = 0 для i > 1, (3.15)
piv3 = 0 для i 6= 2, piv4 = 0 для i 6= 3, (3.16)
pivj = 0 для j ∈ {1, 4, 5, 6} и любых i, (3.17)

pk−1
1 v2 = ps−1

2 v3 = 0; (3.18)
u1vj = 0 для j ∈ {1, 2, 3, 6} (3.19)
u2vj = 0 для j 6= 3, u3vj = 0 для j 6= 1, (3.20)
u4vj = 0 для j 6= 2, (3.21)

u4v2 = p2
1w3, u1v5 = p4w1, (3.22)

u1v4 = p3w2, u2v3 = p2
2w3, (3.23)

piw1 = 0 для 1 6 i 6 3, , (3.24)

piw2 = 0 для i 6= 3, p3w3 = p4w3 = 0, pk1w3 = 0; (3.25)
vivj = 0 при 1 6 i < j 6 5, viv6 = 0 при i > 1, (3.26)

v1v6 = u3w2, u1w3 = p4z0, p
k
1z0 = 0, (3.27)

v2
4 = v2

5 = v2
6 = 0, v2

2 = p2
1z0, v

2
3 = p2

2z0, (3.28)
piz1 = 0 для всех i, ; (3.29)
uiw1 = 0 при i > 1, (3.30)
uiw2 = 0 при i 6= 3, uiw3 = 0 при i > 1; (3.31)
viw1 = 0 при 1 6 i 6 4, (3.32)
v2w2 = v3w2 = v6w2 = 0, v5w3 = v6w3 = 0, (3.33)
v5w2 = v6w1 = u1z1 = p4t, (3.34)
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v4w2 = v4w3 = p3u1z0, v1w3 = u3z0, (3.35)
v2w3 = u4z0, v3w3 = u2z0, (3.36)
pit = 0 при i < 4, (3.37)
uit = 0 при i > 1, viz1 = 0 для всех i, (3.38)
w1w3 = v5z0, w2w3 = v6z0, (3.39)

w1w2 = u1t, w
2
2 = w2

3 = 0, w2z1 = u1v5z0, (3.40)
w1z1 = v5t, v6t = p4w1z0, (3.41)
w3t = z0z1, w2t = u1w1z0; (3.42)

z2
1 = 0, (3.43)
z1t = v5w1z0; (3.44)

t2 = z0w
2
1. (3.45)

Доказательство. Для проверки указанных в лемме соотношений
необходимо вычислить трансляции подходящих порядков для элемен-
тов из Y, имеющих положительную степень.

Из предложения 2.1 непосредственно вытекает следующее утвер-
ждение.

Лемма 3.2. Для любого i > 0 проекция на прямое слагаемое

πi+4 : Qi+4 = Qi ⊕Xi+4 → Qi

является i-ой трансляцией Ti(z0) коцикла z0.

Замечание 3.3. Отметим, что из леммы 3.2 следует, что гомомор-
физм

π∗ : HHn−4(R)→ HHn(R), n > 4,

из точной последовательности (2.2) задаётся умножением на z0.

Для других элементов из Y необходимые трансляции описаны в сле-
дующей лемме.

Лемма 3.4. В качестве трансляций элементов из Y \ {z0}, имею-
щих положительную степень, можно взять гомоморфизмы, опреде-
ляемые следующими матрицами:

T0(u1) =

(
α⊗ e0 β ⊗ e0 0 0

0 0 0 0

)
,
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T1(u1)=



k−1∑
i=0

γβai⊗gk−1−i
k−1∑
i=0

βai⊗γbk−1−i ∗ 0 0 0

k−1∑
i=0

αγbi⊗ak−1−i 0 0 0 0 0

k−1∑
i=0

αgi⊗βak−1−i 0 0 0 β ⊗ e1 0

0 0 0 0 0 0


,

где

(T1(u1))13 = α⊗ e0 +

k−1∑
i=0

γβai ⊗ gk−1−i,

T0(u2) =

(
0 0 0 0
0 0 0 η2 ⊗ e1

)
,

T1(u2) =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 η2 ⊗ e0 0 0
0 0 0 0 0 0

0
s−1∑
i=2

(i+ 1)ηi ⊗ ηs−i 0 0 0 0

 ,

T0(u3) =

(
γβak−1 ⊗ e0 0 0 0

0 0 0 0

)
,

T1(u3) =


0 0 γβak−1 ⊗ e0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

γβak−1 ⊗ βak−1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ,

T0(u4) =

(
αg ⊗ e0 0 0 0

0 0 0 0

)
,

T1(u4) – это 4× 6-матрица вида

T1(u4) =
(

A(1) A(2) O4,3

)
,

где
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A(1) =



k−2∑
i=1

iai+1 ⊗ γβak−1−i +
k−2∑
i=1

iγβai+1 ⊗ gk−1−i

k−2∑
i=1

iαγbi ⊗ ak−i +
k−2∑
i=1

iγbi+1 ⊗ αgk−1−i

k−2∑
i=1

iαgi ⊗ βak−i +
k−2∑
i=1

igi+1 ⊗ βαgk−1−i

0


,

A(2) =



k−2∑
i=1

iβai+1 ⊗ γbk−1−i αg ⊗ e0 +
k−2∑
i=1

iγβai+1 ⊗ gk−1−i

k−1∑
i=2

(i+ 1)bi ⊗ αγbk−i
k−2∑
i=1

iγbi+1 ⊗ αgk−1−i

k−2∑
i=1

iβαgi ⊗ bk−i
k−2∑
i=1

igi+1 ⊗ βαgk−1−i

0 0


,

T0(v1) =

(
O2,2

e0 ⊗ e0

0
O2,3

)
,

T1(v1) =
(

A(3) O4,3 A(4) O4,3

)
,

где A(3),A(4) – матрицы-столбцы такие, что

(A(3))T =

(
k−2∑
i=0

γβai⊗γβak−2−i,

k−1∑
i=0

γbi⊗ak−1−i,

k−1∑
i=0

gi⊗βak−1−i, 0

)
,

(A(4)) T = (e0 ⊗ e0, 0, 0, 0) ,

T2(v1) – это 3 × 10-матрица, у которой ненулевыми являются
только три элемента, а именно,

(T2(v1))13 = (T2(v1))37 = e0 ⊗ e0, (T2(v1))51 = γbk−1 ⊗ βak−1,

T0(v2) =

(
(a+ g)⊗ e0 0 a⊗ e0 0 0 0

0 b⊗ e1 0 0 0 0

)
,

T1(v2) =
(

A(5) O4,3

)
,

где

A(5) =


(a+ g)⊗ e0 0 0 0 g ⊗ e0

αγ ⊗ γβak−1 b⊗ e0 0 0 0
0 0 (a+ g)⊗ e1 0 0
0 0 0 b⊗ e1 0

 ,
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T2(v2) =
(

A(6) O6,3

)
,

где

A(6)=



(a+ g)⊗ e0 0 g ⊗ e0 0 0 0 0

0 b⊗ e1 0 0 0 0 0
0 0 (a+ g)⊗ e0 0 0 0 a⊗ e0
0 0 0 b⊗ e0 0 0 0

0 0 αγ ⊗ βαgk−1 0 b⊗ e1 0 αγ ⊗ βαgk−1

0 0 0 0 0 (a+ g)⊗ e1 0

,

T0(v3) =

(
0 0
0 η ⊗ e1

O2,4

)
,

T1(v3) – это 4×8-матрица, в которой ненулевые только два элемен-
та, а именно,

(T1(v3))22 = η ⊗ e0, (T1(v3))44 = η ⊗ e1,

T2(v3) – это 6 × 10-матрица, в которой ненулевые только три эле-
мента, а именно,

(T2(v3))22 = (T2(v3))55 = η ⊗ e1, (T2(v3))44 = η ⊗ e0,

T0(v4) =

(
O2,2

α⊗ e0

0
O2,3

)
,

T1(v4) =
(

A(7) O4,3 A(8) O4,3

)
,

где A(7),A(8) – матрицы-столбцы такие, что

(A(7))T =

(
k−1∑
i=1

ai⊗γβak−1−i,

k−1∑
i=0

αγbi⊗ak−1−i,

k−1∑
i=0

αgi⊗βak−1−i, 0

)
,

(A(8)) T = (α⊗ e0, 0, 0, 0) ,

T2(v4) – это 6 × 10-матрица, в которой ненулевыми являются
только следующие четыре элемента

(T2(v4))13 = (T2(v4))37 = α⊗ e0,

(T2(v4))51 = αγbk−1 ⊗ βak−1, (T2(v4))52 = bk ⊗ bk−1,

T0(v5) =

(
O2,3

βαgk−1 0 0
0 ηs−1 ⊗ e1 αγbk−1 ⊗ e1

)
,

T1(v5) =
(

O4,1 A(9) O4,1 A(10)
)
,
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где

A(9) =


0 0 βαgk−1 ⊗ γbk−1

ηs−1 ⊗ αgk−1 0 0
0 αgk−1 ⊗ ηs−1 0
0 0 0

 ,

A(10) =


0 0 0

αγbk−1 ⊗ e0 0 0
0 βαgk−1 ⊗ e1 0
0 0 ηs−1 ⊗ e1

 ,

T2(v5) =
(

O6,3 A(11) O6,1 A(12)
)
,

где

A(11) =


0 0 0
0 ηs−1 ⊗ e1 αγbk−1 ⊗ e1

∗ 0 0
0 0 0
0 0 0
0 βαgk−1 ⊗ ηs−2 αgk−1 ⊗ ηs−1

 ,

а также

(A(11))3,1 = βαgk−1 ⊗ e0 + βak−1 ⊗ α+ βak−1 ⊗ γβak−1,

и, кроме того, A(12) – 6× 3-матрица, имеющая ровно три ненулевых
элемента, а именно,

(A(12))4,1 = ηs−1 ⊗ e0, (A(12))5,2 = αγbk−1⊗e1, (A(12))6,3 = βα gk−1⊗e1,

T0(v6) =

(
ak ⊗ e0

0
O2,5

)
,

T1(v6) – 4× 8-матрица, имеющая ровно три ненулевых элемента,
а именно,

(T1(v6))11 = (T1(v6))15 = ak ⊗ e0, (T1(v6))33 = ak ⊗ e1,

T2(v6) – 6 × 10-матрица, имеющая ровно четыре ненулевых эле-
мента, а именно,

(T2(v6))11 = (T2(v6))13 = (T2(v6))33 = ak ⊗ e0, (T2(v6))66 = ak ⊗ e1,

T0(w1) =

(
O2,5

e0 ⊗ e0 0 0
0 e1 ⊗ e1 e1 ⊗ e1

)
,
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T1(w1) =
(

O4,3 A(13) A(14)
)
,

где

A(13)=



k−1∑
i=0

βai ⊗ gk−1−i 0
k−1∑
i=0

ai ⊗ γbk−1−i

k−1∑
i=0

bi ⊗ αgk−1−i 0
k−2∑
i=0

αγbi ⊗ αγbk−2−i

k−2∑
i=0

βαgi ⊗ βαgk−2−i 0
k−1∑
i=0

αgi ⊗ bk−1−i

0
s−2∑
i=0

ηi ⊗ ηs−2−i 0


,

(3.46)

A(14) = diag (0, e1 ⊗ e0 , e0 ⊗ e1 , e1 ⊗ e1) , (3.47)

T2(w1) =

(
O2,4 A(15) O2,4

A(16) O4,4 A(17)

)
, (3.48)

где

A(15) =

(
0 e0 ⊗ e0 0 0
0 0 e1 ⊗ e1 e1 ⊗ e1

)
, (3.49)

в матрице A(16) имеется ровно три ненулевых элемента:

(A(16))1,4 = βak−1 ⊗ γbk−1, (A(16))2,2 = ηs−2 ⊗ αgk−1,

(A(16))4,3 = αgk−1 ⊗ ηs−2,

}
(3.50)

а также
A(17) = diag (0, e1 ⊗ e0, e1 ⊗ e1, e0 ⊗ e1) , (3.51)

T3(w1) =

(
O4,3 Ã(13) A(14) O2,4

O4,3 O4,4 O4,4 A(18)

)
,

где матрица A(14) описана в (3.47), а матрица Ã(13) отличается от
матрицы A(13) из (3.46) в одной позиции, а именно,

(Ã(13))2,3 =

k−2∑
i=0

αγbi ⊗ αγbk−2−i + γbk−1 ⊗ γbk−1,

кроме того,

A(18) = diag (0, e0 ⊗ e0, e1 ⊗ e1, e1 ⊗ e1) , (3.52)
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T0(w2) =

(
α⊗ e0 β ⊗ e0

0 0
O2,2

α⊗ e0

0
O2,3

)
,

T1(w2) =
(

A(19) O4,5

)
,

где

A(19)=



k−1∑
i=0

ai ⊗ γβak−1−i
k−1∑
i=0

βai ⊗ γbk−1−i e0 ⊗ (α+ γβak−1) 0 0

∗ 0 0 0 0
k−1∑
i=0

gi ⊗ βαgk−1−i 0 0 0 β ⊗ e1

0 0 0 0 0

 ,

а также

(A(19))2,1 =

k−1∑
i=0

γbi ⊗ αgk−1−i + γbk−1 ⊗ γβak−1,

T2(w2) =
(

A(20) O6,1 A(21) O6,1 A(22) O6,4

)
,

где A(20),A(21) – матрицы-столбцы, такие, что

(A(20))T =
(
(α+ γβak−1)⊗e0 + e0⊗γβak−1, γbk−1 ⊗ β, γβak−1⊗e0,O3

)
,

(A(21))T =
(
0, γ ⊗ e1, O3, e0 ⊗ ηs−1

)
,

а A(22) – 6× 4-матрица, у которой только три элемента ненулевые,
а именно,

(A(22))1,1 = (A(22))3,1 = (α+ γβak−1)⊗ e0, (A(22))6,4 = β ⊗ e1,

T3(w2) =
(

A(23) O8,2 A(24) O8,2 A(25) O8,3

)
;

здесь

(A(23)) =

(
(A(23))′

(A(23))′′

)
,

где

(A(23))′=



k−1∑
i=0

γβai ⊗ gk−1−i 0 e0 ⊗ α+ γβak−1 ⊗ e0
k−1∑
i=0

γbi ⊗ αgk−1−i 0 αγbk−1 ⊗ e0 + γbk−1 ⊗ α
k−1∑
i=0

αgi ⊗ βak−1−i
k−1∑
i=0

βαgi ⊗ βk−1−i
k−1∑
i=0

gi ⊗ βαgk−1−i

0 0 0


,
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а (A(23))′′ – 4 × 3-матрица, имеющая единственный ненулевой эле-
мент

(
(A(23))′′

)
1,3

= e0 ⊗ γβak−1; кроме того, в 8 × 3-матрице A(24)

имеется ровно четыре ненулевых элемента, а именно,

(A(24))3,1 = e0 ⊗ η, (A(24))5,2 = (α+ γβak−1)⊗ e0,

(A(24))8,1 = αγbk−1 ⊗ e1, (A(24))8,3 = e1 ⊗ β,

наконец, A(25) – это матрица-столбец с единственным ненулевым
элементом (A(25))5,1 = (α+ γβak−1)⊗ e0;

T0(w3) =

(
0 β ⊗ e0 0 0
0 0 0 η ⊗ e1

O2,4

)
,

T1(w3) =
(

A(26) A(27) O4,5

)
,

где

A(26)=



k−1∑
i=0

(i+ 1)γβai ⊗ gk−1−i+
k−2∑
i=1

iai⊗γβak−1−i
k−1∑
i=0

(i+ 1)βai ⊗ γbk−1−i

k−2∑
i=1

iγbi⊗αgk−1−i+
k−2∑
i=1

iαγbi⊗ak−1−i
k−2∑
i=1

ibi⊗αγbk−1−i

∗
k−1∑
i=0

(i+ 1)βαgi ⊗ bk−1−i

0
s−2∑
i=1

iηi⊗ηs−1−i


,

(3.53)
и где

(A(26))3,1 =

k−2∑
i=1

igi ⊗ βαgk−1−i +

k−2∑
i=1

iαgi ⊗ βak−1−i + γβak−1 ⊗ βak−1,

кроме того, A(27) – это 4×3-матрица, у которой только два элемен-
та ненулевые:

(A(27))2,2 = η ⊗ e0, (A(27))3,3 = β ⊗ e1,

T2(w3) =
(

A(28) O6,2 A(29) O6,4

)
,

где A(28) – 6×4-матрица, у которой ровно четыре ненулевых элемен-
та:

(A(28))1,2 = β ⊗ e0, (A(28))2,4 = e1 ⊗ η,

(A(28))3,1 = γβak−1 ⊗ e0, (A(28))4,4 = e1 ⊗ αγbk−1,

а A(29) – 6× 2-матрица, у которой ровно два ненулевых элемента:

(A(29))5,1 = η ⊗ e1, (A(29))5,2 = e1 ⊗ η,
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T3(w3) =

 Ã(26) A(30) O4,8

O4,2 A(31) O4,8

 ,

здесь матрица Ã(26) отличается от A(26) из (3.53) в двух позициях,
а именно,

Ã
(26)
3,1 =

k−2∑
i=1

igi ⊗ βαgk−1−i +

k−2∑
i=1

iαgi ⊗ βak−1−i,

Ã
(26)
4,2 =

s−1∑
i=0

(i+ 1)ηi ⊗ ηs−1−i,

кроме того,

A(30) =



k−3∑
i=0

(i+ 1)γβai ⊗ gk−1−i 0 0 0

k−2∑
i=1

iγbi ⊗ αgk−1−i 0 0 0

k−2∑
i=1

igi ⊗ βαgk−1−i 0 β ⊗ e1 0

0 0 0 γ ⊗ e1


,

а в матрице A(31) ровно четыре элемента отличны от нуля:

(A(31))1,1 = γβak−1 ⊗ e0, (A(31))3,2 = e1 ⊗ βαgk−1,

(A(31))4,3 = e1 ⊗ ηs−1, (A(31))4,4 = αγbk−1 ⊗ e1,

T0(z1) =
(

O2,3 A(32)
)
,

где

A(32) =

(
βαgk−1 ⊗ e0 0 0

0 ηs−1 ⊗ e1 αγbk−1 ⊗ e1

)
(3.54)

T1(z1) =
(

A(33) A(34) O4,4

)
,

где в 4× 4-матрице A(33) ненулевыми являются три элемента:

(A(33))1,4 = βαgk−1 ⊗ γbk−1, (A(33))2,2 = ηs−1 ⊗ αgk−1,

(A(33))3,3 = αgk−1 ⊗ ηs−1,

и, кроме того,

A(34) = diag (0 , αγbk−1 ⊗ e0, βαg
k−1 ⊗ e1, η

s−1 ⊗ e1), (3.55)
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T2(z1) =

(
O2,3 A(32) O2,4 O2,4

O4,3 A(35) A(36) O4,4

)
,

где A(32) из (3.54), 4×3-матрица A(35) имеет два ненулевых элемента

(A(35))4,2 = βαgk−1 ⊗ ηs−2, (A(35))4,3 = αgk−1 ⊗ ηs−1,

и, кроме того,

A(36) = diag (0 , ηs−1 ⊗ e0, αγb
k−1 ⊗ e1, βαg

s−1 ⊗ e1), (3.56)

T3(z1) =

(
A(37) A(34) O2,4 O2,4

O4,4 O4,4 A(38) O4,4

)
,

где A(34) из (3.55), 4 × 4-матрица A(37) имеет ровно три ненулевых
элемента

(A(37))1,4 = βαgk−1 ⊗ γbk−1, (A(37))3,3 = αgk−1 ⊗ ηs−1,

(A(37))2,4 = ηs−2 ⊗ βαgk−1,

и, кроме того,

A(38) = diag (0 , βαgk−1 ⊗ e0, η
s−1 ⊗ e1, αγb

k−1 ⊗ e1),

T4(z1) =


O2,3 A(39) O2,4 O2,4 O2,4

O4,3 A(40) A(36) O4,4 O4,4

O4,3 O4,3 O4,4 A(34) O4,4

 ;

здесь

A(39) =

(
0 0 0

e1 ⊗ βγak−1 e1 ⊗ ηs−1 αγbk−1 ⊗ e1

)
,

в 4× 3-матрице A(40) ровно два ненулевых элемента

(A(40))1,1 = βak−1 ⊗ γβak−1, (A(40))4,3 = αgk−1 ⊗ ηs−1,

и, кроме того, матрицы A(34) и A(36) из (3.55) и (3.56) соответствен-
но,

далее, для l ∈ {0, 1, 2, 3}

T`(t) =
(

T`(w1) O2(`+1),4

)
,
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где T`(w1) – трансляции элемента w1, найденные ранее,

T4(t) =

(
T2(w1) O4,4 O4,4

O4,12 A(14) O4,4

)
,

где матрица A(14) из (3.47), а T2(w1) – из (3.48),

T5(t) =


T1(w1) O4,4 O4,4 O4,4

O4,10 A(18) O4,4 O4,4

O4,10 O4,4 A(16) O4,4

 ,

где матрицы A(16) и A(18) из (3.50) и (3.52) соответственно.

Доказательство леммы состоит в прямой проверке соотношений
µT0(ζ) = ζ, di−1Ti(ζ) = Ti−1(ζ)di+deg ζ−1 (i > 0) для ζ ∈ Y \ {z0} с
deg ζ > 0.

Теперь доказательство предложения 3.1 завершается с помощью
прямых вычислений с матрицами, приведёнными в лемме 3.4, и эту
проверку предоставляется проделать читателю. �

Лемма 3.5. Для любого ` ∈ N

(1) v`1 =
(

O, e0,O3

)
∈ HH2`(R),

(2) u3v
`
1 =

(
O, γβak−1,O3

)
∈ HH2`+1(R),

(3) v6v
`
1 =

(
O, ak,O7

)
∈ HH2`+2(R),

(4) v`1(w2 + w3) =
(

O, α,O3, α,O3

)
∈ HH2`+3(R),

(5) w`1 =
(

O, e0, e1, e1

)
∈ HH3`(R),

(6) u1w
`
1 =

(
O, αγbk−1, 0, β,O2

)
∈ HH3`+1(R),

(7) v5w
`
1 =

(
O, βαgk−1, ηs−1, αγbk−1

)
∈ HH3`+2(R),

(8) w`1z1 =
(

O, βαgk−1, ηs−1, αγbk−1,O4

)
∈ HH3`+4(R),

(9) w`1t =
(

O, e0, e1, e1,O4

)
∈ HH3`+5(R),

(10) u1w
`
1t =

(
O, αγbk−1, 0, β,O6

)
∈ HH3`+6(R).
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Замечание 3.6. Из описания базисов для групп Hn(X •), данного в
[2, следствие 4.14], а также из точной последовательности (2.2) следу-
ет, что элементы групп HHn(R), указанные в лемме 3.5 (для соответ-
ствующих значений n), вместе с подгруппой z0 ·HHn−4(R) порождают
группу HHn(R).

Доказательство леммы 3.5. (1) Простая проверка (с учетом лем-
мы 3.4) показывает, что v2

1 =
(

O6, e0,O3

)
. Далее, в предположении,

что v`1 =
(

O, e0,O3

)
(` > 2), находим следующие трансляции этого

элемента: в качестве T0(v`1) берём блочную матрицу вида

T0(v`1) =

(
O2,4`+2

e0 ⊗ e0

0
O2,3

)
, (3.57)

T1(v`1) – это 4× (4`+ 4)-матрица, которая имеет ровно два ненулевых
столбца, а именно,

(T1(v`1))∗,4`−3 =
( k−2∑
i=0

γβai⊗γβak−2−i,

k−1∑
i=0

γbi⊗ak−1−i,

k−1∑
i=0

gi⊗βak−1−i, 0
)T
,

(T1(v`1))∗,4`+1 =
(
e0 ⊗ e0,O3

)T
,

T2(v`1) – это 6×(4`+6)-матрица, которая имеет ровно три ненулевых
столбца, а именно,

(T2(v`1))∗,4`−5 =
(

O4, γb
k−1 ⊗ βak−1, 0

)T
,

(T2(v`1))∗,4`−1 =
(
e0 ⊗ e0,O5

)T
,

(T2(v`1))∗,4`+3 =
(

O2 , e0 ⊗ e0,O3

)T
,

T3(v`1) – это 8×(4`+8)-матрица, которая имеет ровно три ненулевых
столбца, а именно,

(T3(v`1))∗,4`−3=
( k−2∑

i=0

γβai⊗γβak−2−i,

k−1∑
i=0

γbi⊗ak−1−i,

k−1∑
i=0

gi⊗βak−1−i,O5

)T
,

(T3(v`1))∗,4`+1 =
(
e0 ⊗ e0, O7

)T
,

(T3(v`1))∗,4`+5 =
(

O4, e0 ⊗ e0,O3

)T
,

Отсюда, в частности, следует, что

v`+1
1 = µT0(v1)T2(v`1) =

(
O, e0,O3

)
.
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Теперь с использованием предыдущих вычислений доказываем со-
отношения из второго, третьего и четвёртого пунктов леммы:

u3v
`
1 = µT0(u3)T1(v`1) =

(
O, γβak−1,O3

)
,

v6v
`
1 = µT0(v6)T2(v`1) =

(
O, ak,O7

)
,

(w2 + w3)v`1 = µT0(w2 + w3)T3(v`1) =
(

O, α,O3, α,O3

)
.

(5) С учетом леммы 3.4 имеем w2
1 =

(
O11, e0, e1, e1

)
. Далее, в пред-

положении, что w`1 =
(

O, e0, e1, e1

)
(` ∈ N), находим следующие транс-

ляции:

T0(w`1) =

(
O2,6`−1

e0 ⊗ e0 0 0
0 e1 ⊗ e1 e1 ⊗ e1

)
, (3.58)

T1(w`1) =
(

O4,6`−3 A(13) A(14)
)
, (3.59)

где матрицы A(13) и A(14) из (3.46) и (3.47) соответственно,

T2(w`1) =

(
O 2, 6`−6 O A(15) O

O 4, 6`−6 A(16) O A(17)

)
, (3.60)

где матрицы A(15),A(16),A(17) описаны в (3.49), (3.50) и (3.51) соответ-
ственно,

T3(w`1) =

(
O 4, 6`−3 A(13) A(14) O

O 4, 6`−3 O O A(18)

)
, (3.61)

где матрицы A(13),A(14),A(18) указаны в (3.46), (3.47) и (3.52) соответ-
ственно

T4(w`1) =


O 2, 6`−6 O A(15) O O

O 4, 6`−6 A(16) B(41) A(17) O

O 4, 6`−6 O O O A(14)

 , (3.62)

где матрица B(41) содержит единственный ненулевой элемент(
B(41)

)
32

= γbk−1 ⊗ βak−1, а матрицы A(14),A(15),A(16),A(17) описаны
в (3.47), (3.49), (3.50) и (3.51) соответственно.
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T5(w`1) =


O 4, 6`−3 A(13) A(14) O O

O 4, 6`−3 O O A(18) O

O 4, 6`−3 O O O A(17)

 , (3.63)

где матрицы A(13),A(14),A(17),A(18) описаны в (3.46), (3.47), (3.51) и
(3.52) соответственно.

Тогда
w`+1

1 = µT0(w1)T3(w`1) =
(

O, e0, e1, e1

)
,

и по индукции получаем требуемое соотношение.
Теперь соотношения в формулировке леммы с шестого по девятое

получаем с помощью прямых вычислений:

u1w
`
1 = µT0(u1)T1(w`1) =

(
O, αγbk−1, 0, β,O2

)
,

v5w
`
1 = µT0(v5)T2(w`1) =

(
O, βαgk−1, ηs−1, αγbk−1

)
,

z1w
`
1 = µT0(z1)T4(w`1) =

(
O, βαgk−1, ηs−1, αγbk−1,O4

)
,

tw`1 = µT0(t)T5(w`1) =
(

O, e0, e1, e1,O4

)
.

(10) Наконец, находим следующие трансляции элемента w`1t:

T0(w`1t) =

(
O 2, 6`+5

e0 ⊗ e0 0 0
0 e1 ⊗ e1 e1 ⊗ e1

O 2, 4

)
, (3.64)

T1(w`1t) =
(

O2,6`+3 A(13) A(14) O4,4

)
, (3.65)

где A(13), A(14) – матрицы из (3.46) и (3.47) соответственно.
Тогда

u1w
`
1t = µT0(u1)T1(w`1t) =

(
O, αγbk−1, 0, β,O6

)
. �

Предложение 3.7. Предположим, что k и s нечётны, k > 2. То-
гда HH∗(R) как K-алгебра порождается множеством Y, указанным
в (3.7).

Доказательство. Пусть H – K-подалгебра в HH∗(R), порождённая
множеством Y ∪{1} (здесь 1 – единица алгебры HH∗(R)). Мы сначала
докажем, что HHi(R) ⊂ H для i 6 5, а затем с помощью индукции по
n установим включение HHn(R) ⊂ H.

Легко непосредственно проверяется, что HH0(R) ∪HH1(R) ⊂ H.
Поскольку попарные произведения однородных элементов степени 1

равны нулю (см. (3.14)), то, как и в предыдущем случае, достаточно
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произвести умножения образующих степени 2 на образующие степе-
ни 0, и вновь легко получаем включение HH2(R) ⊂ H.

Далее, для базисных элементов пространства HH3(R), описанных в
предложении 2.4, часть (3), кроме соотношений, определяющих эле-
менты wi, i = 1, 2, 3 (см. (3.4)), имеем также следующие соотношения:(

αgi,O7

)
= p i1w3 для 1 6 i 6 k − 1,(

O3, η
i,O4

)
= p i−1

2 w3 для 2 6 i 6 s,(
ak,O7

)
= u1v4,

(
O4, γβa

k−1,O3

)
= u3v1,(

O5, a
k,O2

)
= p4w1,

откуда следует, что HH3(R) ⊂ H.
Для базисных элементов пространства HH4(R), описанных в пред-

ложении 2.4, часть (4), кроме соотношений, определяющих элементы
zi, i = 0, 1 (см. (3.5)), имеем также следующие соотношения:(

ai + gi, bi,O8

)
= p i1z0 для 1 6 i 6 k − 1,(

0, ηi,O8

)
= p i2z0 для 1 6 i 6 s− 1,(

γβak−1,O9

)
= p3z0,

(
ak,O9

)
= p4z0,(

O3, βαg
k−1,O4, γ, 0

)
= u1w1,(

O2, a
k,O7

)
= v1v6,

(
O6, e0,O3

)
= v2

1 ,

и следовательно, HH4(R) ⊂ H.
Наконец, для базисных элементов пространства HH5(R), описанных

в предложении 2.4, часть (5), не лежащих в z0 · HH1(R), имеем соот-
ношения (

O4, α,O3, α,O3

)
= v1(w2 + w3),

(
O5, e0, e1, e1,O4

)
= t,(

O5, a
k,O6

)
= p4t,

(
O8, γβa

k−1,O3

)
= u3v

2
1 ,(

O9, βαg
k−1, ηs−1, αγbk−1

)
= v5w1.

Теперь индукцией по n докажем, что HHn(R) ⊂ H. Считаем, что
n > 6. Пусть f ∈ HomΛ(Qn, R) – коцикл, представляющий элемент
из HHn(R). Поскольку f = (f1, f2), где f1 ∈ HomΛ(Qn−4, R), f2 ∈
HomΛ(Xn, R), то ввиду замечания 3.6 можно считать, что (O, f2) –
это один из элементов, перечисленных в лемме 3.5 (для подходящих
значений параметра `). Пользуясь этой леммой получаем, что (O, f2)
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лежит в H. Наконец, по индукционному предложению f1 ∈ H, и тогда
(f1,O8) = z0 · f1 также лежит в H. �

Пусть A = K[X ]/I – градуированная алгебра, определённая в раз-
деле 1, где I – соответствующий идеал соотношений (см. (1.2)–(1.36)),
а X из (1.1). Ненулевые образы мономов из K[X ] относительно кано-
нического эпиморфизма K[X ] → A также будем называть мономами.
Ввиду предложений 3.1 и 3.7 существует сюръективный гомоморфизм
градуированных K-алгебр ϕ : A → HH∗(R), переводящий образующие
из множества X в соответствующие образующие из Y (см. (3.7)); не
боясь двусмысленности, мы обозначили одинаково элементы из обоих
множеств, которые соответствуют друг другу. Пусть A =

⊕
m>0Am

– разложение алгебры A на однородные прямые слагаемые. Теперь
теорема 1.1 вытекает из следующего утверждения.

Предложение 3.8. Для любого m > 0

dimK Am = dimK HHm(R).

Доказательство. На кольце многочленов K[X ] введём лексикогра-
фический порядок такой, что

t > v2 > v3 > v4 > v5 > v6 > v1 > u3 > u4 > u2 > u1

> w3 > w2 > w1 > z1 > z0 > p2 > p3 > p4 > p1.

}
(3.66)

Любой ненулевой моном из A можно представить в виде

f = p i1p
j
2 p

α3
3 pα4

4 ·
4∏
`=1

u β`

` · v
r
1

6∏
`=2

vγ`` · w
m
1 w ζ2

2 w ζ3
3 zn0 z

ξ
1 t

θ; (3.67)

здесь ввиду определяющих соотношений алгебры A имеем:

α3, α4, β` (1 6 ` 6 4), γ` (2 6 ` 6 6), ζ2, ζ3, ξ, θ принадлежат {0, 1},
i, j, r,m, n ∈ N ∪ {0}, i 6 k, j 6 s− 1.

Такие представления для мономов из A мы отождествляем с соответ-
ствующими мономами из K[X ].

Назовём редукцией монома f из A процесс замены некоторых под-
мономов в f на другие элементы из A по следующим правилам (a 7→ b
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означает замену каждого вхождения монома a на элемент b):

ps2 7→ pk1 , u4v2 7→ p2
1w3,

u1v5 7→ p4w1, u1v4 7→ p3w2,
u2v3 7→ p2

2w3, v1v6 7→ u3w2,
v2

2 7→ p2
1z0, v2

3 7→ p2
2z0,

u1w3 7→ p4z0, v4w3 7→ v4w2 7→ p3u1z0,
v1w3 7→ u3z0, v2w3 7→ u4z0,
v3w3 7→ u2z0, p4t 7→ v5w2 7→ v6w1,
v6w1 7→ u1z1, v5z0 7→ w1w3,
v6z0 7→ w2w3, u1t 7→ w1w2,
v5t 7→ w1z1, v6t 7→ w2z1 7→ p4w1z0,
w2t 7→ u1w1z0, w3t 7→ z0z1,
z1t 7→ v5w1z0, u1z0z1 7→ w1w2w3,
t2 7→ w2

1z0.

Элементарным шагом редукции назовём любую замену из этого спис-
ка; такие замены соответствуют (немономиальным) определяющим со-
отношениям в алгебре A. После каждого элементарного шага редук-
ции ненулевой моном переходит в моном, строго меньший относитель-
но лексикографического порядка, и за конечное число шагов мы полу-
чаем мономы, к которым уже нельзя применить никакой элементар-
ный шаг редукции. Говорим, что представление элемента a ∈ A в виде
линейной комбинации мономов имеет нормальную форму, если ни к
одному из этих мономов нельзя применить редукцию. Ясно, что лю-
бой элемент из A допускает хотя бы одно представление в нормальной
форме.

Пусть qi = dimK Ai. Через q̃i обозначим число мономов из Ai, пред-
ставленных в нормальной форме; таким образом, q̃i > qi. Поскольку
имеется эпиморфизм Ai → HHi(R), то qi > dimK HHi(R), и потому
достаточно доказать, что

q̃i = dimK HHi(R). (3.68)

Для этого мы рассуждаем аналогично доказательству предложения
4.9 в [9]. Пусть моном f из (3.67) имеет нормальную форму. Последова-
тельно предполагая вхождение в f той или иной образующей из набора
(3.66) (двигаясь по списку “слева направо”), с учётом списка элемен-
тарных шагов редукции и мономиальных определяющих соотношений
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в алгебре A находим для f возможные нормальные формы. Далее со-
ставляем списки этих нормальных форм, сортируя их по степеням, и
наконец, получаем следующие их количества (т.е. значения q̃i).

Мономы степени 12a:

{tw4i−12a+5
1 z12a−3i−5

0 }4a−2
i=3a−1, {w

4i−12a
1 z12a−3i

0 }4ai=3a+1,

{p4w
4i−12a
1 z12a−3i

0 }4ai=3a+1, {v
2(3a−i)
1 zi0}3a−1

i=0 , {w2w
4i−12a+3
1 z12a−3i−3

0 }4a−1
3a ,

{z1w
4i−12a+4
1 z12a−3i−4

0 }4a−2
3a−1, {w3w

4i−12a+3
1 z12a−3i−3

0 }4a−1
i=3a ,

{u3w2v
6a−2i−2
1 zi0}3a−1

i=0 , {u1w
4i−12a+1
1 z12a−3i−1

0 }4a−1
i=3a ,

{w3w2w
4i−12a+6
1 z12a−3i−6

0 }4a−2
i=3a−1, {p

r
1z

3a
0 }k−1

r=0 , {pr2z3a
0 }s−1

r=1, p3z
3a
0 , p4z

3a
0 ;

(их количество равно 14a+ k + s+ 1).
Мономы степени 12a+ 1:

{tw4i−12a+4
1 z12a−3i−4

0 }4a−2
i=3a−1, {w

4i−12a−1
1 z12a−3i+1

0 }4ai=3a+1,

{p4w
4i−12a−1
1 z12a−3i+1

0 }4ai=3a+1, {z1w
4i−12a+3
1 z12a−3i−3

0 }4a−1
i=3a ,

{w2w
4i−12a+2
1 z12a−3i−2

0 }4a−1
i=3a , {w2v

6a−2i−1
1 zi0}3a−1

i=0 ,

{w3w
4i−12a+2
1 z12a−3i−2

0 }4a−1
i=3a , {w3w2w

4i−12a+5
1 z12a−3i−5

0 }4a−2
i=3a−1,

{u1w
4i−12a
1 z12a−3i

0 }4ai=3a, {u3v
6a−2i
1 zi0}3a−1

i=0 ,

u3z
3a
0 , p3u1z

3a
0 , {p r1 u4z

3a
0 }k−2

r=0 , {p r2 u2z
3a
0 }s−2

r=0;

(их количество равно 14a+ k + s+ 1).
Мономы степени 12a+ 2:

{tw4i−12a+3
1 z12a−3i−3

0 }4a−1
i=3a , {w2w

4i−12a+1
1 z12a−3i−1

0 }4a−1
3a , {v6a−2i+1

1 zi0}3ai=0,

{u1w
4i−12a−1
1 z12a−3i+1

0 }4ai=3a+1, {w4i−12a−2
1 z12a−3i+2

0 }4ai=3a+1,

{p4w4i−12a−2
1 z12a−3i+2

0 }4ai=3a+1, {z1w4i−12a+2
1 z12a−3i−2

0 }4a−1
i=3a ,

{u3w2v
6a−2i−1
1 zi0}3a−1

i=0 ,

{w3w
4i−12a+1
1 z12a−3i−1

0 }4a−1
i=3a , {w3w2w

4i−12a+4
1 z12a−3i−4

0 }4a−2
i=3a−1,

{pr1v2z3a0 }k−2
r=0 , {p

r
2v3z

3a
0 }s−2

r=0, v4z
3a
0 , v5z

3a
0 , v6[при a = 0], u1z1w

4a−1
1 ;

(их количество равно 14a+ k + s+ 2).
Мономы степени 12a+ 3:
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{tw4i−12a+2
1 z12a−3i−2

0 }4a−1
i=3a , {w2w

4i−12a
1 z12a−3i

0 }4ai=3a,

{w4i−12a−3
1 z12a−3i+3

0 }4a+1
i=3a+1, {p4w

4i−12a−3
1 z12a−3i+3

0 }4a+1
i=3a+1,

{z1w
4i−12a+1
1 z12a−3i−1

0 }4a−1
i=3a , {u1w

4i−12a−2
1 z12a−3i+2

0 }4ai=3a+1,

{u3v
6a−2i+1
1 zi0}3ai=0, {w2v

6a−2i
1 zi0}3a−1

i=0 ,

{w3w
4i−12a
1 z12a−3i

0 }4ai=3a+1, {w3w2w
4i−12a+3
1 z12a−3i−3

0 }4a−1
i=3a ,

{pr1w3z
3a
0 }k−1

r=0 , {pr2w3z
3a
0 }s−1

r=1, p3w2z
3a
0 ;

(их количество равно 14a+ k + s+ 4).
Мономы степени 12a+ 4:

{tw4i−12a+1
1 z12a−3i−1

0 }4a−1
i=3a , {u1w

4i−12a−3
1 z12a−3i+3

0 }4a+1
i=3a+1,

{w4i−12a−4
1 z12a−3i+4

0 }4a+1
i=3a+2, {p4w

4i−12a−4
1 z12a−3i+4

0 }4a+1
i=3a+2,

{w2w
4i−12a−1
1 z12a−3i+1

0 }4ai=3a+1, {w3w
4i−12a−1
1 z12a−3i+1

0 }4ai=3a+1,

{z1w
4i−12a
1 z12a−3i

0 }4ai=3a+1, {w3w2w
4i−12a+2
1 z12a−3i−2

0 }4a−1
i=3a ,

{v6a−2i+2
1 zi0}3ai=0, {u3w2v

6a−2i
1 zi0}3ai=0, {pr1z3a+1

0 }k−1
r=0 ,

{pr2z3a+1
0 }s−1

r=1, z1z
3a
0 , p3z

3a+1
0 , p4z

3a+1
0 ;

(их количество равно 14a+ k + s+ 5).
Мономы степени 12a+ 5:

{tw4i−12a
1 z12a−3i

0 }4ai=3a, {w2v
6a−2i+1
1 zi0}3ai=0,

{w4i−12a−5
1 z12a−3i+5

0 }4a+1
i=3a+2, {p4w

4i−12a−5
1 z12a−3i+5

0 }4a+1
i=3a+2,

{w3w
4i−12a−2
1 z12a−3i+2

0 }4ai=3a+1, {w3w2w
4i−12a+1
1 z12a−3i−1

0 }4a−1
i=3a ,

{z1w
4i−12a−1
1 z12a−3i+1

0 }4ai=3a+1, {w2w
4i−12a−2
1 z12a−3i+2

0 }4ai=3a+1,

{u1w
4i−12a−4
1 z12a−3i+4

0 }4a+1
i=3a+1, {u3v

6a−2i+2
1 zi0}3ai=0, {pr1u4z

3a+1
0 }k−2

r=0 ,

{pr2u2z
3a+1
0 }s−2

r=0, u3z
3a+1
0 , u1z1w

4a
1 , v5w

4a+1
1 , p3u1z

3a+1
0 ;

(их количество равно 14a+ k + s+ 6).
Мономы степени 12a+ 6:
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{tw4i−12a−1
1 z12a−3i+1

0 }4ai=3a+1, {w4i−12a−6
1 z12a−3i+6

0 }4a+2
i=3a+2,

{p4w
4i−12a−6
1 z12a−3i+6

0 }4a+2
i=3a+2, {z1w

4i−12a−2
1 z12a−3i+2

0 }4ai=3a+1,

{v6a−2i+3
1 zi0}3a+1

i=0 , {u1w
4i−12a−5
1 z12a−3i+5

0 }4a+1
i=3a+2,

{u3w2v
6a−2i+1
1 zi0}3ai=0, {w3w

4i−12a−3
1 z12a−3i+3

0 }4a+1
i=3a+1,

{w3w2w
4i−12a
1 z12a−3i

0 }4ai=3a, {w2w
4i−12a−3
1 z12a−3i+3

0 }4a+1
i=3a+1,

{pr1v2z
3a+1
0 }k−2

r=0 , {pr2v3z
3a+1
0 }s−2

r=0, v4z
3a+1
0 ;

(их количество равно 14a+ k + s+ 7).
Мономы степени 12a+ 7:

{tw4i−12a−2
1 z12a−3i+2

0 }4ai=3a+1, {w4i−12a−7
1 z12a−3i+7

0 }4a+2
i=3a+2,

{p4w
4i−12a−7
1 z12a−3i+7

0 }4a+2
i=3a+2, {w2w

4i−12a−4
1 z12a−3i+4

0 }4a+1
i=3a+1,

{w3w2w
4i−12a−1
1 z12a−3i+1

0 }4ai=3a+1, {z1w
4i−12a−3
1 z12a−3i+3

0 }4a+1
i=3a+1,

{u3v
6a−2i+3
1 zi0}3a+1

i=0 , {w3w
4i−12a−4
1 z12a−3i+4

0 }4a+1
i=3a+2,

{w2v
6a−2i+2
1 zi0}3ai=0, {u1w

4i−12a−6
1 z12a−3i+6

0 }4a+2
i=3a+2,

{pr1w3z
3a+1
0 }k−1

r=0 , {pr2w3z
3a+1
0 }s−1

r=1, p3w2z
3a+1
0 ;

(их количество равно 14a+ k + s+ 8).
Мономы степени 12a+ 8:

{tw4i−12a−3
1 z12a−3i+3

0 }4a+1
i=3a+1, {w3w2w

4i−12a−2
1 z12a−3i+2

0 }4ai=3a+1,

{w2w
4i−12a−5
1 z12a−3i+5

0 }4a+1
i=3a+2, {w3w

4i−12a−5
1 z12a−3i+5

0 }4a+1
i=3a+2,

{w4i−12a−8
1 z12a−3i+8

0 }4a+2
i=3a+2, {p4w

4i−12a−8
1 z12a−3i+8

0 }4a+2
i=3a+2,

{v6a−2i+4
1 zi0}3a+1

i=0 , {u3w2v
6a−2i+2
1 zi0}3a+1

i=0 ,

{z1w
4i−12a−4
1 z12a−3i+4

0 }4a+1
i=3a+1, {u1w

4i−12a−7
1 z12a−3i+7

0 }4a+2
i=3a+2,

{pr1z3a+2
0 }k−1

r=1 , {pr2z
3a+2
0 }s−1

r=1, u1z1w
4a+1
1 , v5w

4a+2
1 , p3z

3a+2
0 ;

(их количество равно 14a+ k + s+ 10).
Мономы степени 12a+ 9:
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{tw4i−12a−4
1 z12a−3i+4

0 }4a+1
i=3a+1, {w3w2w

4i−12a−3
1 z12a−3i+3

0 }4a+1
i=3a+1,

{w2w
4i−12a−6
1 z12a−3i+6

0 }4a+2
i=3a+2, {w3w

4i−12a−6
1 z12a−3i+6

0 }4a+2
i=3a+2,

{w2v
6a−2i+3
1 zi0}3a+1

i=0 , {w4i−12a−9
1 z12a−3i+9

0 }4a+3
i=3a+3,

{p4w
4i−12a−9
1 z12a−3i+9

0 }4a+3
i=3a+3, {z1w

4i−12a−5
1 z12a−3i+5

0 }4a+1
i=3a+2,

{u1w
4i−12a−8
1 z12a−3i+8

0 }4a+2
i=3a+2, {u3v

6a−2i+4
1 zi0}3a+1

i=0 ,

{pr1u4z
3a+2
0 }k−2

r=0 , {pr2u2z
3a+2
0 }s−2

r=0, u3z
3a+2
0 , p3u1z

3a+2
0 ;

(их количество равно 14a+ k + s+ 11).
Мономы степени 12a+ 10:

{tw4i−12a−5
1 z12a−3i+5

0 }4a+1
i=3a+2, {w2w

4i−12a−7
1 z12a−3i+7

0 }4a+2
i=3a+2,

{w4i−12a−10
1 z12a−3i+10

0 }4a+3
i=3a+3, {p4w

4i−12a−10
1 z12a−3i+10

0 }4a+3
i=3a+3,

{w3w
4i−12a−7
1 z12a−3i+7

0 }4a+2
i=3a+2, {w3w2w

4i−12a−4
1 z12a−3i+4

0 }4a+1
i=3a+1,

{z1w
4i−12a−6
1 z12a−3i+6

0 }4a+2
i=3a+2, {v

6a−2i+5
1 zi0}3a+2

i=0 ,

{u3w2v
6a−2i+3
1 zi0}3a+1

i=0 , {u1w
4i−12a−9
1 z12a−3i+9

0 }4a+3
i=3a+3,

{pr1v2z
3a+2
0 }k−2

r=0 , {pr2v3z
3a+2
0 }s−2

r=0, v4z
3a+2
0 ;

(их количество равно 14a+ k + s+ 11).
Мономы степени 12a+ 11:

{tw4i−12a−6
1 z12a−3i+6

0 }4a+2
i=3a+2, {w3w2w

4i−12a−5
1 z12a−3i+5

0 }4a+1
i=3a+2,

{w2w
4i−12a−8
1 z12a−3i+8

0 }4a+2
i=3a+3, {w3w

4i−12a−8
1 z12a−3i+8

0 }4a+2
i=3a+3,

{w4i−12a−11
1 z12a−3i+11

0 }4a+3
i=3a+3, {p4w

4i−12a−11
1 z12a−3i+11

0 }4a+3
i=3a+3,

{z1w
4i−12a−7
1 z12a−3i+7

0 }4a+2
i=3a+2, {w2v

6a−2i+4
1 zi0}3a+2

i=0 ,

{u3v
6a−2i+5
1 zi0}3a+2

i=0 , {u1w
4i−12a−10
1 z12a−3i+10

0 }4a+3
i=3a+3, v5w

4a+3
1 ,

u1z1w
4a+2
1 , {pr1w3z

3a+2
0 }k−1

r=0 , {pr2w3z
3a+2
0 }s−1

r=1, p3w2z
3a+2
0 ,

(их количество равно 14a+ k + s+ 13).
Непосредственно проверяется, что все мономы из этого списка име-

ют нормальную форму. Используя описание размерностей
dimKHHn(R), приведённое в [2] (см. теорему 2.1 и следствие 2.2 этой
работы), отсюда получаем равенство (3.68). �
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Generalov A. I. Hochschild cohomology of algebras of dihedral type. XI.

Cohomology algebra for a family of exceptional algebras.
The Hochschild cohomology algebra is described in terms of generators

and relations for a subfamily of the family D(2B) of algebras of dihedral
type for which the natural parameters included in the defining relations
take odd values.
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