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Введение

В данной работе под абелевыми группами везде подразумеваются
абелевы группы конечного ранга без кручения.

Определение 1. Абелева группа C имеет свойство сокращения, если
изоморфизм A⊕ C ∼= B ⊕ C влечет A ∼= B.

Ласло Фукс поставил задачу охарактеризовать абелевы группы ко-
нечного ранга без кручения, обладающие свойством сокращения [5,
проблема 70]. В случае групп ранга один эта проблема была решена
самим Фуксом и Лунстрой в [12].

Для краткости будем говорить, что кольцо R обладает UL-свойс-
твом (unit’s lifting property), если для любого n ∈ Z \ {0} каждая
единица кольца R/nR поднимается до единицы R. Фукс и Лунстра
доказали, что абелева группа ранга один имеет свойство сокращения
только в том случае, когда она свободная или ее кольцо эндоморфиз-
мов обладает UL-свойством.

Варфилд в [18] получил интересные результаты о связи стабильно-
го ранга кольца эндоморфизмов модуля с сокращением. В частности,
если стабильный ранг равен единице, то модуль имеет свойство сокра-
щения, а его кольцо эндоморфизмов обладает UL-свойством.

Дальнейшее продвижение в решении данной проблемы было сдела-
но Стелзером. В первой своей работе [15] он доказал, что если абелева
группа, не содержащая свободных прямых слагаемых, имеет свойство
сокращения, то ее кольцо эндоморфизмов обладает UL-свойством. В
следующей работе [16] Стелзер пытался доказать, что UL-свойство яв-
ляется также достаточным. Его подход состоял в том, чтобы показать,
что UL-свойство влечет единицу в стабильном ранге кольца эндомор-
физмов. Стелзеру удалось доказать это для случая, когда полупростая
часть алгебры квазиэндоморфизмов абелевой группы содержит толь-
ко тела и кольца матриц над полями. Для остальных случаев Стелзер
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показал, что данное утверждение будет иметь место при некоем допол-
нительном условии на редуцированную норму, названном им uniform
openness condition (сокращенно UNO–условие), но истинность которо-
го неизвестна.

Развивая идеи Якобиньского [13] и Арнольда [6], автор обнаружил
крайне тесную связь сокращения абелевых групп с классическими ре-
зультатами Эйхлера [10, 11] и сумел доказать критерий свойства со-
кращения групп, сформулировав дополнительное условие, не выпол-
няющееся лишь в крайне редких случаях [1, 2].

Определение 2. Алгебра с делением D индекса 2 – вполне опреде-
ленная алгебра кватернионов, если любое архимедово нормирование ее
центра F является вещественным и R⊗F D – алгебра гамильтоновых
кватернионов.

Пусть L – центральная простая конечномерная алгебра над полем
алгебраических чисел F , не являющаяся вполне определенной алгеб-
рой кватернионов, ν – ее редуцированная норма, Γ – максимальный S-
порядок в L, где S – центр Γ. Под нормой ν(I) правого идеала I кольца
Γ понимаем идеал кольца S, порожденный множеством {ν(x) | x ∈ I}.

Теорема A ([10, теорема 1]). Правый идеал I кольца Γ является глав-
ным тогда и только тогда, когда ν(I) – главный идеал, порожден-
ный элементом, положительным по каждому бесконечному просто-
му поля F , разветвленному в алгебре L.

Теорема B ([11, теорема 5]). Пусть µ – идеал кольца S. Если регу-
лярный элемент x ∈ Γ и ν(x) ≡ ε (mod µ), где ε – единица кольца
S, положительная по каждому бесконечному простому поля F , раз-
ветвленному в алгебре L, то существует единица u кольца Γ, такая
что x ≡ u (mod µΓ).

Пусть теперь L – полупростая конечномерная рациональная алгеб-
ра, Γ – подкольцо L, такое что Γ = Γ1u · · ·uΓk, где Γi – максимальные
порядки в простых компонентах алгебры L, 1 6 i 6 k. Такое кольцо Γ
мы также называем максимальным порядком в L и говорим, что тео-
ремы A и B Эйхлера имеют место для Γ, если они выполняются для
всех Γi.

Пусть C – абелева группа, E(C) – кольцо эндоморфизмов C,
N(E(C)) – его нильрадикал. Тогда R = E(C)/N(E(C)) – порядок в
полупростой алгебре QR.
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Определение 3 ([1, стр. 56]). Абелева группа C удовлетворяет сла-
бому условию Эйхлера, если для максимального порядка Γ в алгебре
QR, такого что nΓ ⊂ R ⊂ Γ для некоторого 0 6= n ∈ Z, имеют место
теоремы A и B Эйхлера.

Автором был получен следующий критерий свойства сокращения:

Теорема 1 ([1, теорема 21]). Абелева группа конечного ранга без кру-
чения A имеет свойство сокращения тогда и только тогда, когда
A = B ⊕ C, где группа B является свободной, а группа C обладает
свойствами:

(i) для любого n ∈ Z \ {0} каждая единица кольца E(C)/nE(C) подни-
мается до единицы E(C);

(ii) все квазислагаемые C удовлетворяют слабому условию Эйхлера.

Заметим, что если полупростая часть алгебры квазиэндоморфиз-
мов группы C не содержит колец матриц над вполне определенными
алгебрами кватернионов, то условие (ii) выполняется автоматически.
Поскольку условие (i) очень сильное, а условие (ii) выполняется по-
чти всегда, то возникает естественный вопрос: Первое условие влечет
второе?

Некоторое время автор полагал это неверным и пытался постро-
ить пример абелевой группы, кольцо эндоморфизмов которой обладает
UL-свойством, но имеющей квазислагаемое, которое не удовлетворяет
слабому условию Эйхлера. Таким образом, формулировка критерия
свойства сокращения была бы неулучшаема, в общем случае UL-свой-
ство кольца не являлось бы равносильным тому, что его стабильный
ранг равен единице, а UNO–условие Стелзера не всегда имело место.

Однако в дальнейшем автор пришел к выводу, что ответ на данный
вопрос является положительным. В §1 данной работы Теоремы A и
B Эйхлера в несколько ослабленной форме доказываются для случая
вполне определенных алгебр кватернионов. В §2 показывается, что из
критерия свойства сокращения второе условие действительно можно
убрать. В результате получаем окончательное решение соответствую-
щей проблемы Фукса.

В данной работе Z означает кольцо целых чисел, Q и R – поля раци-
ональных и вещественных чисел. Через R∗ обозначается группа еди-
ниц кольца R. Остальные обозначения стандартны либо объясняются
в контексте.
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§1. Теоремы Эйхлера для случая вполне
определенных алгебр кватернионов.

Доказательства теорем A и B не проходят для общего случая, так
как в ситуации простых центральных алгебр индекса 2 они опираются
на теорему Эйхлера об аппроксимации:
Теорема 2 ([9, лемма 7]). Пусть F – поле алгебраических чисел с
кольцом целых S, даны элементы f ∈F и 0<q∈Q. Пусть f (1), . . . , f (r)

– все элементы, сопряженные к f , такие что соответствующие
сопряженные поля F (i) – вещественные. Если r < dimQ F , то для
каждого множества {εi}16i6r произвольных положительных чисел
существует элемент s ∈ S, такой что

|f (i) − qs(i)| < εi, 1 6 i 6 r.

Если L – вполне определенная алгебра кватернионов, то ее центр F
является чисто вещественным расширением поля рациональных чисел
Q и r = dimQ F . Поэтому данную теорему здесь применить не удается.
Однако, будет справедлива следующая теорема:

Теорема 3. Пусть F – поле алгебраических чисел, S – его полное
дедекиндово подкольцо, не являющееся кольцом целых алгебраических
чисел. Пусть даны элементы f ∈ F и 0 < q ∈ Q. Пусть f (1), . . . , f (r)

– все элементы, сопряженные к f , такие что соответствующие
сопряженные поля F (i) – вещественные. Для каждого множества
{εi}16i6r произвольных положительных чисел существует элемент
s ∈ S, такой что

|f (i) − qs(i)| < εi, 1 6 i 6 r.

Лемма 1. Пусть дано множество положительных чисел {εj}16j6n

с условием, что εi = εj, если F (i) и F (j) – сопряженные комплексные
поля. Тогда существуют 0 < δ < 1 и 0 6= v ∈ S, такие что для всех
элементов v(j), сопряженных с v,

|v(j)| 6 δεj и |v(j)| > δεj√
D
,

где D – дискриминант поля F .

Доказательство. Известно, что S = JΠ, где JΠ – локализация коль-
ца целых алгебраических чисел J по некоторому множеству простых
идеалов Π [8, теорема 2.7]. Поэтому существует элемент u ∈ S∗, такой
что |Nr(u)| < 1. Пусть {αi}16i6n – целый базис поля F над Q, D – его
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дискриминант,
√
D = |det(α

(j)
i )| 6= 0. Тогда элементы βi = ukαi ∈ S,

где k ∈ Z, 1 6 i 6 n, также образуют базис поля F . Корень из его
дискриминанта:

|det(β
(j)
i )| = |det(u(j)kα

(j)
i )| = |det(α

(j)
i )

n∏
j=1

u(j)k |

=
√
D · |Nr(u)|k → 0 при k →∞.

Поэтому |det(β
(j)
i )| <

∏n
j=1 εj для некоторого k, и найдется 0 < δ < 1,

такое что |det(β
(j)
i )| = δn

∏n
j=1 εj . По теореме Минковского о линейных

формах [4, теорема 95], существуют z1, . . . , zn ∈ Z, не все нулевые,
такие что ∣∣∣ n∑

i=1

ziβ
(j)
i

∣∣∣ 6 δεj , 1 6 j 6 n.

Положив v =
∑n

i=1 ziβ
(1)
i , получим искомый элемент v ∈ S. Пока-

жем, что для него выполнено второе неравенство. Заметим, что v =
uk
∑n

i=1 ziαi, где w =
∑n

i=1 ziαi – целый элемент поля F . Следователь-
но, |Nr(w)| > 1 и

∏n
j=1 |v(j)| = |Nr(v)| = |Nr(u)|k|Nr(w)| > |Nr(u)|k.

Отсюда получаем

|v(j)| > |Nr(u)|k∏
i6=j |v(i)|

>
δεj |Nr(u)|k∏n

i=1 δεi
=

δεj |Nr(u)|k√
D|Nr(u)|k

=
δεj√
D
.

Для 0 6 x ∈ R обозначим через [x] наибольшее неотрицательное
целое число, не превосходящее x, а для x < 0 положим [x] = −[−x].
Заметим, что это обозначение отличается от общепринятого.

Лемма 2. Для любых вещественных чисел a и b 6= 0 справедливо
неравенство
|a− [a/b]b| < |b|.

Доказательство. Из определения [x] следует |x − [x]| < 1. Таким
образом |a− [a/b]b| = |b||a/b− [a/b]| < |b|. �

Доказательство теоремы 3 будем проводить индукцией по r.
База индукции: r = 1. По лемме 1 существует элемент v ∈ S с

|v(1)| < ε1/q. Тогда положим s = [f (1)/qv(1)]v ∈ S. Ввиду предыдущей
леммы |f (1) − qs(1)| = |f (1) − [f (1)/qv(1)]qv(1)| < |qv(1)| < qε1/q = ε1.
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Индукционный переход: предположим, что найден элемент s0 ∈ S,
такой что |f (i) − qs(i)

0 | < εi/2, 1 6 i 6 r − 1. Если |f (r) − qs(r)
0 | < εr, то

элемент s0 – искомый. Поэтому можно считать, что |f (r) − qs(r)
0 | 6= 0.

По лемме 1, существуют 0 < δ < 1 и 0 6= v ∈ S, такие что

|v(i)| 6 δεiεr

2q
√
D |(f (r) − qs(r)

0 )|
, 1 6 i 6 r − 1,

|v(r)| 6 δεr
q

и |v(r)| > δεr

q
√
D
.

Положим s = s0 + [(f (r)− qs(r)
0 )/qv(r)]v. Тогда s ∈ S и для 1 6 i 6 r−1

имеем:

|f (i) − qs(i)| 6 |f (i) − qs(i)
0 |+ q|[(f (r) − qs(r)

0 )/qv(r)]v(i)|

< εi/2 + q|[(f (r) − qs(r)
0 )/δεr]v(i)|

6εi/2+q|[
√
D(f (r)−qs(r)

0 )/δεr]| · δεiεr/2q
√
D|(f (r)−qs(r)

0 )|
6 εi/2 + εi/2 = εi,

так как по определению |[x]| 6 |x|. Наконец, ввиду леммы 2,

|f (r)−qs(r)| 6 |f (r)−qs(r)
0 −[(f (r)−qs(r)

0 )/qv(r)]qv(r)| < |qv(r)| 6 δεr < εr.

Таким образом s имеет требуемые свойства.

Теорема 4. Пусть Γ – максимальный порядок во вполне определен-
ной алгебре кватернионов , причем его центр S не является кольцом
целых алгебраических чисел. Тогда теоремы A и B Эйхлера имеют
место для Γ.

Доказательство. Доказательство полностью следует [9, 10, 11] с той
лишь разницей, что в ситуации вполне определенной алгебры кватер-
нионов применяем теорему 3 вместо теоремы 2. Либо также можно
поступить при доказательстве обобщенной формулировки теорем Эй-
хлера, принадлежащей Суону, и изложенном в [14, теорема 7.2]. Здесь
данную замену делаем в лемме 7.16. �

§2. Критерий свойства сокращения.

Автором была доказана достаточность условий критерия сокраще-
ния для более широкого класса модулей.
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Пусть Λ – Z-редуцированное подкольцо конечномерной рациональ-
ной алгебры. Рассматриваемые модули принадлежат категории Z-ре-
дуцированных правых модулей над Λ без кручения конечного ранга
(под Z-редуцированным модулем подразумевается модуль, аддитив-
ная группа которого не содержит делимых подгрупп).

Теорема 5 ([1, теорема 20]). Если все квазислагаемые модуля M удо-
влетворяют слабому условию Эйхлера и его кольцо эндоморфизмов
EΛ(M) обладает UL-свойством, то M имеет свойство сокращения.

Теперь мы можем усилить эту теорему. Напомним некоторые опре-
деления и факты о порядках в конечномерных рациональных алгеб-
рах, которые нам понадобятся.

Определение 4. Подкольцо R конечномерной алгебры L над Q назы-
ваем порядком в L, если QR = L. Порядки R и R′ квазиравны (или
эквивалентны) (обозначается R � R′), если существуют ненулевые
целые m и n, т. ч. mR′ ⊂ R и nR ⊂ R′. Порядок Γ называется мак-
симальным в L, если он не содержится в другом эквивалентном по-
рядке.

Для квазиравных модулей также будем использовать обозначение
M �M ′, а для квазиизоморфных модулей M ≈ N .

Теорема 6 ([7, следствие 10.14]). Пусть T – порядок в конечномерной
рациональной алгебре, N(T ) – нильрадикал кольца T , R = T/N(T ) –
порядок в полупростой алгебрe L = QR = L1 u · · · u Lk, где Li –
простые алгебры, центры которых Fi = C(Li) – поля алгебраических
чисел, 1 6 i 6 k.

Тогда cуществуют 0 6= n ∈ Z и максимальный порядок порядок Γ
в L, т. ч. nΓ ⊂ R ⊂ Γ и Γ = Γ1 u · · · u Γk, где Γi – максимальные
порядки в Li, причем их центры Si = C(Γi) – дедекиндовы кольца в
Fi, 1 6 i 6 k.

Следствие 1. Центры эквивалентных максимальных порядков в по-
лупростых алгебрах совпадают.

Доказательство. Пусть имеются эквивалентные максимальные по-
рядки Γ = Γ1u· · ·uΓk и Γ′ = Γ′1u· · ·uΓ′k в полупростой конечномерной
рациональной алгебре L = L1 u · · · u Lk, где Γi и Γ′i – максимальные
порядки в простых алгебрах Li, 1 6 i 6 k.
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Так как Γ � Γ′, то Γi � Γ′i и C(Γi) � C(Γ′i), 1 6 i 6 k. Поскольку эти
центры являются дедекиндовыми кольцами, и каждый класс эквива-
лентных порядков в поле алгебраических чисел содержит ровно одно
дедекиндово кольцо [8, теорема 2.7], то C(Γi)=C(Γ′i) для всех 16 i6k.
Поэтому C(Γ) = C(Γ1)u · · ·u C(Γk) = C(Γ′1)u · · ·u C(Γ′k) = C(Γ′).

Лемма 3. Пусть L – центральная простая конечномерная алгебра
над полем алгебраических чисел F , Γ – максимальный S-порядок в
L, где S = C(Γ) – кольцо целых алгебраических чисел поля F , n =
dimQ F . Тогда для любого простого целого p > 2n + 1 существует
такой элемент α ∈ Γ, что α + pΓ – единица кольца Γ/pΓ, но α 6≡ γ
(mod pΓ), γ ∈ Γ∗.

Доказательство. Пусть p – простое целое, p > 2n + 1, целое a –
первообразный корень по модулю p, то есть ap−1 ≡ 1 (mod pZ) и ak 6≡ 1
(mod pZ) при k < p− 1. Ясно, что a+ pS – единица кольца S/pS.

В качестве искомого элемента возьмем α ∈ Γ, такой что редуциро-
ванная норма ν(α) ≡ a (mod pS). Он существует согласно [1, теорема
11] и является единицей кольца Γ/pΓ. Допустим, что α ≡ γ (mod pΓ),
γ ∈ Γ∗. Тогда ν(α) ≡ ν(γ) ≡ a (mod pS), ν(γ) = ε ∈ S∗, норма
Nr(a) ≡ Nr(ε) (mod pZ). Поскольку Nr(ε) = ±1, Nr(a) = an, имеем
an ≡ ±1 (mod pZ) и получаем a2n ≡ 1 (mod pZ). Но, по условию лем-
мы и выбору числа a, это невозможно, так как 2n < p− 1. �

Лемма 4. Пусть R – кольцо с UL–свойством, Γ – эквивалентный
ему порядок с nΓ ⊂ R ⊂ Γ. Тогда для любого целого m, взаимно про-
стого с n, каждая единица кольца Γ/mΓ поднимается до единицы
кольца Γ.

Доказательство. Пусть α ∈ Γ, α+mΓ – единица кольца Γ/mΓ. Так
как (n,m) = 1, то nk ≡ 1 (mod m) для некоторого k ∈ Z. Тогда nkα ≡
α (mod mΓ), nkα ∈ R и nkα – единица кольца R/mR. По условию
леммы, nkα ≡ γ (mod mR), где γ ∈ R∗. Отсюда α ≡ γ (mod mΓ),
γ ∈ Γ∗. �

Следствие 2. Пусть R – кольцо с UL–свойством в полупростой ал-
гебре, nΓ ⊂ R ⊂ Γ = Γ1 u · · · u Γk – максимальный порядок, где Γi –
максимальные порядки в простых алгебрах, 1 6 i 6 k.

Тогда центры C(Γi) не являются кольцами целых алгебраических
чисел для всех 1 6 i 6 k.
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Доказательство. Действительно, тогда по предыдущей лемме почти
для всех целых m каждая единица кольца Γ/mΓ поднимается до еди-
ницы кольца Γ. Поэтому кольца Γi также обладают данным свойством,
1 6 i 6 k. Однако, согласно лемме 3, это невозможно в случае, когда
C(Γi) является кольцом целых алгебраических чисел.

Далее M t обозначает прямую сумму t экземпляров модуля M ,
Matt(R) – кольцо матриц порядка t над кольцом R.

Теорема 7. Пусть модуль M � M ′ = M t1
1 ⊕ · · · ⊕ M ts

s , где мо-
дули Mi сильно неразложимы и Mi 6≈ Mj при i 6= j, кольца R =
EΛ(M)/N(EΛ(M)), R′=EΛ(M ′)/N(EΛ(M ′)), Ri =EΛ(Mi)/N(EΛ(Mi)).
Тогда

(a) EΛ(M) � EΛ(M ′), R � R′ и C(R) � C(R′).
(b) R � Matt1(R1)u · · ·uMatts(Rs) и C(R) � C(R1)u · · ·u C(Rs).
(с) Пусть niΓi ⊂ Ri ⊂ Γi – максимальные порядки в QRi, 1 6 i 6 s.

Тогда Γ′ = Matt1(Γ1)u · · ·uMatts(Γs) – максимальный порядок в QR,
mΓ′ ⊂ R′ ⊂ Γ′, где m = n1 · · ·ns. Причем центры Si = C(Γi) = C(Ri) –
дедекиндовы кольца, являющиеся целыми замыканиями колец C(Ri).

(d) Пусть nΓ ⊂ R ⊂ Γ – максимальный порядок в QR. Тогда его
центр C(Γ) = C(R1)u · · ·u C(Rs).

Доказательство. Пункты (a) и (b) доказываются совершенно ана-
логично [7, теорема 9.10], а пункт (c) следует из [7, следствие 10.3] и
[7, следствие 10.13]. (d): Поскольку ясно, что Γ � Γ′, то утверждение
вытекает из следствия 1 и пункта (c). �

Теорема 8. Если кольцо эндоморфизмов модуля M имеет UL–свойс-
тво, то все квазислагаемые M удовлетворяют слабому условию Эй-
хлера.

Доказательство. Известно [1, лемма 1], что M � M ′ = M t1
1 ⊕ · · · ⊕

M ts
s , где модуль Mi – сильно неразложим, и Mi 6≈ Mj при i 6= j,

1 6 i, j 6 s.
Введем обозначения R,R′, Ri,Γi,Γ

′, Si как в предыдущей теореме.
Так как по условию кольцо эндоморфизмов EΛ(M) имеет UL-свойство,
то им также обладает кольцо R [16, лемма 2.2]. Согласно теореме 6
существует максимальный порядок Γ = Γ1u · · ·uΓs в QR с nΓ ⊂ R ⊂
Γ, где Γi – максимальные порядки в простых алгебрах Matti(QRi),
1 6 i, j 6 s. Отсюда, по следствию 2 и пункту (d) теоремы 7 центры
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C(Γi) = C(Ri) не являются кольцами целых алгебраических чисел для
всех 1 6 i 6 k.

Пусть теперь N – квазислагаемое модуля M и имеется максималь-
ный порядок с mΓ′′ ⊂ EΛ(N)/N(EΛ(N)) ⊂ Γ′′. В силу единствен-
ности квазиразложения [1, предложение 2], N ≈ Mr1

1 ⊕ · · · ⊕ Mrs
s ,

0 6 ri 6 ti. Без уменьшения общности можно даже считать, что
N � Mr1

1 ⊕ · · · ⊕ Mrs
s . Тогда по пункту (d) теоремы 7 центр C(Γ′′)

является прямой суммой C(Ri), ri > 0, ни одно из которых не являет-
ся кольцом целых алгебраических чисел.

Поэтому из теоремы 4 следует, что теоремы A и B Эйхлера име-
ют место для Γ′′, то есть квазислагаемое N удовлетворяет слабому
условию Эйхлера. �

Суммируя данную теорему с теоремой 5, получаем:

Теорема 9. Если кольцо эндоморфизмов модуля M обладает UL–
свойством, то M имеет свойство сокращения.

Теперь в теореме 1 мы можем опустить второе условие и в итоге
получаем окончательное решение проблемы 70 Фукса о свойстве со-
кращения:

Теорема 10. Абелева группа конечного ранга без кручения A имеет
свойство сокращения тогда и только тогда, когда A = B ⊕ C, где
группа B является свободной, а для любого n ∈ Z\{0} каждая единица
кольца E(C)/nE(C) поднимается до единицы E(C).

Полный вывод данного утверждения, опирающийся здесь на до-
вольно длинное доказательство теоремы 1 в [1, теорема 21], можно
сильно сократить, если изначально использовать теорему 8.

Заметим также, что если Γ – максимальный порядок во вполне опре-
деленной алгебре кватернионов и его центр C(Γ) – кольцо целых ал-
гебраических чисел, то для него теоремы A и B могут не выполняться,
как показывают контрпримеры Суона [17] и автора [3, лемма 2]. По-
этому резонно теперь условие Эйхлера заменить на еще более слабое
ограничение, при котором результаты [1] и [13] приобретают несколько
более общий вид:

Определение 5. Λ-модуль M удовлетворяет слабейшему условию
Эйхлера, если в его квазиразложении на сильно неразложимые мо-
дули M t1

1 ⊕ · · · ⊕M ts
s для всех 1 6 i 6 s выполнено хотя бы одно из

следующих условий:
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(i) ti > 1;
(ii) алгебра QEΛ(Mi)/J

(
QEΛ(Mi)

)
не является вполне определенной

алгеброй кватернионов;
(iii) центр кольца EΛ(Mi)/N

(
EΛ(Mi)

)
не лежит в кольце целых ал-

гебраических чисел.
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Blazhenov A. V. The cancellation property of torsion-free abelian groups
of finite rank.

A final solution to Fuchs’s problem 70 on the cancellation property is
given. First, Eichler’s theorem is modified for the case of totally definite
quaternion algebras. Then this result is applied to show that one of the
conditions in the author’s earlier criterion can be omitted.
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