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Введение

Данная статья продолжает работу [8] и является еë второй частью.
В [8] и настоящей статье нумерация теорем (соответственно лемм, вы-
деленных формул и т. д.) одна и та же. В этой статье она продол-
жается из [8]. Также мы используем обозначения и предположения из
введения из [8]. В настоящей статье мы добавили к списку литературы
из [8] некоторые другие работы, а также упорядочили его по-новому
для удобства.

Основной результат данной статьи – это теорема 3 из §5. Там мы
улучшаем теорему 1 [8] и получаем новую версию алгоритма для фак-
торизации унитарных многочленов от одной переменной над кольцом
формальных степенных рядов от многих переменных в нулевой харак-
теристике. Именно, сложность алгоритма из теоремы 3 §5 полиноми-
альна от dn (конечно, она зависит и от других параметров) в то время,
как она полиномиальна от d2nc

для некоторой константы c > 0 в тео-
реме 1 [8]. Это главное улучшение. Кроме того, формулировка теоре-
мы 3 является более подробной. Во-первых, во всех оценках теоремы 3
степень трансцендентности l (основного поля k над его примитивным
подполем) не предполагается фиксированной константой, как в теоре-
ме 1 [8]. Во-вторых, мы приводим явные оценки на знаменатели всех
полученных объектов. Мы применяем теорему Бертини для локаль-
ных областей целостности, см. [13], для доказательства теоремы 3. И
то, что рассматриваемые степени трансцендентности (l и другие) не
являются фиксированными, существенно для доказательства теоре-
мы 3.

Ключевые слова: формальные степенные ряды, факторизация многочленов,
многие переменные,сложность алгоритмов.
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Как следствие теоремы 3 мы получаем новый алгоритм для факто-
ризации многочленов в кольце формальных степенных рядов от мно-
гих переменных, следствие 8 §5, ср. следствие 1 и следствие 2 из [8].
Теперь его сложность по существу та же самая, что и сложность ал-
горитма из теоремы 3.

Для доказательства Теоремы 3 нам требуется прежде всего тща-
тельно проанализировать сложность хорошо известной теоремы 1 §3
Глава IV [1] о факторизации многочленов над полем полным отно-
сительно дискретного нормирования. В §3 мы модифицируем дока-
зательство последней теоремы с алгоритмической точки зрения (мы
рассматриваем только нашу ситуацию кольца формальных степенных
рядов), см. лемму 6 и еë следствия.

Заметим, что после этого анализа цитированной теоремы из [1] мы
нашли небольшое исправление наших предыдущих результатов, см.
замечание 6 §3 и [12].

В §4, применяя лемму 6 §3 и еë следствия, мы доказываем теорему 2,
которая является аналогом теоремы 1 [8] с дополнительными деталя-
ми и в более общей ситуации. В частности в формулировке теоремы 2
базис трансцендентности основного поля над Q состоит из двух се-
мейств T1, . . . , Tl и u1, . . . , ul1 . В теореме 2 все оценки степеней и длин
записи целых коэффициентов всех объектов на выходе алгоритма и
его сложность зависят явно от l и l1.

Теорема 2 требуется для доказательства основного результата, т.е.
теоремы 3 §5. То, что l и l1 (особенно l1) не являются фиксированными
важно для доказательства основного результата в этом параграфе.

В одной из следующих статей мы надеемся изложить некоторые
приложения теоремы 3.

§1. Сложность известного результата о факторизации
многочленов над полем полным относительно

дискретного нормирования

Сначала нам необходимо изложить теорему 1 §3, глава IV [1] в бо-
лее алгоритмической форме (сейчас мы рассматриваем только нашу
ситуацию формальных степенных рядов). В лемме 6 ниже мы моди-
фицируем доказательство этой теоремы.

Пусть Λ – целостное кольцо с полем частных K. Пусть f, g, h ∈
Λ[X,Z] являются многочленами со старшими коэффициентами lcZf =
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lcZg = lcZh = 1 и степенями degZ g = n1 > 1, degZ h = n2 > 1,
degX g 6 m1, degX h 6 m2.

Пусть R = ResZ(g, h) является результантом многочленов g, h отно-
сительно Z. Следовательно, R ∈ Λ[X]. Мы предполагаем, что R 6= 0.
Пусть ordXR = ρ > 0 и ordX(R − aXρ) > ρ для некоторого элемента
0 6= a ∈ Λ. Наконец, предположим, что ordX(f − gh) > 2ρ1 + 1 для
целого числа ρ1 > ρ (поэтому degZ f = n1 + n2). Положим ρ = 2ρ1− ρ.

Лемма 6. При сформулированных условиях существует последо-
вательность многочленов gρ+i, hρ+i ∈ K[X,Z], i > 1, удовлетворя-
ющая следующим свойствам. Для всех i степени degZ gρ+i < n1,
degZ hρ+i < n2,

degX gρ+i 6 min{ρ, n1m2 + n2m1}, degX hρ+i 6 min{ρ, n1m2 + n2m1}.

Для всякого целого числа j > 0 порядок

ordX

(
f−
(
g+

∑
16i6j

gρ+iX
ρ+i
)(
h+

∑
16i6j

hρ+iX
ρ+i
))
> 2ρ1+j+1. (13)

Для всякого i > 1

a2i−1gρ+i ∈ Λ[X,Z], a2i−1hρ+i ∈ Λ[X,Z]. (14)

Положим g = g +
∑
i>1

gρ+iX
ρ+i ∈ K[[X]][Z], h = g +

∑
i>1

hρ+iX
ρ+i ∈

K[[X]][Z]. Тогда f = gh в кольце K[[X]][Z].
Заметим также, что фактически многочлены gρ+i, hρ+i, i > 1,

однозначно определены в конструкции из доказательства леммы.

Доказательство. Докажем при помощи индукции по j > 0 существо-
вание полиномов gρ+i, hρ+i, удовлетворяющих неравенствам на степе-
ни и (13), (14) для 1 6 i 6 j. Для базы индукции j = 0 неравенство
(13) выполнено согласно условиям леммы и (14) тривиально. Предпо-
ложим, что j > 1 и индукционное предположение доказано для j − 1.
Тогда мы можем представить

f−
(
g+

∑
16i6j−1

gρ+iX
ρ+i
)(
h+

∑
16i6j−1

hρ+iX
ρ+i
)

=
∑
m>0

q2ρ1+j+mX
2ρ1+j+m,

(15)
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где все q2ρ1+j+m ∈ K[Z] и степени degZ q2ρ1+j+m < n1 + n2. Мы имеем
2ρ > 2ρ1. Поэтому из (15) следует, что

f − gh−
∑

16i6j−1

(ghρ+i + hgρ+i)X
ρ+i

−
∑

16i1,i26j−1,
i1+i26j

gρ+i1hρ+i2X
2ρ+i1+i2 = q2ρ1+jX

2ρ1+j + qX2ρ1+j+1 (16)

для некоторого многочлена q ∈ K[X,Z]. Теперь из (14) для 1 6 i 6 j−1
и (16) следует, что a2j−2q2ρ1+j ∈ Λ[Z] (здесь мы оставляем подробности
читателю).

Решая невырожденную линейную систему с квадратной матрицей
Сильвестра полиномов g, h (рассматриваемых как многочлены от Z),
мы находим полиномы u, v ∈ K[X,Z] такие, что gu + hv = −Rq2ρ1+j

и степени degZ u < n2, degZ v < n1, degX u 6 n1m2 + n2m1, degX v 6
n1m2 + n2m1. Более того, из правила Крамера следует, что a2j−2u,
a2j−2v ∈ Λ[Z].

Представим u =
∑

06i6degX u

uiX
i, v =

∑
06i6degX v

viX
i, где все ui, vi ∈

K[Z]. Положим

gρ+j =
∑

06i6min{ρ,degX v}

viX
i/a, hρ+j =

∑
06i6min{ρ,degX u}

uiX
i/a.

Тогда удовлетворяются требуемые неравенства на степени многочле-
нов gρ+j , hρ+j и выполняется (14) для 1 6 i 6 j. Далее, можно пред-
ставить

ghρ+jX
ρ+j + hgρ+jX

ρ+j = −X2ρ1+jq2ρ1+j +X2ρ1+j+1q′ (17)

для некоторого многочлена q′ ∈ K[X,Z]. Теперь из (15) и (17) следует
(13). Индуционное предположение доказано. Лемма доказана. �

Замечание 3. В лемме 6 можно заменить многочлены g, h на g#,2ρ1 ,

h#,2ρ1 и, следовательно, предполагать дополнительно без ограничения
общности, что m1 6 2ρ1, m2 6 2ρ1.

Следствие 3. При условиях леммы 6 обозначим через δ ∈ Λ[X] (со-
ответственно δ1, δ2, δ, δ1, δ2) дискриминант многочлена f (соот-
ветственно g, h, gh, g, h) относительно Z. Положим ordX(δ) =
r > 0. Если δ 6= 0, то существует единственное δ0 ∈ Λ такое, что
ordX(δ − δ0Xr) > r.
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Обозначим через R = ResZ(g, h) ∈ K[Z] результант многочленов
g, h относительно Z. Тогда очевидно порядки ordXR = ρ, ordX(R −
aXρ) > ρ.

Если 2ρ1 > r, то r > 2ρ, δ 6= 0, δ 6= 0, ordX(δ) = ordX(δ) = r < +∞,
ordX(δ − δ) > r, δ = ±δ1δ2R2, δ = ±δ1δ2R

2
, ordX(δi) = ordX(δi),

ordX(δi − δi) > ordX(δi) для i = 1, 2 и a2 делит δ0 в кольце Λ.

Доказательство. Действительно, если 2ρ1 > r, то ordX(f − gh) >
2ρ1 + 1 > r. Поэтому ordX(δ) = ordX(δ) = r < +∞ и ordX(δ − δ) > r.
Мы имеем δ = ±δ1δ2R2, δ = ±δ1δ2R

2
. Следовательно, δ1δ2 6= 0 и

r > 2ρ.
Положим ordX(δ1) = ρ′ > 0, ordX(δ2) = ρ′′ > 0. Пусть a′, a′′ ∈ Λ

такие, что ordX(δ1 − a′Xρ′) > ρ′ и ordX(δ2 − a′′Xρ′′) > ρ′′. Теперь
r = ordX(δ) = ρ′+ρ′′+2ρ. Поэтому ρ′ 6 r−2ρ 6 2ρ1−2ρ, ρ′′ 6 r−2ρ 6
2ρ1 − 2ρ.

С другой стороны, ordX(g − g) > 2ρ1 − ρ, ordX(h − h) > 2ρ1 − ρ.
Следовательно, ordX(δ1) = ρ′, ordX(δ2) = ρ′′ и ordX(δ1 − δ1) > ρ′,
ordX(δ2 − δ2) > ρ′′. Мы имеем δ = ±δ1δ2R2 ∈ K[X]. Наконец, δ0/a2 =
±a′a′′ ∈ Λ. Отсюда вытекает последнее утверждение следствия. След-
ствие доказано. �

Следствие 4. При условиях леммы 6 и следствия 3 предположим,
что ρ1 > [r/2] (заметим, что если ordX(f − gh) > r, то можно
взять ρ1 = [r/2] в формулировке леммы 6). Положим ρ′ = [r/2] . То-
гда можно заменить в формулировке леммы 6 набор из 8 элементов
(f, g, h, ρ, ρ1, a,m1,m2) на

(f, g#,2ρ′ , h#,2ρ′ , ρ, ρ
′, a,min{m1, 2ρ

′},min{m2, 2ρ
′}).

Доказательство. Действительно, ρ1 > ρ′ > ρ. Теперь ordX(f −gh) >
2ρ1+1. Поэтому ordX(ResZ(g#,2ρ′ , h#,2ρ′))=ρ, ordX(ResZ(g#,2ρ′ , h#,2ρ′)

−aXρ) > ρ, ordX(f−g#,2ρ′h#,2ρ′) > 2ρ′+1. Отсюда следует требуемое
утверждение. Следствие доказано. �

Замечание 4. В утверждении следствия 4 можно положить ρ′ = [(r+
1)/2] (вместо ρ′ = [r/2]). В этом случае дополнительно 2ρ′ > r.

Замечание 5. Согласно замечанию 3 при условиях леммы 6 мы мо-
жем предполагать, не умаляя общности, что degX g,degX h 6 2ρ1.
Предположим, что дискриминант δ 6= 0, целое число ρ1 > [r/2], см.
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утверждения следствий 3 and 4. Тогда, применяя следствие 4 и заме-
няя при необходимости многочлены g, h (и целое число ρ1) на новые,
мы получаем полиномы g, h такие, что

degX g 6 2[r/2] и degX h 6 2[r/2] (18)

(очевидно сейчас 2[r/2] 6 2d2). Следовательно, в любом случае при
условиях леммы 6, если δ 6= 0, то можно предполагать без ограничения
общности, что выполняется (18).

Следствие 5. Пусть Λ – такое же, как и выше, и 0 6= c ∈ Λ. По-
ложим кольцо Λ′ = Λ[1/c]. Предположим, что выполняются условия
леммы 6 для кольца Λ′ вместо Λ. Предположим дополнительно, что
многочлены cf ∈ Λ[X,Z], cg ∈ Λ[X,Z], ch ∈ Λ[X,Z]. Тогда acn1n2 ∈ Λ
и для всех i > 1 полиномы

cn1(acn1n2)2i−1gρ+i ∈ Λ[X,Z], cn2(acn1n2)2i−1hρ+i ∈ Λ[X,Z]. (19)

Доказательство. Положим Z1=cZ, F=cn1+n2f(Z1/c),G=cn1g(Z1/c),
H = cn2h(Z1/c). Тогда можно применить лемму 6 с Z1, F,G,H вместо
Z, f, g, h и получить многочлены Fρ+i, Gρ+i ∈ Λ[X,Z1], i > 1. Теперь a
из формулировки следствия заменяется на acn1n2 ∈ Λ. Поэтому соглас-
но лемме 6 мы имеем (acn1n2)2i−1Gρ+i ∈ Λ[X,Z1], (acn1n2)2i−1Hρ+i ∈
Λ[X,Z1], i > 1. Очевидно для всех i > 1

gρ+i = Gρ+i(X,Zc)/c
n1 hρ+i = Gρ+i(X,Zc)/c

n2 .

Отсюда вытекает (19). Следствие доказано. �

Прежде чем формулировать следующие следствия, нам необходи-
мо ввести некоторые новые объекты. Пусть k′ – конечное расширение
поля k, где k – из введения статьи [8]. Пусть u1, . . . , ul1 – трансцендент-
ные элементы над k′. Положим поле K(1) = k′(u1, . . . , ul1). Сейчас мы
будем предполагать, что степени трансцендентности l и l1 не являют-
ся фиксированными (т.е., мы не рассматриваем l и l1 как константы).
Имеем l, l1 > 0.

Далее мы предполагаем (без ограничения общности), что много-
член ϕ ∈ Z[T1, . . . , Tl, Y ], см. введение [8], и старший коэффициент
lcY ϕ = 1. Поле k′ задаётся примитивным элементом η′ над полем k.
Минимальный многочлен ψ′ ∈ k[Y ] элемента η′ над k задан. Пусть
λ ∈ Z[T1, . . . , Tl] – наименьшее общее кратное всех знаменателей из
последнего кольца коэффициентов полинома ψ′, следовательно, λψ′ ∈
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Z[T1, . . . , Tl, η][Y ]. Если необходимо, мы можем заменить η′ на
λ(lcY ψ

′)η′ и предполагать, не умаляя общности, что ψ′ ∈
Z[T1, . . . , Tl, η][Y ] и старший коэффициент lcY ψ

′ = 1.
Обозначим через N : K(1) → Q(T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1) отображе-

ние нормы расширения полей K(1) ⊃ Q(T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1). Поло-
жим Λ0 = Z[T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1 ] и Λ1 = Λ0[η, η′]. Следовательно, Λ1

является свободным Λ0-модулем с базисом ηi(η′)j , 0 6 i < degY ϕ,
0 6 j < degY ψ

′. Мы имеем N (Λ1) ⊂ Λ0. Для любого 0 6= a ∈ Λ1,
решая линейную систему над полем Q(T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1), можно
найти элемент a′ ∈ Λ такой, что 1/a = a′/N (a).

Пусть X1, . . . , Xn – переменные. Тогда каждый многочлен q ∈ K(1)

[X1, . . . , Xn] представляется в виде

q = (1/q(0))
∑

i1,...,in>0

∑
06i<degY ϕ

∑
06j<degY ψ′

qi1,...,in,i,jX
i1
1 · . . . ·Xin

n η
i(η′)j ,

(20)
где все q(0), qi1,...,in,i,j ∈ Λ0 и G C D i1,...,in,i,j(q

(0), qi1,...,in,i,j) = 1 в коль-
це Λ0. Степени

degu1,...,ul1
q = max

i1,...,in,i,j
{degu1,...,ul1

q(0),degu1,...,ul1
qi1,...,in,i,j},

degT1,...,Tl
q = max

i1,...,in,i,j
{degT1,...,Tl

q(0),degT1,...,Tl
qi1,...,in,i,j}

и длина записи целых коэффициентов l(q) = maxi1,...,in,i,j{l(q(0)),
l(qi1,...,in,i,j)} определяются естественным образом, ср. введение [8], где
рассматривается случай l1 = 0 и k′ = k.

Напомним, что степень degT1,...,Tl,Y
ϕ 6 d1 и длина записи целых ко-

эффициентов l(ϕ) 6 M1 для некоторых положительных целых чисел
M1 и d1, см. введение [8]. Можно определить естественным образом
degT1,...,Tl,Y

ψ′ и длину записи целых коэффициентов l(ψ′). Мы пред-
полагаем, что степень degT1,...,Tl,Y

ψ′ 6 d′1 и длина записи целых ко-
эффициентов l(ψ′) 6 M ′1 для некоторых положительных целых чисел
M ′1 и d′1 Сейчас мы считаем также, что d1, d

′
1 > 2.

Пусть даны многочлены f, g, h ∈ K(1)[X1, . . . , Xn, Z] (здесь n > 1).
Предположим, что их старшие коэффициенты lcZf = lcZg = lcZh = 1.
Предположим, что cf, cg, ch ∈ Λ1[X1, . . . , Xn] для некоторого элемента
0 6= c ∈ Λ0 (конечно, элемент c известен из представлений (20) для f , g,
h). Далее, мы предполагаем, что справедливы следующие неравенства
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для степеней и длин записи целых коэффициентов:

degX1,...,Xn,Z f6d, degT1,...,Tl
f <d2, degu1,...,ul1

f <d3, l(f) 6M2,

(21)

degT1,...,Tl
g < d4, degT1,...,Tl

h < d4, degT1,...,Tl
c < d4, (22)

degu1,...,ul1
g < d5, degu1,...,ul1

h < d5, degu1,...,ul1
c < d5, (23)

l(g) 6M3, l(h) 6M3, l(c) 6M3 (24)

для некоторых положительных целых чиселM2,M3 и d, d2, d3, d4, d5 >
2. Предположим, что

degX1,...,Xn
g 6 P(d), degX1,...,Xn

h 6 P(d) (25)

для некоторого полинома P.
Теперь положим X =

∑
16i6n

Xi, Xi = tiX, 1 6 i 6 n (так что

t1 + . . . + tn = 1). Положим поле K = K(1)(t1, . . . , tn−1). Мы име-
ем K(1)[X1, . . . , Xn] ⊂ K[X] и K(1)[[X1, . . . , Xn] ⊂ K[[X]] естествен-
ным образом. Отображение N продолжается до отображения нормы
K → Q(T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1 , t1, . . . , tn−1). Мы будем обозначать по-
следнее отображение снова через N . Положим Λ = Λ1[t1, . . . , tn−1].
Заметим, что N (Λ) ⊂ Λ0[t1, . . . , tn−1].

Сейчас f, g, h ∈ K[X,Z]. Мы предполагаем, что выполняются усло-
вия леммы 6 и следствия 5 с K = K(1)(t1, . . . , tn−1), f ∈ K[X,Z] и
Λ = Λ1[t1, . . . , tn−1].

Положим γ0 = cmax{n1,n2} и γ = N (a2c2n1n2), где целые числа n1,
n2 и элемент a – из формулировки леммы 6. Мы имеем N (acn1n2) ∈
Λ0[t1, . . . , tn−1], см. следствие 5. Следовательно, γ ∈ Λ0[t1, . . . , tn−1].

Напомним, что P – обозначение для различных полиномов с целыми
неотрицательными коэффициентами, см. введение.

Следствие 6. При предыдущих условиях для всех i > 1 можно пред-
ставить

gρ+i = G′ρ+i/(γ0γ
i), hρ+i = H ′ρ+i/(γ0γ

i)

для некоторых многочленов G′ρ+i, H ′ρ+i ∈ Λ0[t1, . . . , tn−1, X, Z] таких,
что degZ G

′
ρ+i < n1, degZ H

′
ρ+i < n2, degX G

′
ρ+i < ρ, degX H

′
ρ+i < ρ.

Далее, для всех i > 1 степени degt1,...,tn−1
(γ0γ

i), degt1,...,tn−1
G′ρ+i,

degt1,...,tn−1
H ′ρ+i ограничены сверху iP(d), степени degu1,...,ul1

(γ0γ
i),
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degu1,...,ul1
G′ρ+i, degu1,...,ul1

H ′ρ+i ограничены сверху iP(d3, d5, d), сте-
пени degT1,...,Tl

(γ0γ
i), degT1,...,Tl

G′ρ+i, degT1,...,Tl
H ′ρ+i, ограничены свер-

ху iP(d1, d
′
1, d2, d4, d), длины записи целых коэффициентов l(G′ρ+i),

l(H ′ρ+i), l(γ0γ
i) ограничены сверху (M1+M

′
1+M2+M3+l+l1+n)P(i, d1, d

′
1,

d2, d3, d4, d5, d).
Для всякого i > 1 время работы алгоритма для построения γ0γ

i,
G′ρ+i, H ′ρ+i полиномиально от M1, M ′1, M2, M3, (dd1d

′
1d2d4)l+1,

(dd3d5)l1+1, il+l1+n, dn.

Доказательство. Это может быть доказано без затруднений рекур-
сивно, используя конструкцию из доказательства леммы 6 (мы остав-
ляем подробности читателю; даже могут быть получены более точные
оценки). Следствие доказано. �

Представим γ =
∑

i1,...,in−1>0

αi1,...,in−1
ti11 · . . . · t

in−1

n−1 , где все коэффи-

циенты αi1,...,in−1 ∈ Λ0. Положим γ1 = G C D i1,...,in−1>0{αi1,...,in−1} в
кольце Λ0. Фактически элемент γ1 ∈ Λ0 = Z[T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1 ] опре-
делён с точностью до множителя ±1. Мы выбираем и фиксируем γ1.

Следствие 7. При условиях следствия 6 можно представить

g = Zn1 +
∑
i>0

G′′i /(γ0γ
i)Xi, h = Zn2 +

∑
i>0

H ′′i /(γ0γ
i)Xi,

где G′′i , H ′′i ∈ Λ0[t1, . . . , tn−1, Z] являются многочленами такими, что
степени degZ G

′′
i < n1, degZ H

′′
i < n2 для всех i > 0. Более того, если

g, h ∈ K(1)[[X1, . . . , Xn]][Z], (26)

то для всякого i > 0 можно представить

G′′i /(γ0γ
i) = 1/(γ0γ

i
1)

∑
06j<n1

∑
i1+...+in=i, i1,...,in>0

gi1,...,in,jX
i1
1 · . . . ·Xin

n Z
j ,

(27)

H ′′i /(γ0γ
i) = 1/(γ0γ

i
1)

∑
06j<n2

∑
i1+...+in=i, i1,...,in>0

hi1,...,in,jX
i1
1 · . . . ·Xin

n Z
j ,

(28)
где все коэффициенты gi1,...,in,j , hi1,...,in,j ∈ Λ0.

Далее, для всех i > 0 степени degt1,...,tn−1
(γ0γ

i
1), degt1,...,tn−1

G′′i ,
degt1,...,tn−1

H ′′i ограничены сверху (i+1)P(d),степени degu1,...,ul1
(γ0γ

i
1),
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degu1,...,ul1
G′′i , degu1,...,ul1

H ′′i ограничены сверху (i+1)P(d3, d5, d), сте-
пени degT1,...,Tl

(γ0γ
i
1), degT1,...,Tl

G′′i , degT1,...,Tl
H ′′i , ограничены сверху

(i+ 1)P(d1, d
′
1, d2, d4, d) и длины записи целых коэффициентов l(γ0γ

i
1),

l(G′′i ), l(H ′′i ) ограничены сверху (M1+M ′1+M2+M3+l+l1+n)P(i, d1, d
′
1,

d2, d3, d4, d5, d).
Аналогично при условии (26) для всех j, i > 0 и i1, . . . , in > 0 таких,

что i1 + . . . + in = i степени degu1,...,ul1
gi1,...,in,j, degu1,...,ul1

hi1,...,in,j
ограничены сверху (i+ 1)P(d3, d5, d), степени degT1,...,Tl

gi1,...,in,j,
degT1,...,Tl

hi1,...,in,j, ограничены сверху (i + 1)P(d1, d
′
1, d2, d4, d) и дли-

ны записи целых коэффициентов l(gi1,...,in,j), l(hi1,...,in,j) ограничены
сверху (M1 +M ′1 +M2 +M3 + l + l1 + n)P(i, d1, d

′
1, d2, d3, d4, d5, d)

Для всякого i > 0 время работы алгоритма для построения G′′i ,
H ′′i , γ0(γ)i, γ0γ

i
1 полиномиально от M1, M ′1, M2, M3, (dd1d

′
1d2d4)l+1,

(dd3d5)l1+1, il+l1+1+n, dn.
Аналогично при условии (26) для всякого i > 0 время работы алго-

ритма для построения всех gi1,...,in,j, hi1,...,in,j таких, что i1 + . . .+
in = i полиномиально от M1, M ′1, M2, M3, (dd1d

′
1d2d4)l+1, (dd3d5)l1+1,

il+l1+n, dn.

Доказательство. Это следует немедленно из следствия 6. Заметим
только, что K(1)[[X1, . . . , Xn]][Z] ⊂ K[[X]][Z] и при условии (26), мы
имеем очевидное сокращение множителя γi/γi1 в левых частях (27) и
(28). Следствие доказано. �

Замечание 6. Анализируя лемму 6 и еë следствия, мы обнаружили
небольшое исправление наших предыдущих результатов из [10, 11]. В
утверждениях теоремы из [10] и аналогичной теоремы 1 [11] необхо-
димо заменить δi на δmax{1,i}. Следовательно, там корректная версия
формулы для u имеет вид

u =
∑
i>0

∑
06j<degZ Φ

ui,jη
jXi/ν/δmax{1,i},

Доказательство остаётся тем же самым, подробности см. в [12].
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§2. Сложность построенных алгоритмов в случае,
когда степень трансцендентности основного поля

не фиксирована

В статье [8] основное поле k = Q(T1, . . . , Tl)[η], и для простоты мы
рассматривали там степень трансцендентности l поля k надQ как фик-
сированную константу. Аналогичная ситуация со степенью трансцен-
дентности основного поля имела место в статье [4]. Теорема 1 из [4]
(и еë следствие 1) используется для доказательства результатов из [8].
Также, применяя результаты статей [5,6] в [8], мы снова рассматрива-
ли l как фиксированную константу.

В настоящей статье для того, чтобы усилить результаты из [8], нам
требуется рассмотреть более общий случай. В предыдущем параграфе
мы ввели поле K(1) = k′(u1, . . . , ul1). Теперь мы рассматриваем K0 =
k(u1, . . . , ul1) в качестве основного поля вместо k. Положим поле K ′0 =
k(u1, . . . , ul1). Степень трансцендентности K0 над Q равна l+ l1, и мы
не рассматриваем l и l1 как фиксированные константы.

Пусть f ∈ K0[X1, . . . , Xn, Z] – многочлен, введённый перед след-
ствием 6. Мы предполагаем, что для f справедливы верхние оценки
на степени и длину записи целых коэффициентов (21) из предыдуще-
го параграфа (теперь с основным полем K0 вместо K(1)) и старший
коэффициент lcZf = 1. Следовательно, сейчас d, d2, d3, M2 имеют тот
же самый смысл, что и в предыдущем параграфе. Пусть δ является
дискриминантом многочлена f относительно Z, и r = ord(δ) является
порядком многочлена δ. Дополнительно теперь мы предполагаем, что
полином f неприводим в кольце K0[X1, . . . , Xn], где K0 – алгебраиче-
ское замыкание поля K0.

В данном параграфе мы собираемся модифицировать алгоритмы из
[8]. Именно, мы описываем алгоритмы для разложения на неприводи-
мые многочлена f в кольцах K0[[X1, . . . , Xn]][Z] и K ′0[[X1, . . . , Xn]][Z].
В теореме 2 ниже мы даём верхние оценки, на степени и длины записи
целых коэффициентов всех объектов на на выходе этих алгоритмов,
а также на сложность построенных алгоритмов. Эти оценки зависят
явно от l и l1 (если l1 = 0, то мы получаем версию теоремы 1 [8] с
подробными оценками, зависящими от l для всех объектов на выходе
и для сложности алгоритмов). Это обобщение алгоритмов из [8] бу-
дут использовано в следующем параграфе, где применяется теорема
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Бертини для локальных колец, чтобы усилить результаты статьи [8].
В доказательстве теоремы 2 мы применяем лемму 6 и еë следствия.

Теорема 2. При сформулированных условиях справедливы следующие
утверждения.

(i) Можно построить разложение f =
∏
i∈I fi, где все fi явля-

ются неприводимыми элементами из кольца K0[[X1, . . . , Xn]]
[Z] и все старшие коэффициенты lcZfi = 1. Именно, для вся-
кого i ∈ I строятся многочлены g = f i = fi mod mr+1 ∈
K0[X1, . . . , Xn, Z] и h = (f/fi) mod mr+1 ∈ K0[X1, . . . , Xn, Z].
После этого, применяя лемму 6 и следствие 7 к g, h, можно
построить представление

fi =
∑

i1,...,in>0,
06v<degY ϕ,
06j6degZ fi

fi,v,i1,...,in,j/(γ0γ
i1+...+in
1 )ηvXi1

1 · . . . ·Xin
n Z

j ,

где все γ0, γ1, fi,v,i1,...,in,j ∈ Z[T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1 ] (элементы
γ0, γ1 – ненулевые и зависят от i).

(ii) Для всякого i ∈ I строится неприводимый полином ϕi ∈ k[Y ]
степени degY ϕi 6 d. Фактически каждый многочлен ϕi ∈
Z[T1, . . . , Tl][η][Y ], и старший коэффициент lcY ϕi = 1. Обозна-
чим через {θw}w∈Ji семейство всех корней из алгебраического
замыкания k многочлена ϕi (эти корни сопряжены над полем
k). В дальнейшем мы предполагаем, что для всех i1, i2 ∈ I,
если i1 6= i2, то Ji1 ∩ Ji2 = ∅.

(iii) Для всякого i ∈ I можно построить разложение fi =
∏
w∈Ji

fw, где все fw являются неприводимыми элементами из коль-
ца K ′0[[X1, . . . , Xn]][Z] и все старшие коэффициенты lcZfw =
1. Далее, для всякого w ∈ Ji можно построить многочле-
ны g = fw = fw mod mr+1 ∈ k[ηw](u1, . . . , ul1)[X1, . . . , Xn, Z] и
h = (f/fw) mod mr+1 ∈ k[ηw](u1, . . . , ul1)[X1, . . . , Xn, Z]. Эти
многочлены fw сопряжены над полем k и аналогично fw ∈
k[ηw](u1, . . . , ul1)[[X1, . . . , Xn]][Z] сопряжены над полем k
(здесь группа Галуа Gal(k/k) действует на многочленах, ра-
циональных функциях и формальных степенных рядах поко-
эффициентно). После этого, применяя лемму 6 и следствие 7
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к g, h, строится представление

fw =
∑

i1,...,in>0,
06v<degY ϕ,
06u<degY ϕi,
06j6degZ fw

fw,v,u,i1,...,in,j/(λ0λ
i1+...+in
1 )ηvηuwX

i1
1 · . . . ·Xin

n Z
j ,

где все λ0, λ1, fw,v,u,i1,...,in,j ∈ Z[T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1 ] (элемен-
ты λ0, λ1 – ненулевые и зависят от w).

(iv) Степени degT1,...,Tl
относительно T1, . . . , Tl всех элементов

γ0, γ1, λ0, λ1, fi mod mr+1, (f/fi) mod mr+1, ϕi, fw mod mr+1,
(f/fw) mod mr+1, w∈Ji, i∈I, ограничены сверху P(d1, d2, d

2nc

)
для абсолютной константы c > 0. Степени degu1,...,ul1

отно-
сительно u1, . . . , ul1 этих элементов ограничены сверху P(d3,
d2nc

). Длины записей целых коэффициентов этих элементов
ограничены сверху (M1 +M2 + l + l1)P(d1, d2, d3, d

2nc

).
Положим ι = i1 + . . . + in. Для всех w, v, u, i1, . . . , in, j для

всех ι > 0 степени degT1,...,Tl
относительно T1, . . . , Tl всех эле-

ментов fi,v,i1,...,in,j, fw,v,u,i1,...,in,j таких, что i1 + . . .+ in = ι

ограничены сверху (ι + 1)P(d1, d2, d
2nc

). Степени degu1,...,ul1

относительно u1, . . . , ul1 этих элементов ограничены сверху
(ι+ 1)P(d3, d

2nc

). Длины записей целых коэффициентов этих
элементов ограничены сверху (M1 + M2 + l + l1)P(ι, d1, d2, d3,
d2nc

).
(v) Время работы алгоритмов для построения всех элементов

γ0, γ1, λ0, λ1, fi mod mr+1, (f/fi) mod mr+1, ϕi, fw mod mr+1,
(f/fw) mod mr+1, w ∈ Ji, i ∈ I, полиномиально от M1, M2,
(d1d2d

2nc

)l+1, (d3d
2nc

)l1+1, dn2nc

.
Для всякого ι > 0 время работы алгоритмов для построе-

ния всех элементов fi,v,i1,...,in,j , fw,v,u,i1,...,in,j таких, что i1 +

. . .+in=ι полиномиально отM1,M2,(d1d2d
2nc

)l+1,(d3d
2nc

)l1+1,
dn2nc

, ιl+l1+n.

Доказательство. Мы можем предполагать без ограничения общно-
сти, что n > 2, поскольку любой многочлен из k[X1, Z] может рас-
сматриваться как многочлен из k[X1, X2, Z]. Сначала нам потребуется
переформулировать результаты из [4–6] и [8] для основного поля K0
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вместо k и также дать более подробные оценки на степени и длины за-
писей целых коэффициентов объектов на выходе алгоритмов из этих
статей (но в нашей ситуации, когда последние результаты применяют-
ся в модифицированной конструкции из [8], которую мы собираемся
описать).

Перейдём к подробностям. Положим z = Z mod f ∈ K0[X1, . . . ,
Xn, Z]/(f). Напомним, что многочлен f неприводим над полем K0.
Следовательно, мы можем применить алгоритм из теоремы 1 [4] и еë
следствия 1 [4] к многочлену f и построить неособое в коразмерности
один аффинное алгебраическое многообразие V , определённое над по-
лем K0 и неприводимое над K0. Теперь (чтобы избежать путаницы)
обозначим через z′ элемент z из формулировки утверждения (ii) тео-
ремы 1 [4]. Так что z′ =

∑
06i<degZ f

z′iz
i/δ, где z = Z mod f , и z′i ∈

K0[X1, . . . , Xn] для всех i. Кольцо определённых над K0 регулярных
функций алгебраического многообразия V равно K0[X1, . . . , Xn][z, z′].
Алгоритм из теоремы 1 [4] основывается на версии алгоритма Нью-
тона–Пюизе из [7] и других идеях. Но фактически он сводится к неко-
торым переборам, вычислению определителей и решению линейных
систем с матрицами размера, ограниченного сверху dO(1), над раз-
личными полями. Из описания данного алгоритма следует немедлен-
но, что для всех i степени degT1,...,Tl

z′i, degT1,...,Tl
δ ограничены свер-

ху P(d1, d2, d), степени degu1,...,ul1
z′i, degu1,...,ul1

δ ограничены сверху
P(d3, d) и длины записей целых коэффициентов l(z′i), l(δ) ограничены
сверху (M1 +M2 + l + l1 + n)P(d1, d2, d3, d). Время работы алгоритма
для построения всех z′i (и, следовательно, z) полиномиально от M1,
M2, dl+1

1 , (d2d)l+1, (d3d)l1+1, dn.
После этого, применяя к многообразию V алгоритм из [5,6] (напом-

ним, что мы предполагаем, что n > 2 и, следовательно, можно при-
менять алгоритм из этих статей; хотя, если n = 1, то можно просто
положить V ′ = V ), мы строим нормальное алгебраическое многообра-
зие V ′. Более точно, строится целое замыкание K0[y1, . . . , yN ] кольца
K0[X1, . . . , Xn, z, z

′] в его поле частных, более подробно об этом см. [8]
§1. Кольцо определённых над K0 регулярных функций алгебраическо-
го многообразия V ′ равно K0[y1, . . . , yN ], и V ′ ⊂ AN (K0) естественным
образом. Мы предполагаем без ограничения общности, что yi = Xi для
1 6 i 6 n и yn+1 = z. Далее, каждый элемент yi, 1 6 i 6 N , представ-
ляется в виде yi = (1/δ)

∑
06i<degZ f

yi,jz
j , где все yi,j ∈ K0[X1, . . . , Xn].



АЛГОРИТМ ДЛЯ ФАКТОРИЗАЦИИ МНОГОЧЛЕНОВ 275

Согласно [5, 6] конструкция всех элементов yi,j сводится к некоторым
переборам и решению линейных систем с матрицами размера, ограни-

ченного сверху d2nc′

для абсолютной константы c′ > 0. Для краткости

положим D = d2nc′

. Из [5, 6, 16] (и [8]) следует немедленно, что для
всех i, j степени degT1,...,Tl

yi,j ограничены сверху P(d1, d2, D), степени
degu1,...,ul1

yi,j ограничены сверху P(d3, D) и длины записей целых ко-
эффициентов l(yi,j) ограничены сверху (M1+M2+l+l1)P(d1, d2, d3, D).
Время работы алгоритма для построения всех yi,j (и, следователь-
но, всех yi, 1 6 i 6 N) полиномиально от M1, M2, dl+1

1 , (d2D)l+1,
(d3D)l1+1, Dn.

После этого мы следуем описанию алгоритма из [8] с некоторыми
изменениями. Морфизмы линейных проекций πn+1 : Z(f)→ An(K0),
(X1, . . . , Xn+1) 7→ (X1, . . . , Xn) и πN : V ′ → An(K0), (Y1, . . . , YN ) 7→
(X1, . . . , Xn), определены в §2 [8].

Теперь мы применяем лемму 3 [8]. Следовательно, заменяя при
необходимости n на n + 1 и f на f̃ , мы будем предполагать без огра-
ничения общности, что f(0, . . . , 0, Z) = ZdegZ f . Поэтому число эле-
ментов π−1

n+1(x∗) = 1 в обозначениях §1. Положим z∗ = (0, . . . , 0) ∈
π−1
n+1(x∗). Обозначим через Sx∗ (соответственно S′x∗) мультипликатив-

но замкнутое множество всех многочленов s ∈ K0[X1, . . . , Xn] (соот-
ветственно s ∈ K ′0[X1, . . . , Xn]) таких, что s(x∗) 6= 0. Положим A =
S−1
x∗ K

′
0[X1, . . . , Xn] равным локальному кольцу всех функций, опре-

делённых над K ′0 и регулярных в некоторой окрестности точки x∗ ∈
An(K0), т.е. локальному кольцу определённых над полем K ′0 функций
точки x∗ аффинного пространства An(K0). Тогда также естественным
образом можно отождествить A = (S′x∗)

−1K ′0[X1, . . . , Xn]. Обозначим
через m′ максимальный идеал кольца A.

Положим E = A[Z]/(f) = Oz∗,Z(f) равным локальному кольцу опре-
делённых над K ′0 функций точки z∗ алгебраического многообразия
Z(f) (напомним, что Z(f) ⊂ An+1(K0)). Обозначим через E′ целое
замыкание кольца E в его поле частных K ′. Заметим, что K ′ также
является полем частных кольца E, и мы отождествляем

K ′ = K ′0(X1, . . . , Xn)⊗A E′ = K ′0(X1, . . . , Xn)⊗A E. (29)

Далее можно отождествить

E′=K ′0⊗K0
S−1
x∗ K0[y1, . . . , yN ]=S−1

x∗ K
′
0[y1, . . . , yN ]=(S′x∗)

−1K ′0[y1, . . . , yN ]
(30)
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в предыдущих обозначениях.
Применяя лемму 2 [8] (теперь с основным полем K0 вместо k), мы

строим линейную форму Q =
∑

16v6N
avYv с целыми коэффициента-

ми av такую, что число элементов #π−1
N (x∗) = #Q(π−1

N (x∗)) и q =
Q(y1, . . . , yN ) является примитивным элементом поля K0(X1, . . . , Xn)
[z] над полем K0(X1, . . . , Xn). Строится минимальный многочлен F ∈
K0[X1, . . . , Xn, Q] примитивного элемента q ∈ K0(X1, . . . , Xn)[z] над
полем K0(X1, . . . , Xn).

Используя алгоритм из [3], мы строим разложение полинома
F (0, . . . , 0, Q) =

∏
16j6m ψ

εj
j , где все ψj ∈ K0[Q] являются неприводи-

мыми над полем K0 попарно различными многочленами со старшими
коэффициентами lcQψj = 1 и 1 6 εi ∈ Z. Положим ψ =

∏
16j6m ψj .

Тогда число элементов #π−1
N (x∗) = degQ ψ согласно лемме 2 (ii) [8].

Далее нам требуется разложить на множители каждый полином
ψj над полем K ′0. Для этого для каждого j построим наименьшее об-
щее кратное aj всех знаменателей из Z[T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1 ] коэффи-
циентов многочлена ψj . Теперь ajψj ∈ k[u1, . . . , ul1 , Q], и этот мно-
гочлен неприводим в последнем кольце. Используя алгоритм из [3],
разложим на неприводимые множители многочлен от многих пере-
менных ajψj над полем k. На выходе последнего алгоритма получим
конечное расширение полей k′j ⊃ k. Поле k′j задано (на выходе) при-
митивным элементом η′j над полем k с минимальным многочленом
ψ′j ∈ k[Y ]. Следовательно, k′j = k[η′j ] и ψ′j(η

′
j) = 0. Обозначим че-

рез Gj множество всех вложений поля kj → k над k. Далее строят-
ся многочлен χ′j ∈ k′j [u1, . . . , ul1 , Q] и элемент 0 6= λj ∈ k такие, что
ajψj = λj

∏
σ∈Gj

(χ′j)
σ (σ действует покоэффициентно на многочле-

нах) является разложением многочлена от многих переменных ajψj
над полем k. Положим χj = χ′j/lcQχ

′
j ∈ k′j(u1, . . . , ul1)[Q]. Тогда по

лемме Гаусса ψj =
∏
σ∈Gj

χσj является требуемым разложением поли-
нома ψj в кольце K ′0[Y ]. Поэтому degY ψ

′
j = #Gj 6 d. Заметим, что

старший коэффициент lcQχj = 1. Положим поле Kj = k′j(u1, . . . , ul1).
Тогда фактически χj ∈ Kj [Q].

Более того, мы можем предполагать, не умаляя общности, что ψ′j ∈
Z[T1, . . . , Tl, η][Y ] и старший коэффициент lcY ψ

′
j = 1, ср. замечание

о минимальном многочлене ψ′ элемента η′ в предыдущем параграфе.
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Кроме того, каждый полином χj можно представить в виде

χj = (1/χ
(0)
j )

∑
u>0

∑
06v<degY ϕ

∑
06i<degY ψ′j

χj,u,v,iη
v(η′j)

iQu,

где все χ(0)
j , χj,u,v,i ∈ Z[T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1 ] и G C D u,v,i{χ(0)

i , χj,u,v,i}
= 1 в последнем кольце, ср. (20). Аналогичным образом представля-
ются многочлены (скажем, от Y , или Q, или Z, или X1, . . . , Xn, Q, или
X1, . . . , Xn, Z) с коэффициентами изKj (и также из K0). Следователь-
но, для таких многочленов естественным образом определены степени
degT1,...,Tl

, degu1,...,ul1
и длины записей целых коэффициентов l(. . .),

ср. введение из [8].
Обозначим через z∗v , 16v6degQ ψ, все элементы прообраза π−1

N (x∗),
ср. §1 [8]. Для всякой пары 1 6 j 6 m, σ ∈ Gj обозначим через Ξj,σ
подмножество всех целых чисел v таких, что χσj (z∗v) = 0. Положим
Wj,σ = {z∗v : v ∈ Ξj,σ}.

Обозначим через G группу Галуа Gal(K0/K
′
0). Обозначим через W

множество всех определённых надK ′0 и неприводимых надK ′0 подмно-
гообразий прообраза π−1

N (x∗). Следовательно, W ∈ W тогда и только
тогда, когда W является минимальным непустым подмножеством в
π−1
N (x∗) таким, что σ(W ) = W для всякого σ ∈ G. Максимальные

идеалы кольца E′ находятся во взаимно однозначном соответствии
с подмногообразиями W ∈ W. Заметим, что для всех z′ и W , если
z′ ∈W ∈ W, то

{σ(z′) : σ ∈ G} = W. (31)

Число элементов #Q(π−1
N (x∗)) = #π−1

N (x∗). Поэтому для всякого
z′ = (z′1, . . . , z

′
N ) ∈ W поле K ′0[z′1, . . . , z

′
N ] = K ′0[Q(z′n+1, . . . , z

′
N )]. Сле-

довательно, для любого W ′ ⊂ π−1
N (x∗) мы имеем σ(W ′) = W ′ для всех

σ ∈ G тогда и только тогда, когда σ(Q(W ′)) = Q(W ′) для всех σ ∈ G.
Поэтому каждое W ∈ W имеет вид W = Wj,σ для однозначно опре-
делённых 1 6 j 6 m, σ ∈ Gj и, следовательно, каждое Wj,σ ∈ W
(здесь мы оставляем подробности читателю). Максимальный идеал
mj,σ кольца E′, соответствующий Wj,σ является подмножеством всех
a ∈ E′ таких, что a(z∗v) = 0 для всех v ∈ Ξj,σ.

Заметим также, что для произвольного a ∈ E′, если a(z∗v) = 0 для
некоторого v ∈ Ξj,σ, то a ∈ mj,σ. Это следует из (31), поскольку для
всякого σ ∈ G мы имеем a(σ(z∗v)) = σ(a(z∗v)) = 0 согласно (30).
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Положим1 Sj,σ равным мультипликативно замкнутому подмноже-
ству всех элементов s ∈ K ′0[y1, . . . , yN ] таких, что s(z∗v) 6= 0 для всех
v ∈ Ξj,σ. Следовательно, Sj,σ ⊂ E′ \mj,σ и Sj,σ ⊃ S′x∗ ⊃ Sx∗ . Положим
кольцо E′j,σ = S−1

j,σK
′
0[y1, . . . , yN ]. Можно также отождествить E′j,σ =

S−1
j,σE

′ = (E′ \ mj,σ)−1E′. Поэтому E′j,σ является локальным кольцом.
Имеем естественное вложение колец ι : E′ →

∏
16j6m,σ∈Gj

E′j,σ.
Положим Mj,σ = S−1

j,σmj,σ равным максимальному идеалу коль-
ца Ej,σ. Покажем (для полноты; конечно, это известно), что m′E′j,σ-
адическая и Mj,σ-адическая топологии на кольце E′j,σ совпадают. Дей-
ствительно, очевидно m′E′j,σ ⊂Mj,σ и Mj,σ ∩E′ ⊂ m′. Пусть a ∈Mj,σ.
Существует s1 ∈ Sj,σ такое, что s1a ∈ E′. Далее, существует s2 ∈ Sj,σ
такое, что s2(π−1(x∗)\Ξj,σ) = {0}. Положим b = s1s2a ∈ E′. Кольцо E′

цело над A, и E′ является целозамкнутым. Поэтому bN+
∑

06i6N−1

biai =

0 для некоторых ai ∈ A, a0 6= 0. Мы имеем также N 6 degZ f 6
d. Очевидно a0 ∈ m′. Положим i0 = min{i : ai 6∈ m′}. Следова-
тельно, 1 6 i0 6 N . Теперь bi0(bN−i0 +

∑
i06i6N−i0

bi−i0ai) ∈ m′Ej,σ, и

(bi +
∑

i06i6N−i0
bi−i0ai) 6∈ Mj,σ. Поэтому bi0 ∈ m′E′j,σ. Следовательно,

ai0 ∈ m′E′j,σ. Отсюда вытекает требуемое утверждение.
Заметим также, что естественным образом пополнение кольца E′

относительноmj,σ-адической топологии совпадает с пополнением коль-
ца E′j,σ относительно Mj,σ-адической топологии.

Кольцо Â = K ′0[[X1, . . . , Xn]] совпадает с пополнением кольца A от-
носительно m′-адической топологии. Обозначим через Ê, Ê′, Ê′j,σ, 1 6
j 6 m, σ ∈ Gj , пополнения колец E,E′, E′j,σ, 1 6 j 6 m, σ ∈ Gj , относи-
тельноm′-адической топологии (более точно, пополнение относительно
m′E-адической, m′E′-адической и m′E′j,σ-адической топологий соответ-
ственно). Кольца E и E′ являются конечными A-модулями. Поэтому,

1В [8] имеются очевидные неточности в определениях Sv и E′v , которые легко ис-
правляются, исходя из конткста. Правильная версия этих определений следующая:
“Положим Sv равным мультипликативно замкнутому подмножеству всех элемен-
тов s ∈ k[y1, . . . , yN ] таких, что s(z∗v) 6= 0 и E′v = S−1

v k[y1, . . . , yN ]” (в переводе на
английский язык статьи [8] это исправление внесено).
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как хорошо известно, можно отождествить Ê = Â⊗AE, Ê′ = Â⊗AE′.
Но в общем случае2 Ê′j,σ 6= Â⊗A E′j,σ для всех j, σ.

Обозначим через K ′0((X1, . . . , Xn)) поле частных Â, ср. замечание 1
во введении из [8]. Положим K = K ′0((X1, . . . , Xn))[Z]/(f) равным пол-
ному кольцу частных кольца Ê. Согласно (29) можно отождествить

K = K ′0((X1, . . . , Xn))⊗K′0(X1,...,Xn) K
′

= K ′0((X1, . . . , Xn))⊗A E′ = K ′0((X1, . . . , Xn))[Z]/(f).

Поэтому K является конечномерной сепарабельной алгеброй над по-
лем K ′0((X1, . . . , Xn)), и q является примитивным элементом алгебры
K над K ′0((X1, . . . , Xn)) по лемме 2 (i).

Согласно теореме 33 из [17] т. II, глава 8, §13 кольцо Ê′ является
полулокальным, и оно изоморфно целому замыканию кольца Ê в его
полном кольце частных K. По теореме 32 из [17] т. II, глава 8, §13
кольцо Ê′j,σ целостное и целозамкнутое, т.е. E′j,σ аналитически непри-
водимо и аналитически нормально.

Далее, хорошо известно, что вложение ι индуцирует канонический
изоморфизм полных колец ι̂ : Ê′ →

∏
16j6m,σ∈Gj

Ê′j,σ. Так что мы
отождествляем Ê′ =

∏
16j6m,σ∈Gj

Ê′j,σ с помощью этого изоморфизма
ι̂. Обозначим через Kj,σ поле частных кольца Ê′j,σ. Следовательно,
можно отождествить K =

∏
16j6m,σ∈Gj

Kj,σ.
Сейчас, см. лемму 2 утверждение (i), q – примитивный элемент се-

парабельной алгебры K над k((X1, . . . , Xn)) с минимальным многочле-
ном F . Рассмотрим разложение

F (0, . . . , 0, Q) =
∏

16j6m,σ∈Gj

(χσj )εj

в произведение взаимно простых множителей (минимальных степеней)
над полем K ′0. Применяя подъём по лемме Гензеля к этому разложе-
нию, мы доказываем существование в точности m попарно различ-
ных множителей Fj ∈ K ′0[[X1, . . . , Xn]][Q], 1 6 j 6 m, многочлена F

2В статье [8] по ошибке мы утверждали, что Ê′v = Â⊗A E
′
v для 1 6 v 6 degQ ψ,

но фактически это утверждение не использовалось в дальнейшем в [8] (в переводе
на английский язык статьи [8] эта ошибка исправлена).
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(мы предполагаем, что все старшие коэффициенты lcQFj = 1), удо-
влетворяющих следующим свойствам: Fj(0, . . . , 0, Q) = χ

εj
j для всех

1 6 j 6 m, и F =
∏

16j6m,σ∈Gj
Fσj .

Положим поле Kj = k((X1, . . . , Xn))[Q]/(Fj), 1 6 j 6 m. Следова-
тельно, можно отождествить Kj,σ = Kσj = k((X1, . . . , Xn))[Q]/(Fσj ) для
1 6 j 6 m, σ ∈ Gj .

Обозначим через ∆ дискриминант многочлена F относительно Q.
Решая линейную систему над полем K0(X1, . . . , Xn), мы строим пред-
ставление z = (1/∆)

∑
06i<degQ F

ziq
i, где все zi ∈ k[X1, . . . , Xn].

Далее действуем следующим образом3. Представим ψj = χjξj , где
многочлен ξj ∈ Kj [Q]. Положим φ′j =

∏
16w6m,w 6=j ψ

εw
w , φj = ξ

εj
j φ
′
j .

Заметим, что полиномы χ
εj
j и φj взаимно просты в кольце Kj [Q] (со-

ответственно ψ
εj
j и φ′j взаимно просты в кольце K0[Q]). Мы имеем

F (0, . . . , 0, Q) = χ
εj
j φj (соответственно F (0, . . . , 0, Q) = ψ

εj
j φ
′
j). Поэто-

му можно применить подъём по лемме Гензеля к последнему равенству
и получить разложение F = ΨjΦj (соответственно F = Ψ′jΦ

′
j) такое,

что Ψj ,Φj ∈ Kj [[X1, . . . , Xn]][Q], Ψj(0, . . . , 0, Q) = χ
εj
j , Φj(0, . . . , 0, Q) =

φj (соответственно Ψ′j ,Φ
′
j ∈ K0[[X1, . . . , Xn]][Q], Ψ′j(0, . . . , 0, Q) = ψ

εj
j ,

Φ′j(0, . . . , 0, Q) = φ′j) и старшие коэффициенты lcQΨj = lcQΦj = 1 (со-
ответственно lcQΨ′j = lcQΦ′j). Заметим, что фактически мы можем по-
строить полиномы (Ψj)#,N , (Φj)#,N (соответственно (Ψ′j)#,N , (Φ′j)#,N )
для всякого целого числа N > 0.

Согласно алгоритму из [3] степени degT1,...,Tl
многочленов ∆, zi,

ψj , ψ′j , χj , ξj , ξ
εj
j , ψεjj , φ′j , φj ограничены сверху P(d1, d2, D). Степе-

ни degu1,...,ul1
этих многочленов ограничены сверху P(d3, D). Длины

записей целых коэффициентов этих многочленов ограничены сверху
(M1 + M2 + l + l1)P(d1, d2, d3, D). Время работы алгоритма для по-
строения этих многочленов полиномиально от M1, M2, dl+1

1 , (d2D)l+1,
(d3D)l1+1.

Далее для всякого N > 0 можно оценить степени и длины за-
писей целых коэффициентов многочленов (Ψj)#,N , (Φj)#,N , (Ψ′j)#,N ,

3Здесь ниже в частном случае l1 = 0 мы исправляем некоторые очевид-
ные опечатки (или неточности) из [8], относящиеся к определениям многочленов
Φj ,Ψj ,Φ

′
j ,Ψ
′
j (эти опечатки уже исправлены в переводе на английский язык ста-

тьи [8]).
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(Φ′j)#,N либо непосредственно, используя известные оценки для стан-
дартной леммы Гензеля, либо, применяя частные случаи следствия 6 и
следствия 7 с ρ = 0 и полем k′j вместо поля k′. В любом случае мы по-
лучаем, что степени degT1,...,Tl

многочленов (Ψj)#,N , (Φj)#,N , (Ψ′j)#,N ,
(Φ′j)#,N ограничены сверху (N + 1)P(d1, d2, D). Степени degu1,...,ul1

этих многочленов ограничены сверху (N + 1)P(d3, D). Длины запи-
сей целых коэффициентов этих многочленов ограничены сверху (M1 +
M2 + l + l1)P(N, d1, d2, d3, D). Время работы алгоритма для построе-
ния этих многочленов полиномиально отM1,M2, dl+1

1 , ((N+1)d2D)l+1,
((N + 1)d3D)l1+1, ((N + 1)D)n.

Теперь мы имеем следующий аналог леммы 4 [8].

Лемма 7. Многочлены fw, w ∈ Ji, i ∈ I, находятся во взаимно
однозначном соответствии с многочленами Ψσ

j , σ ∈ Gj, 1 6 j 6 m.
Более точно, положим αj = degQ Ψj. Тогда fw соответствует Ψσ

j в
том и только в том случае, если

∆αjfw = ResQ
(
Ψσ
j ,∆Z −

∑
06i<degQ F

ziQ
i
)
, (32)

где ResQ(. . .) обозначает результант относительно Q рассматрива-
емых полиномов от Z,Q. Более того, пусть (G,H) равно паре мно-
гочленов
(f/fw,Φ

σ
j ) (соответственно (fi,Ψ

′
j),(f/fi,Φ′j)). Положим α=degQH.

Тогда из (32) следует, что

∆αG = ResQ(H,∆Z −
∑

06i<degQ F

ziQ
i). (33)

Поэтому сейчас многочлены fw,f/fw∈k[(η′j)
σ](u1, . . . ,ul1)[[X1, . . . , Xn]],

fi, f/fi ∈ K0[[X1, . . . , Xn]].
Следовательно, см. формулировку теоремы 2, мы полагаем I =

{1, 2, . . . , m}, Ji = Gi, ϕi = ψ′i для всякого 1 6 i 6 m и θw = (η′i)
σ, где

w = σ ∈ Ji для всех 1 6 i 6 m и w ∈ Ji.

Доказательство. Первые два утверждения леммы (относящиеся к
формулам (32) и (33)) следуют немедленно из свойств результанта
двух полиномов. Фактически это хорошо известно. Наконец, послед-
нее утверждение о I, Ji, ϕi, θw доказывается непосредственно. Лемма
доказана. �
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Положим γ = αj , γ2 = degQ Φj , γ3 = degQ Ψ′j , γ4 = degQ Φ′j (конеч-
но, γi зависят от j) и Nu = r + γu degX1,...,Xn

∆, 1 6 u 6 4. Теперь,
используя (32), (33), вычислим аппроксимации результантов (эти ре-
зультанты равны определителям соответствующих матриц Сильвест-
ра) и найдём

(∆γ1fw)#,N1 , (∆γ2f/fw)#,N2 , (∆γ3fi)#,N3 , (∆γ4f/fi)#,N4 .

После этого при помощи приближённого деления на ∆γu , более по-
дробно см. лемму 5 [8], можно вычислить

(fw)#,r, (f/fw)#,r, (fi)#,r, (f/fi)#,r (34)

для всех w ∈ Ji, i ∈ I.
Поэтому согласно используемым алгоритмам степени degT1,...,Tl

многочленов (34) ограничены сверху P(d1, d2, D). Степени degu1,...,ul1

этих многочленов ограничены сверху P(d3, D). Длины записей целых
коэффициентов этих многочленов ограничены сверху (M1 + M2 + l +
l1)P(d1, d2, d3, D). Время работы алгоритма для построения этих мно-
гочленов полиномиально от M1, M2, dl+1

1 , (d2D)l+1, (d3D)l1+1, Dn.
Положим ρ′ = ρ = [r/2] в лемме 6. Напомним, что кольцо Λ =

Z[T1, . . . , Tl, u1, . . . , ul1 , t1, . . . , tn−1][η, η′] в формулировке следствия 7.
Наконец, мы применяем лемму 6 и еë следствие 7 к (f, g, h)=(f, (fi)#,r,
(f/fi)#,r) с k′ = k, K(1) = K0, K = K0(t1, . . . , tn−1), η′ = 1 (соответ-
ственно (f, g, h) = (f, (fw)#,r, (f/fw)#,r) с (ψ′, η′) = (ϕi, θw), полем
k′ = k[θw], K(1) = k[θw](u1, . . . , ul1), K = K(1)(t1, . . . , tn−1)) и сразу
устанавливаем все утверждения теоремы 2. Теорема доказана. �

Замечание 7. Заметим, что для доказательства теоремы 2 можно
обойтись также и без леммы 6 и еë следствий. В самом деле, оценки
для Ψj , H, zi, см. (32), (33), установлены. Следовательно, можно вы-
числить непосредственно аппроксимации (34) с произвольным i вместо
r с помощью (32), (33) и леммы 5 [8]. Всё же здесь требуется аккурат-
ность (мы оставляем подробности заинтересованному читателю).
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§3. Версия теоремы Бертини для локальных областей
целостности и еë алгоритмические приложения

Цель данного параграфа – усилить теорему 2 при помощи теоремы
Бертини для локальных областей целостности. Сначала мы планиро-
вали использовать подход из [14]. Однако позже обнаружили, что бо-
лее простой и конструктивный результат из [13] является достаточным
и более подходящим для нашей цели, см лемму 8 ниже.

В этом параграфе поле k и многочлен ϕ ∈ k[Y ] – такие же, как и вы-
ше. Следовательно, k = Q(T1, . . . , Tl)[η], ϕ ∈ Z[T1, . . . , Tl, Y ] неприво-
дим, ϕ(η) = 0, старший коэффициент lcY ϕ = 1, степень degT1,...,Tl

ϕ 6
d1 и длина записи целых коэффициентов l(ϕ) 6 M1. Мы собираемся
доказать следующий результат.

Теорема 3. Пусть f ∈ k[X1, . . . , Xn, Z] – неприводимый многочлен (в
этом кольце) со старшим коэффициентом lcZf = 1. Предположим,
что справедливы оценки (21) (сейчас с l1 = 0, d3 = 0) на степени и
длину записи целых коэффициентов многочлена f . Пусть дискрими-
нант δ и целое число r – такие же, как и выше. Тогда можно разло-
жить многочлен f на неприводимые множители в кольце k[[X1, . . . ,
Xn]][Z] (соответственно k[[X1, . . . , Xn]][Z]). Более точно, справедли-
вы следующие утверждения.

(i) Строится разложение f =
∏
i∈I fi, где все fi являются непри-

водимыми элементами из кольца k[[X1, . . . , Xn]][Z] и старшие
коэффициенты lcZfi = 1. Именно, для всякого i ∈ I стро-
ятся полиномы g = f i = fi mod mr+1 ∈ k[X1, . . . , Xn, Z] и
h = (f/fi) mod mr+1 ∈ k[X1, . . . , Xn, Z]. После этого, приме-
няя лемму 6 и следствие 7 (с l1 = 0) к g, h, можно построить
представление

fi =
∑

i1,...,in>0,
06v<degY ϕ,
06j6degZ fi

fi,v,i1,...,in,j/(γ0γ
i1+...+in
1 )ηvXi1

1 · . . . ·Xin
n Z

j ,

где все γ0, γ1, fi,v,i1,...,in,j ∈ Z[T1, . . . , Tl] (элементы γ0, γ1 –
ненулевые и зависят от i).

(ii) Для всякого i ∈ I строится неприводимый многочлен ϕi ∈
k[Y ] степени degY ϕi 6 d. Фактически каждый полином ϕi ∈
Z[T1, . . . , Tl][η][Y ], и старший коэффициент lcY ϕi = 1. Обозна-
чим через {θw}w∈Ji семейство всех корней из алгебраического
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замыкания k многочлена ϕi (эти корни соряжены над полем
k). В дальнейшем мы предполагаем, что для всех i1, i2 ∈ I,
если i1 6= i2, то Ji1 ∩ Ji2 = ∅.

(iii) Для всякого i ∈ I строится разложение fi =
∏
w∈Ji fw, где все

fw являются неприводимыми элементами из кольца
k[[X1, . . . , Xn]][Z] и все старшие коэффициенты lcZfw = 1.
Далее, для всякого w ∈ Ji строятся полиномы g = fw =
fw mod mr+1 ∈ k[ηw][X1, . . . , Xn, Z] и h = (f/fw) mod mr+1 ∈
k[ηw][X1, . . . , Xn, Z]. Эти полиномы fw сопряжены над полем
k и аналогично многочлены fw ∈ k[θw] ∈ k[ηw][[X1, . . . , Xn]][Z]
сопряжены над полем k (здесь группа Галуа Gal(k/k) действу-
ет на формальных степенных рядах покоэффициентно). По-
сле этого, применяя лемму 6 и следствие 7 к g, h, можно
построить представление

fw =
∑

i1,...,in>0,
06v<degY ϕ,
06u<degY ϕi,
06j6degZ fw

fw,v,u,i1,...,in,j/(λ0λ
i1+...+in
1 )ηvηuwX

i1
1 · . . . ·Xin

n Z
j ,

где все λ0, λ1, fw,v,u,i1,...,in,j ∈ Z[T1, . . . , Tl] (элементы λ0, λ1 –
ненулевые и зависят от w).

(iv) Степени degT1,...,Tl
относительно T1, . . . , Tl всех элементов

γ0, γ1, λ0, λ1, fi mod mr+1, (f/fi) mod mr+1, ϕi, fw mod mr+1,
(f/fw) mod mr+1, w ∈ Ji, i ∈ I, ограничены сверху P(d1, d2, d).
Длины записей целых коэффициентов этих элементов огра-
ничены сверху (M1 +M2 + l + n)P(d1, d2, d).

Положим ι = i1 + . . . + in. Для всех w, v, u, i1, . . . , in, j для
всех ι > 0 степени degT1,...,Tl

относительно T1, . . . , Tl всех эле-
ментов fi,v,i1,...,in,j, fw,v,u,i1,...,in,j таких, что i1 + . . .+ in = ι,
ограничены сверху (ι+ 1)P(d1, d2, d). Длины записей целых ко-
эффициентов этих элементов ограничены сверху (M1 +M2 +
l + n)P(ι, d1, d2, d).

(v) Время работы алгоритмов для построения всех элементов
γ0, γ1, λ0, λ1, fi mod mr+1, (f/fi) mod mr+1, ϕi, fw mod mr+1,
(f/fw) mod mr+1, w ∈ Ji, i ∈ I, полиномиально от M1, M2,
(d1d2d)l+1, dn.
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Для всякого целого числа ι > 0 время работы алгоритмов
для построения всех элементов fi,v,i1,...,in,j , fw,v,u,i1,...,in,j та-
ких, что i1+. . .+in = ι, полиномиально отM1,M2, (d1d2d)l+1,
dn, ιl+n.

Для доказательства этой теоремы нам необходим следующий ре-
зультат.

Лемма 8. Пусть K – произвольное бесконечное поле, и n > 3 – целое
число. Пусть g ∈ K[[X1, . . . , Xn]][Z] многочлен неприводимый в этом
кольце со старшим коэффициентом lcZ(g) = 1. Пусть u1, u2 являют-
ся трансцендентными элементами над полем K. Положим линей-
ную форму Un = Xn−u1X1−u2X2 ∈ K(u1, u2)[X1, . . . , Xn]. Мы отож-
дествляем K(u1, u2)[[X1, . . . , Xn]]/(Un) = K(u1, u2)[[X1, . . . , Xn−1]]
естественным образом.

Тогда многочлен g mod Un ∈ K(u1, u2)[[X1, . . . , Xn−1]][Z] является
неприводимым в последнем кольце.

Доказательство. Расширим основное поле K до K(u1, u2). Заметим,
что g является неприводимым в кольце K(u2)[[X1, . . . , Xn]][Z] (здесь
мы оставляем подробности читателю). Положим Un,c = Xn − u1X1 −
cX2, где c ∈ K(u2) (так что линейная форма Un,c зависит от c).

Обозначим для краткости A′ = K(u2)[[X1, . . . , Xn]]. Положим m′ =
(X1, . . . , Xn) равным максимальному идеалу кольца A′. Кольцо
A′[Z]/(g) – целостное, поскольку кольцо A′[Z] факториально и эле-
мент g неприводим в этом кольце.

Покажем, что A′[Z]/(g) является локальным кольцом. Действитель-
но, как хорошо известно, для всякого максимального идеала M′ ⊂
A′[Z]/(g) пересечение M′ ∩A′ является максимальным идеалом коль-
ца A′ и, поэтому M′ ∩ A′ = m′. Далее, максимальные идеалы кольца
A′[Z]/(g), лежащие над m′, находятся во взаимно однозначном соот-
ветствии с попарно различными неприводимыми множителями поли-
нома g(0, . . . , 0, Z) ∈ K(u2)[Z]. Если существуют по крайней мере два
таких множителя, то мы можем применить подъём по лемме Гензе-
ля к многочлену g и установить, что g не является неприводимым в
кольце A′[Z]. Это противоречие. Следовательно, существует только
один максимальный идеал M ⊂ A′[Z]/(g), и M ∩ A′ = m′. Поэтому
A′[Z]/(g) является локальным кольцом. Более того, идеал M совпада-
ет с нильрадикалом идеала m′A′[Z]/(g) (здесь мы оставляем подробно-
сти читателю). Таким образом, A′[Z]/(g) является целостным полным
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локальным кольцом относительно M-адической или, что то же самое,
m′A′[Z]/(g)-адической топологии.

Далее мы используем теорему Бертини для локальных областей це-
лостности, см. [13] и также nеорему (41.7) [15] (в цитированных теоре-
мах основное поле K не расширяется, но для наших целей мы расши-
ряем его доK(u2)). Согласно любой из этих теорем для всех элементов
c ∈ K(u2), за ислючением конечного их числа, K(u1, u2)[[X1, . . . , Xn]]
[Z]/(g, Un,c) является является целостным полным локальным коль-
цом. Следовательно, многочлен g mod Un,c ∈ K(u1, u2)[[X1, . . . , Xn−1]]
[Z] неприводим в последнем кольце (обозначим его через Λ). В част-
ности, поскольку K бесконечно, существует c′ ∈ K такое, что g mod
(Xn − u1X1 − (u2 − c′)X2) неприводим в кольце Λ. Положим u′2 =
u2− c′. Теперь K(u1, u2) = K(u1, u

′
2), и многочлен g mod (Xn−u1X1−

u′2X2) ∈ K(u1, u
′
2)[[X1, . . . , Xn−1]][Z] неприводим в этом кольце. Оче-

видно достаточно доказать лемму для пары трансцендентных элемен-
тов (u1, u

′
2) вместо (u1, u2), и это сделано. Лемма доказана. �

Доказательство Теоремы 3. Применяя алгоритм из [3], мы мо-
жем разложить на неприводимые множители многочлен f в кольце
k[X1, . . . , Xn, Z]. Каждый абсолютно неприводимый множитель f ′ по-
линома f имеет коэффициенты в конечном расширении k′ поля k. Это
расширение k′ ⊃ k строится алгоритмом из [3]. Поэтому достаточно
доказать теорему 1 для каждого абсолютно неприводимого множите-
ля f ′ с основным полем k′ вместо k (здесь мы оставляем подробности
читателю). Так что, используя алгоритм из [3] и заменяя k на k′ и f на
f ′ (последовательно для всех f ′ и k′), мы будем предполагать без огра-
ничения общности, что многочлен f неприводим над алгебраическим
замыканием k.

Пусть u1, . . . , u2n−4 – трансцендентные элементы над полем k. Поло-
жим l1 = 2n−4. Расширим основное поле k до поляK0 = k(u1, . . . , ul1).
Положим Ui = Xi−u2i−5X1−u2i−4X2, 3 6 i 6 n. Следовательно, мож-
но отождествить K0[X1, X2] = K0[X1, . . . , Xn]/(U3, . . . , Un).

Теперь согласно оригинальной (не для локальных колец) первой
теореме Бертини многочлен f mod (U3, . . . , Un) ∈ K0[X1, X2, Z] явля-
ется неприводимым в кольце K0[X1, X2, Z], см. например [9].

Применяя лемму 8 сейчас (n−2) раз, мы устанавливаем, что непри-
водимые множители из кольца k[[X1, . . . , Xn]][Z] (соответственно
k[[X1, . . . , Xn]][Z]) многочлена f находятся во взаимно однозначном



АЛГОРИТМ ДЛЯ ФАКТОРИЗАЦИИ МНОГОЧЛЕНОВ 287

соответствии с неприводимыми множителями из кольца K0[X1, X2]
(соответственно K ′0[X1, X2]) многочлена f mod (U3, . . . , Un). Пусть g =
g(X1,. . . ,Xn,Z) – неприводимый множитель из кольца k[[X1,. . . ,Xn]][Z]
(соответственно k[[X1, . . . , Xn]][Z]) многочлена f . Тогда это взаимно
однозначное соответствие осуществляется по правилу

g 7→ g mod (U2, . . . , Un) = (35)
g(X1, X2, u1X1 + u2X2, u3X1 + u4X2, . . . , u2n−5X1 + u2n−4X2, Z).

Следовательно, каждый неприводимый множитель g′ многочлена
f mod (U3, . . . , Un) из кольца K0[X1, X2] (соответственно K ′0[X1, X2])
со старшим коэффициентом lcZg

′ = 1 представляется в виде

g′ =
∑

i1,i2>0

g′i1,i2X
i1
1 X

i2
2 , (36)

где все g′i1,i2 являются полиномами из k[u1, . . . , ul1 ] (соответственно
k[u1, . . . , ul1 ]) степеней degu1,...,ul1

g′i1,i2 6 i1 + i2.
Более того, пусть g 7→ g′ согласно (35) и g =

∑
ι>0

gι, где все ненулевые

gι являются однородными полиномами от X1, . . . , Xn степени ι. Тогда
для всякого ι > 0

gι =
∑

i1,i2>0,i1+i2=ι

(
g′i1,i1 |u2i−5=(Xi−u2i−4X2)/X1 для 36i6n

)
Xi1

1 X
i2
2 . (37)

Поэтому рациональная функция от u2, u4, . . . , u2n−4 и X1, . . . , Xn в
правой части (37) фактически является однородным многочленом от
X1, . . . , Xn степени ι (если она ненулевая).

Для краткости положим fU = f mod (U3, . . . , Un). Теперь мы мо-
жем применить теорему 2 для n = 2, l1 = 2n − 4, d3 = d и разложить
на множители многочлен fU в кольце K0[[X1, X2]][Z] (соответствен-
но K ′0[[X1, X2]][Z]). В нашем случае мы обозначаем через fU,i, fU,w,
fU,i,v,i1,i2,j и fU,w,v,i1,i2,j элементы fi, fw, fi,v,i1,...,in,j и fw,v,u,i1,...,in,j из
теоремы 3. Обозначения m, I, Ji, ϕi, γ0, γ1, λ0, λ1 остаются теми же са-
мыми (имеют тот же самый смысл в рассматриваемом случае). В (36)
все g′i1,i2 являются полиномами от u1, . . . , ul1 . Следовательно, сейчас
согласно (36) можно построить элементы γ0, γ1, λ0, λ1 такие, что они
фактически принадлежат Z[T1, . . . , Tl] (ср. определение γ1 с помощью
γ в §3; здесь мы оставляем подробности читателю). Поскольку n = 2,
l1 = 2n − 4, d3 = d, мы имеем некоторые упрощения оценок степеней,
длин записи целых коэффициентов и времени работы из теоремы 2.
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Кроме того, согласно (36) уже имеются хорошие оценки на степени
degu1,...,ul1

. Таким образом, в нашем случае мы переписываем пункты
(iv) и (v) из теоремы 2 следующим образом.

(iv) Степени degT1,...,Tl
относительно T1, . . . , Tl всех элементов γ0,

γ1, λ0, λ1, fU,i mod mr+1, (fU/fU,i)mod mr+1, ϕi, fU,w mod mr+1,
(fU/fU,w) mod mr+1, w∈Ji, i∈I, ограничены сверху P(d1, d2, d).
Длины записей целых коэффициентов этих элементов ограни-
чены сверху (M1 +M2 + l + n)P(d1, d2, d).

Положим ι = i1 + i2. Для всех w, v, u, i1, i2, j для всех ι >
0 степени degT1,...,Tl

относительно T1, . . . , Tl всех элементов
fU,i,v,i1,i2,j и fU,w,v,i1,i2,j таких, что i1+i2 = ι ограничены сверху
(ι + 1)P(d1, d2, d). Длины записей целых коэффициентов этих
элементов ограничены сверху (M1 +M2 + l + n)P(ι, d1, d2, d).

(v) Время работы алгоритмов для построения всех элементов γ0,
γ1, λ0, λ1, fU,i mod mr+1,(fU/fU,i)mod mr+1, ϕi, fU,w mod mr+1,
(fU/fU,w) mod mr+1, w ∈ Ji, i ∈ I, полиномиально от M1, M2,
(d1d2d)l+1, dn.

Для всякого ι > 0 время работы алгоритмов для построения
всех элементов fU,i,v,i1,i2,j и fU,w,v,i1,i2,j таких, что i1 + i2 = ι
полиномиально от M1, M2, (d1d2d)l+1, dn, ιl+n.

Наконец, мы осуществляем подстановки (37) для полученных непри-
водимых множителей fU,i и fU,w (вместо g′) и немедленно доказываем
утверждения (i)–(v) теоремы 3. Теорема доказана. �

Следствие 8. Пусть g ∈ k[X1, . . . , Xn] – многочлен, удовлетворя-
ющий тем же самым оценкам на степени degT1,...,Tl

, degX1,...,Xn
и

длины записи целых коэффициентов, что и многочлен f из теоре-
мы 3. Тогда можно разложить на неприводимые множители поли-
ном g в кольце формальных степенных рядов k[[X1, . . . , Xn]] (соот-
ветственно k[[X1, . . . , Xn]]). Оценки на степени всех объектов на вы-
ходе и время работы алгоритма факторизации аналогичны оценкам
из пунктов (iv) и (v) теоремы 3 (фактически всё сводится немедлен-
но к теореме 3).

Доказательство. Оно аналогично доказательству следствия 2 и
следствия 1 из [8], теперь мы используем теорему 3 вместо теоре-
мы 1 [8]. Следствие доказано. �
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multivariable formal power series in zero–characteristic. II.

We suggest algorithms for factoring polynomials in the rings of multiva-
riables formal power series over the ground field of zero–characteristic and
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over an algebraic closure of this ground field. Also we construct algorithms
for factoring monic polynomials in one variable over these formal power
series rings. We give explicit estimates for the complexity of suggested
algorithms. These results are important for local investigation of algebraic
varieties from the algorithmic point of view.
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