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§1. Введение

Распределением на гладком многообразии N называется семейство
подпространств A(x) ⊂ TxN , гладко параметризованное точками мно-
гообразия. В каждой точке x ∈ N на A(x) определена квадратичная
форма 〈u, u〉x, u ∈ A(x), т.е. метрический тензор gij(x) = 〈ei, ej〉x,
где {ei} – базис распределения. Метрический тензор распределения
гладко зависит от точки. Абсолютно непрерывный путь x(t) называ-
ется допустимым, если x′(t) ∈ A(x(t)) при почти всех t. В субримано-
вой геометрии метрический тензор gij(x) распределения положительно
определен. По теореме Рашевского–Чжоу, если распределение вполне
неголономно и риманово многообразие связно, то любые две точки
многообразия можно соединить допустимой геодезической.

Оценку множества достижимости в субримановой геометрии дает
теорема о параллелепипеде [1–3]. Для вполне неголономного распре-
деления на римановом многообразии существуют такие координаты
xi, что множество достижимости оценивается сверху и снизу множе-
ством |xi| 6 εϕ(i), где целочисленная функция ϕ определяется флагом
распределения, т.е. его последовательными коммутаторами. Эти коор-
динаты называются привилегированными [4].

Задачу о допустимых геодезических обычно рассматривают в кока-
сательном расслоении T ∗N , т.е. в импульсном представлении. Но бо-
лее естественно рассмотреть смешанное расслоение, т.е. использовать
все независимые компоненты вектора скорости и все импульсы, соот-
ветствующие аннулятору распределения. Эта задача решена в пред-
положении, что в касательном расслоении многообразия определена
горизонтальная проекция на распределение (структура расслоенного
пространства). Связность, которая возникает при решении вариаци-
онной задачи, оказывается римановой pr-симметричной связностью.

Ключевые слова: субриманова геометрия, допустимые геодезические, анор-
мальные геодезические, неголономные распределения.
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Мы рассматриваем свойства экспоненциального отображения
expλx u, где u ∈ A(x), x ∈ N – точка многообразия N , λ – вектор из
n −m начальных значений множителей Лагранжа. Оказывается, что
при λ = 0 дифференциал этого отображения d0 exp0

x = idA(x) (второе
касательное пространство канонически отождествлено с первым). Это
отображение по совокупности аргументов будет диффеоморфизмом в
некоторой окрестности точки (u, λ) ∈ (A(x)\{O})×Rn−m, достаточно
близкой к нулю, если, например, распределение является сильно ско-
бочно порождающим [5,6], u 6= 0 и метрический тензор распределения
положительно определен.

Мы также рассматриваем уравнения допустимых геодезических на
трехмерных группах Ли.

§2. Уравнения Эйлера–Лагранжа допустимых
геодезических

Рассмотрим m-мерное распределение на многообразии размерно-
сти n. Предположим, что распределение A задано семейством диф-
ференциальных форм {ωα}α=m+1,...,n: A(x) = {u ∈ TxN | ωα(u) =
0, α = m+1, . . ., n} для всех x ∈ U , U ⊂ N – некоторая область. Рас-
смотрим классическую задачу вариационного исчисления: найти абсо-
лютно непрерывную вектор-функцию, которая доставляет экстремум
функционалу

E(x(·)) =
1

2

T∫
t0

〈ẋ(t), ẋ(t)〉 dt (1)

на множестве абсолютно непрерывных путей γ : [t0, T ]→ N при огра-
ничениях ωα(ẋ) = 0, α = m+1, . . ., n, и при закрепленных концах:
x(t0) = x0, x(T ) = x1. Пусть в окрестности точки x0 задана система
координат (xk)k=1,...,n. Обозначим ∂k = ∂

∂xk
– координатные вектор-

ные поля. Предположим, что базис распределения имеет вид

ek = ∂k −
n∑

α=m+1

Aαk∂α, k = 1, . . .,m. (2)

Тогда

ωα =

m∑
s=1

Aαs dx
s + dxα, α = m+1, . . ., n. (3)
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Вектор скорости u = ẋ можно разложить по базисным векторным
полям распределения:

u(t) =

m∑
k=1

vk(t) ek(x(t)). (4)

Тогда 〈u, u〉x =
m∑

i,j=1

gij(x)vivj =
m∑

i,j=1

gij(x)uiuj , т.к. uk = vk, k =

1, . . .,m, в силу выбора базиса (2). Функция Лагранжа для рассматри-
ваемой задачи имеет вид

L(x, u, λ) =
a0
2
〈u, u〉x +

n∑
α=m+1

λαω
α(u). (5)

Ковариантная производная ∇ в субримановой геометрии определена
для горизонтальных векторных полейX,Y и∇XY также горизонталь-
ное векторное поле. Условие римановости определяется как обычно, а
в условие симметричности связности необходимо ввести проекцию на

распределение: ∇XY −∇YX = pr([X,Y ]), где pr =
m∑
k=1

ek ⊗ dxk [7–10].

Тогда для любых горизонтальных векторных полей X,Y, Z

2〈∇XY, Z〉 = (X〈Y,Z〉 − 〈Y,pr[X,Z]〉) + (Y 〈Z,X〉 − 〈X,pr[Y,Z]〉)
− (Z〈X,Y 〉 − 〈Z,pr[X,Y ]〉). (6)

Ковариантная производная вектора скорости кривой вдоль пути(
Du
dt

)l
= u̇l +

m∑
i,j=1

Γliju
iuj , причем связность на распределении

зависит не только от метрического тензора, но и от распределения:

Γlpr =
1

2

m∑
q=1

glq
n∑
i=1

(
eir
∂gpq
∂xi

+ eip
∂grq
∂xi

− eiq
∂gpr
∂xi

)
, l, p, r = 1, . . .,m. (7)

Так как ωα(ek) = 0, то

dωα(u, ek) =

m∑
j=1

dωα(ej , ek)vj = −
m∑
j=1

ωα([ej , ek])vj .

Этот коммутатор можно выразить через структурные постоянные рас-

пределения A: [ej , ek] =
n∑
s=1

csjk∂s. В базисе (2) все csjk = 0 для s, j, k =

1, . . .,m, и ωα(∂β) = δαβ , α, β = m+1, . . ., n. Поэтому ωα([ej , ek]) = cαjk.
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Введем обозначение Fαls =
m∑
k=1

glkcαks, где (glk)l,k=1,...,m – матрица, об-

ратная к матрице метрического тензора распределения. Тогда
a0

(
Du

dt

)l
+

n∑
α=m+1

λα

m∑
s=1

Fαls us=0, l = 1, . . .,m,

λ̇β−
n∑

α=m+1

λα

m∑
s=1

∂Aαs
∂xβ

us − a0
2

m∑
i,j=1

∂gij

∂xβ
uiuj=0, β = m+1, . . ., n.

(8)

Теорема 1. Решение вариационной задачи (1) почти везде удовле-
творяет системе уравнений (8). Если a0 6= 0, то это система диф-
ференциальных уравнений. Если a0 = 0, то это уравнение на нулевое
собственное значение.

В частности, решениями неголономной вариационной задачи мо-
гут быть анормальные геодезические, т.е. кривые, которые доставля-
ют экстремум функционалу длины, но не удовлетворяют регулярным
уравнениям Эйлера–Лагранжа [11–16].

При движении вдоль регулярной геодезической норма вектора ско-
рости сохраняется. Действительно,

d

dt
〈u, u〉 = 2

〈
Du

dt
, u

〉
= −2

n∑
α=m+1

λαF
α(u, u) = 0,

где F̂α – это отображение, определяемое матрицей (Fαls )s,l=1,...,m.
В силу ωα(∂β) = δαβ , α, β = m+1, . . ., n, и ωα(u) = 0, dωα(u, ∂β) =

−ωα([u, ∂β ]) = −
m∑
k=1

cαkβv
k. Поэтому второе слагаемое в уравнении для

множителей Лагранжа равно
n∑

α=m+1
λα

m∑
k=1

cαkβv
k. Если для распреде-

ления выполняется условие цикличности по xα, т.е. метрический тен-
зор распределения gij и потенциалы Aαk не зависят от координат xα,

α = m+1, . . ., n, то cαkβ = 0, k = 1, . . ., n, и ∂gij
∂xα

= 0. Тогда λ̇α = 0,
т.е. λα = const. В физике это соответствует закону сохранения элек-
трического заряда (или зарядов, для более общих расслоенных про-
странств) [17,18].

В субримановой геометрии начальные данные задачи Коши состоят
не только из начальной скорости, т.е. допустимого вектора u ∈ A(x0),
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но и ковектора ωx0 , поскольку необходимо задать начальные значе-
ния для множителей Лагранжа. Дифференциальные формы {ωα|α =
m+1, . . ., n} задают кораспределение A⊥ в T ∗N , дуальное к распре-
делению A («аннулятор распределения»). Расслоение kenA = A⊕A⊥
надN называется смешанным расслоением («кентавром»), порожден-
ным распределением A. Идея рассмотрения смешанного касательного
пучка была высказана в работе [1, стр. 20]. Смешанное расслоение
есть фазовое пространство для неголономных динамических систем.
Уравнения Эйлера—Лагранжа для неголономной задачи определяют
векторное поле в смешанном расслоении. Возникает задача о нахож-
дении неголономного геодезического потока в A⊕A⊥, предложенная
А.М. Вершиком.

§3. Дифференциал экспоненциального отображения

Если путь x( · ) удовлетворяет системе уравнений (4), (8) при a0 = 1,
то этот путь называется регулярной допустимой геодезической. Далее
мы рассматриваем только регулярные допустимые геодезические.

Лемма 1. Пусть x ◦ ϕ – репараметризация геодезической, причем
ϕ(t) = ct, c = const. Тогда (x ◦ ϕ, cλ ◦ ϕ) является решением систе-
мы (4), (8).

Пусть γλu – геодезическая с начальными значениями λ и начальным
вектором скорости u ∈ A(x), выходящая из точки x ∈ N . В силу лем-
мы 1, γtλtu(1) = γλu(t). Для некоторой точки x ∈ N и любого вектора
(u, λ) ∈ A(x) × Rn−m обозначим expλx u = γλu(1), если геодезическая
γλu продолжима до значения параметра t = 1. Отображение expx, дей-
ствующее по правилу expλx u = γλu(1), называется экспоненциальным
отображением. В связи с этим возникает вопрос, чему равен диффе-
ренциал отображения (u, λ) 7→ γλu(1). Рассмотрим сначала часть этого
дифференциала для случая фиксированных значений λ.

Теорема 2. Для любой точки x ∈ N существует такая окрестность
Λ нуля в пространстве Rn−m, что для любого λ ∈ Λ существует та-
кая окрестность V нуля в пространстве A(x), что экспоненциальное
отображение expλx определено для всех u ∈ V и является диффеомор-
физмом окрестности V на ее образ expλx V в N .

Отображение (u, λ) 7→ expλx0
(u) по совокупности аргументов не яв-

ляется диффеоморфизмом ни для какой окрестности нуля в A(x0) ×
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Rn−m, так как γλ0 (1) = x0 при всех λ. Но, если взять проколотую в
точке u = 0 окрестность нуля V̇ ⊂ A(x0) и некоторую окрестность
нуля Λ ⊂ Rn−m, и если распределение вполне неголономно, то это
отображение на V̇ × Λ, как правило, будет диффеоморфизмом.

Предположим, что для распределения и для метрического тензо-
ра распределения выполняется условие цикличности по (xα)α=m+1,...,n.
Тогда уравнения (регулярных) допустимых геодезических имеют вид

ẋl = ul =
m∑
s=1

vsels, l = 1, . . ., n,

v̇l = −
m∑

i,j=1

Γlijv
ivj −

m∑
s=1

n∑
α=m+1

λαF
αl
s vs, l = 1, . . .,m,

λ̇β = 0, β = m+1, . . ., n.

(9)

В статье [6] было показано, что матрица дифференциала экспоненци-
ального отображения геодезических expλx u в точке (vt, λt) имеет вид(
dxl

dvi
dxα

dvi
dxl

dλβ
dxα

dλβ

)

=

 δli
1
2

m∑
k=1

(
∂eαk
∂xi

+
∂eαi
∂xk

)
vkt

− 1
2

m∑
s=1

F βls v
st − 1

6

m∑
j,k=1

(
∂eαj
∂xk

+ 2
∂eαk
∂xj

)
vj

m∑
s=1

F βks vst2

 (10)

Если эту матрицу привести к верхнетреугольной форме, получим

Теорема 3. Пусть для распределения выполняется условие циклич-
ности по (xα)α=m+1,...,n. Пусть матрица (〈F̂αv, F̂ βv〉)α,β=m+1,...,n

невырождена для некоторого вектора v ∈ A(x0), x0 ∈ N и λ ∈ Rn−m,
причем |v|2+|λ|2 = 1. Тогда при достаточно малых t 6= 0 отображе-
ние expx0

по совокупности аргументов является диффеоморфизмом
для некоторой окрестности точки (vt, λt).

Здесь F̂α – тензор Fα = (Fαij)i,j=1,...,m с поднятым вторым индексом
(подъем индекса осуществляется с помощью матрицы обратного мет-
рического тензора распределения). Из этой теоремы следует теорема
Стрихартца [5, с. 241] для сильно скобочно порождающих распреде-
лений. Для двумерного распределения на трехмерном многообразии
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формула (10) принимает вид


1 0 − 1

2

2∑
k=1

(
∂Ak
∂x1

+ ∂A1

∂xk

)
vkt

0 1 − 1
2

2∑
k=1

(
∂Ak
∂x2

+ ∂A2

∂xk

)
vkt

− 1
2

2∑
s=1

F 1
s v

st − 1
2

2∑
s=1

F 2
s v

st 1
6

2∑
j,k=1

(
∂Aj
∂xk

+ 2∂Ak
∂xj

)
vj

2∑
s=1

F ks v
st2


(11)

Отметим также, что точки Якоби являются критическими точками
экспоненциального отображения геодезических [19,20]

§4. Уравнения допустимых геодезических на группах
Ли

Каждому элементу g группы Ли G сопоставляют отображение ле-
вого сдвига Lg : G → G, действующее по правилу Lgh = gh. Вектор-
ное поле X на группе Ли G называют левоинвариантным, если для
всех g, h ∈ G (dhLg)X(h) = X(gh). Риманова (или псевдоримано-
ва) метрика 〈·, ·〉 на группе Ли G называется левоинвариантной, если
для всех g, h ∈ G и всех ξ, η ∈ ThG 〈(dhLg)ξ, (dhLg)η〉gh = 〈ξ, η〉h.
Касательное пространство в единице группы Ли является алгеброй
Ли этой группы. Пусть ( · , · ) – некоторое скалярное произведение в
алгебре Ли. Тогда левоинвариантную метрику можно получить как
〈(dLg)ξ, (dLg)η〉g = (ξ, η) [21].

Рассмотрим левоинвариантные распределения на группе Ли с лево-
инвариантным метрическим тензором [1,22–24]. Тогда любая допусти-
мая геодезическая левоинвариантна, вектор γ(t)−1γ̇(t) принадлежит
алгебре Ли. Будем считать, что метрический тензор распределения
приведен к “постоянному” виду и hij = (ei, ej) – скалярное произведе-
ние в алгебре Ли. Тогда по формуле Кошуля (7) получаем, что

〈Dγ̇
dt
, ξk

〉
=

m∑
s=1

hksv̇
s +

1

2

m∑
i,j=1

(cj|ki + ci|kj)v
ivj , k = 1, . . .,m, (12)
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где cj|ki =
m∑
s=1

hjsc
s
ki. Уравнение для управляющего вектора (8) прини-

мает вид

a0

( m∑
s=1

hksv̇
s +

1

2

m∑
i,j=1

(cj|ki + ci|kj)v
ivj
)

+

n∑
α=m+1

λα

m∑
q=1

cαkqv
q = 0,

k = 1, . . .,m. (13)

Уравнение для множителей Лагранжа

a0

m∑
i,j=1

cj|βi v
ivj + λ̇β +

n∑
α=m+1

λα

m∑
q=1

cαβqv
q = 0, β = m+1, . . ., n, (14)

где cj|βi =
m∑
s=1

hjsc
s
βi.

Рассмотрим уравнения допустимых геодезических на трехмерных
группах Ли. На трехмерных группах Ли только двумерные распреде-
ления нетривиальны [1, 22]. Структурные константы на группах Ли
удовлетворяют тождеству Якоби:

3∑
r=1

(
crijc

l
rk + crjkc

l
ri + crkic

l
rj

)
= 0, i, j, k, l = 1, . . ., 3. (15)

Будем считать, что распределение A порождается векторными полями
e1, e2. На трехмерных группах Ли, кроме разрешимых групп, можно
считать, что [e1, e2] = e3. Тогда c112 = c212 = 0, c312 = 1, и тождество
Якоби превращается в систему уравнений c113 = −c223

c123c
3
13 − c113c323 = 0

c223c
3
13 − c213c323 = 0.

(16)

Это следует из уравнений (15) при i = 1, j = 2, k = 3. Если c123c213 −
c113c

2
23 6= 0, то c313 = 0 и c323 = 0. Для группы верхнетреугольных мат-

риц соотношение c123c213 − c113c223 6= 0 не выполняется, но в базисе (18)
равенства c313 = 0 и c323 = 0 сохраняются1. На трехмерных группах
Ли нет анормальных геодезических, т.к. в силу (13), если a0 = 0, то
λ = 0. Следовательно, a0 = 1. Уравнения допустимых геодезических

1Авторами [1,22] не было получено уравнение c313 = 0 при c123c
2
13 − c113c

2
23 6= 0.
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на трехмерных группах Ли, кроме групп с разрешимой алгеброй Ли,
имеют вид

v̇1 = −λv2
v̇2 = λv1

λ̇+ c1|31(v1)2 + (c1|32 + c2|31)v1v2 + c2|32(v2)2 = 0,
(17)

где v̇k =
2∑
s=1

hksv̇
s и cj|3i =

2∑
s=1

hjsc
s
3i. Метрический тензор hij приведем

к наиболее простому виду с помощью автоморфизмов алгебры Ли.
Пусть e′1 = A11e1 +A12e2, e′2 = A21e1 +A22e2. Тогда [e′1, e

′
2] = (A11A22−

A12A21)[e1, e2]. Так как [e1, e2] = e3 и вектор e3 не меняется, detA = 1.
Другие свойства этих автоморфизмов будут определены ниже.

Перечислим коммутационные соотношения и соответствующие
уравнения движения для трехмерных групп Ли. Классификация
трехмерных вещественных алгебр Ли с точностью до изоморфизма
хорошо известна [25, с. 211]. Трехмерный тор мы рассматривать не
будем, т.к. на этой группе нет неголономных двумерных левоинвари-
антных распределений.

1). На группе верхнетреугольных матриц

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = 0, [e2, e3] = 0. (18)

Так как [e′1, e3] = [A11e1 +A12e2, e3] = 0 и [e′2, e3] = [A21e1 +A22e2, e3] =
0, матрица A — произвольная с detA = 1. Метрический тензор мож-
но привести к собственным числам χ1, χ2 при помощи вращения. Бу-
дем рассматривать задачу с точностью до изометрии. Тогда, умножая
метрический тензор на число, если метрический тензор положительно
определен, то можно считать, что χ1 = 1/χ2. Этот метрический тен-
зор приводится к единичному автоморфизмами. Следовательно, урав-
нения геодезических имеют вид

v̇1 = −λv2, v̇2 = λv1, λ̇ = 0. (19)

На этой группе все двумерные неголономные левоинвариантные рас-
пределения лежат на одной орбите относительно действия группы ав-
томорфизмов алгебры Ли ( [1, с. 28], [22]).

2). Группы с разрешимой алгеброй Ли:

[e1, e2] = b11e1 + b12e3, [e2, e3] = b21e1 + b22e3, [e3, e1] = 0, (20)
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где матрица b — одна из пяти возможных: а)
(
−1 0
0 1

)
, б)

(
−1 −1
0 1

)
,

в)
(
−a −1
−1 a

)
, г)

(
−a 1
−1 a

)
, где a 6= 1, д)

(
−1 1
−1 1

)
. Из (13), (14) сле-

дует, что уравнения геодезических имеют вид

v̇1 +

2∑
i,j=1

ci|1jv
ivj = −λv2, v̇2 +

2∑
i,j=1

ci|2jv
ivj = λv1,

λ̇+

2∑
i,j=1

ci|3jv
ivj − λb22v2 = 0, (21)

где v̇k =
2∑
s=1

hksv̇
s. Например, если hij = δij (единичная матрица), то

v̇1 + b11v
1v2 = −λv2, v̇2 − b11(v1)2 = λv1, λ̇− b21v1v2 − λb22v2 = 0.

(22)
На этой группе все двумерные неголономные левоинвариантные

распределения лежат на одной орбите относительно действия группы
автоморфизмов алгебры Ли ( [1, с. 28], [22]) (в случае (а) неголономных
распределений нет).

3). На группе SO(3) ортогональных матриц реализуется ал-
гебра Ли кососимметрических матриц 3× 3:

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2. (23)

Так как [e′1, e3] = [A11e1 + A12e2, e3] = −A11e2 + A12e1 = −(A21e1 +
A22e2) и [e′2, e3] = [A21e1 +A22e2, e3] = −A21e2 +A22e1 = A11e1 +A12e2,
получаем, что единственно возможный вариант для матрицы A — это
матрица вращения. Метрический тензор вращениями приводится к
собственным числам, а т.к. мы рассматриваем задачу с точностью до

изометрии, можно считать, что h =

(
1 0
0 χ

)
. Уравнения геодезических

имеют вид

v̇1 = −λv2, χv̇2 = λv1, λ̇ = 0. (24)

На этой группе все двумерные неголономные левоинвариантные
распределения лежат на одной орбите относительно действия группы
автоморфизмов алгебры Ли ( [1, с. 29], [22]).
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4). На группе матриц SL(2) с определителем 1 реализуется
алгебра Ли матриц 2× 2 с нулевым следом:

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = 2e2, [e3, e1] = 2e1. (25)

Так как [e′1, e3] = [A11e1 +A12e2, e3] = −2A11e1 + 2A12e2 = −2(A11e1 +
A12e2) и [e′2, e3] = [A21e1 + A22e2, e3] = −2A21e1 + 2A22e2 = 2(A21e1 +

A22e2), получаем, что матрица A =

(
a 0
0 1/a

)
. Такими преобразова-

ниями привести метрический тензор к диагональному виду нельзя.
Уравнения геодезических имеют вид

v̇1 = −λv2, v̇2 = λv1, λ̇+c1|31(v1)2+(c1|32+c2|31)v1v2+c2|32(v2)2 = 0,
(26)

где v̇k =
2∑
s=1

hksv̇
s и cj|3i =

2∑
s=1

hjsc
s
3i. На этой группе все двумерные

неголономные левоинвариантные распределения распадаются в объ-
единение двух орбит. Представителями орбит неголономных распре-
делений на SL(2) являются распределения Lin{ξ1, ξ2} и Lin{ξ3, ξ1 +ξ2}
( [1, с. 29], [22]).

На группе матриц SL(2) с определителем 1 можно также выбрать
базис, в котором коммутационные соотношения имеют вид [e1, e2] =
e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = −e2. Тогда матрица A — гиперболическое
вращение, т.е. метрический тензор также (как и выше), вообще говоря,
не диагонален.
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