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§1. Введние

Речь пойдет о замечательной работе Эльмара Тома, немецкого мате-
матика (1926-2002), русский перевод которой, выполненный В. Ивано-
вым и Е. Нечаевым, публикуется в этом же выпуске “Записок Науч-
ных Семинаров ПОМИ”. Написанная более 60 лет назад, эта работа
по-прежнему заслуживает внимания современных математиков из-за
фундаментальности самого результата и, главное, многосторонности
его истолкования. Здесь мы опишем проблему описания характеров
бесконечной симметрической группы. которая впервые была решена
Тома, а также о других подходах к ее доказательству и её обобщени-
ях.

Впервые я услышал об этом результате Тома от И. М. Гельфанда в
начале 70-х гг. Я рассказывал И.М. о своих результатах об асимптоти-
ческих свойствах подстановок и о планах изучения представлений сим-
метрической группы, Мнение И.М. состояло в том, что теория пред-
ставлений конечных симметрических групп вполне закончена, а беско-
нечную симметрическую группу надо изучать и что известная, работа
Э. Тома пока совершенно не понята. Я был не согласен с первым утвер-
ждением, поскольку у меня были претензии к утвердившемуся вполне
классическому способу изложения теории представлений симметрче-
ских групп, а ко второму совету я отнёсся с большим вниманием, по-
скольку я планировал заняться асимптотикой свойств не только самих
симметрическх групп, но и их представлений. Что касается изложения
теории представлений конечных симметрических групп, то много поз-
же, в 90-х гг. после публикации нашей работы с А. Окуньковым [3], в
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которой реализовывалась идея индуктивного подхода к симметриче-
ским группам (кстати, очень близкая к подходу Гельфанда–Цетлина
к теории ортогональных и унитарных групп), – И.М. согласился с мо-
им прежним “недовольством” старой теории и сказал: “теперь все по-
нятно”. Индуктивный (динамический) подход к представлениям сим-
метрических групп не рассматривался ранее для конечных групп, и
в дальнейшем сыграл существенную роль в новой теории представле-
ний бесконечной симметрической группы– f “Асимптотической теории
представлений”, отличающейся от подхода Э. Тома. В начале 70-х гг.
я занимался асимптотикой функционалов на симметрических (с моим
студентом А. Шмидтом – [1]), а в 1974 году я привлек своего аспи-
ранта С. В. Керова, только что закончишего аспирантуру, к занятиям
асимптотической теорией представлений симметрических групп, и мы
начали нашу работу с разбора статьи Э. Тома о характерах бесконеч-
ной симметрческой группы.

Я уже знал о другой теореме Э. Тома, пожалуй, более известной в
среде специалистов по функциональному анализ и теории предствале-
ний, чем статья о характерах, и опубликованной почти одновременно.
В ней доказывался не очень сложный, но принципиальный результат о
том, что любая счетная группа, не являющаяся конечным расширени-
ем абелевой группы, обязательно имеет примарные унитарные пред-
ставления типа II или III в смысле фон Неймана, или, что она не есть
группа типа I и поэтому пространство классов эквивалентных унитар-
ных неприводимых представлений не имеет стандартной борелевской
структуры. О роли этого результата и о его неочевидной связи с тео-
ремой о характерах, стоит сказать несколько слов. На связь этих двух
работ Тома сам указывает в самом начале статьи о характерах, говоря,
что “теория характеров перенесена на счетные группы”, но это утвер-
ждение нужно понимать лишь в том смысле что все счетные группы
разделены в первой работе на два класса по отношению к типу ха-
рактеров. Сама же теория характеров типа II далека от завершения
и сейчас. Никаких намеков на то, как строить теорию характеров для
бесконечных групп, в статье не содержится.

В действительности теорема Тома о группах типа I как бы опуска-
ла шлагбаум перед теорией унитарных представлений счетных групп
по следующей причине: в отличие от многих непрерывных групп, в
частности, от классических групп Ли, теория представлений которых,
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расцветала в те годы, перспектива изучать необозримое (т.е. не до-
пускающее естественной борелевской параметризации) множество всех
неприводимых унитарных представлений счетных групп (не типа I)
никак не выглядела продуктивной. Но в первой работе Тома показал,
что таковы почти все интересные счетные группы. И среди них – са-
мая привлекательная – счетная группа финитных подстановок! Она
не типа I и пространство классов её неприводимых представлений не
имеет борелевской структуры.

Я слышал и тогда, и позже от многих математиков пессимисти-
ческие мнения о будущем теории представлений. Выходов было два:
первый, наиболее распространенный тезис – изучать следует толь-
ко фактор-представления счетных групп с точностью до квазиэкви-
валентности, а не эквивалентности, т.е. игнорировать рассмотрение
неприводимых представений; и второй, – отказаться от унитарности
представлений в интересах приложений, на этом настаивал А. Пар-
шин. Оба варианта имеют смысл, однако, ни тот, ни другой до сих пор
не привели к построению сколько-нибудь стройной теории.

Я думаю, что обсуждаемая работа Тома о характерах бесконечной
симметрической группы отчасти служит (хотя и без претензии на общ-
ность), конструктивным аргументом в этой дискуссии. С одной сто-
роны Тома следовал первому, вполне классическому пути – изучать
неразложимые нормированные характеры счетных групп, а с другой,
показывал, насколько содержательна теория характеров групп, не яв-
ляющихся группами типа I. Хотя в статье речь идет только о харак-
терах бесконечной симметрической группы, стало ясно, что такой же
вопрос реально ставить и исследовать для многих групп, и в первую
очередь для счётных локально конечных групп. До сих пор подобных
работ мало. Доказательство теоремы Тома мы комментируем ниже.
Вопрос о представлениях, соответствующих характерам этой группы
в работе Тома лишь ставится, а приведенные в статье методы не дают
его решения. Он был решен позже с помощью динамических моделей,
см. [16].

Ниже кратко описаны альтернативные подходы к задаче о характе-
рах бесконечной симметрической группы и новые проблемы возника-
ющие при этом.
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§2. О доказательстве

Опишем кратко план работы Тома. Характеры бесконечной сим-
метрической группы это положительно определенные, нормированные
центральные функции на симметрической группе. Неразложимым на-
зывается характер, не представимый в виде нетривиальной выпуклой
комбинации других характеров, – только такие характеры рассматри-
ваются далее. Ставится вопрос об описании всех неразожимых харак-
теров. Их множество позже я назвал абсолютом группы. Классическая
теория Фробениуса–Шура–Юнга дает описание характеров конечных
симметрических групп, параметризуемых диаграмами Юнга. Эта тео-
рия одно из самых значительных достижений математики начала ХХ
века, но она применима только для конечных групп. Работа Тома,
возможно первая работа о характерах счетных бесконечных групп не
типа I.

Доказательство теоремы, данное Тома, состоит из двух следующих
главных шагов:

а) Всякий характер (напомним, неразложимый и нормированный)
χ( . ) бесконечной симметрической группы SN мультипликативен, т.е.
значения характера на классе сопряженности есть произведение его
значений на циклах, входящих в этот класс. Этим свойством не обла-
дают характеры конечных симметрических групп. В работе Тома тео-
рема мультипликативности доказывается прямой проверкой, и приро-
да этого важного свойства остается таинственной. На самом деле оно
связано с асимптотическими свойствами группы, напоминающими ве-
роятностные эффекты асимптотической независимости.

Здесь по поводу этого пункта доказательства, мы заметим лишь
следующее. Мультипликативность следов и характеров обобщалась в
книге [18] и работе [15]. Наиболее общая формулировка дана во второй
работе. Приведем без подробностей сответствующую общую теорему.
Предположим, что некоторое коммутативное кольцо или алгебра (на-
пример, групповая) обладает частичным порядком (т.е. является про-
странством с конусом "хорошего" типа, например, с конусом Рисса),
тогда всякий неразложимый положительный функционал, заданный
на кольце (алгебре), является гомоморфизмом в поле констант. В дан-
ном конкретном примере это кольцо есть К-функтор симметрической
группы, который есть фактор-кольцо кольца симметрических функ-
ций по линейным функциям, конус положительных элементов состоит
из симметрических функций, коэффициенты разложения которых в
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виде линейных комбинаций функций Шура, неотрицательны. Упомя-
нутая мультипликативность в теореме Тома вытекает из приведенной
общей теоремы, примененной к К-функтору. Умножение в кольце в
точности есть умножение представлений, обозначаемое “кружочком”,
определяемое с помощью операции индуцирования.

б) Наиболее важный шаг доказательства Тома – вывод формулы
характеров с помощью некоторой операции, которая сводит задачу
к описанию важного класса мероморфных функций (вполне положи-
тельных). Рассмотрим экспоненту производящей функции значений
характера на классах.

Hχ(z) = exp
{

Σ∞n=1

χ(cn)zn

n

}
,

Соответствие χ( . ) ↔ Hχ(.) является взаимно-однозначным между
рядами значений характеров χ группы SN на длинах циклов и вполне
положительными функциями степенных рядов. Иначе говоря, поло-
жительная определенность функции на бесконечной симметрической
группе истолкована в терминах полной положительной определенно-
сти функции Hµ (см. определение ниже).

После этого Тома ссылается на некоторую теорему Бибербаха, обоб-
щающую теорему Пикара, что такая мероморфная функция H имеет
первый порядок, и потому представима в виде произведения экспо-
ненты exp γx на дробно-линейную функцию. Нули αn и полюса βnn
этой функции вещественны ({αn, βn}-неотрицательны) и сходятся при
n → ∞ нулю, а их сумма равна 1 − γ, γ > 0. Это дает общую фор-
мулу для характеров (см. текст). Параметры характеров пробегают
“симплекс Тома”:

T =
{
{αn, βn, γ}α1 > α2 > . . . > 0, β1 > β2 > . . . > 0, 0 6 γ 6 1 :

Σn{αn + βn}+ γ = 1
}
.

χα,β(cn) = Σn{αn + (−1)n−1βn}, n > 0, χ(id) = 1,

а ck цикл длины k.
Красота этой формулы Тома для характеров несомненна, но сра-

зу возникает вопрос: в чем представленческий смысл параметров αn,
βn, γ? Ответа на этот вопрос работа Тома не дает. Ответ получен в
нашей работе [9], с помощью определения естественной динамической
системы, сопоставляемой представлению и характеру. Одновременно
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получено объяснение самой формулы, как формулы для меры мно-
жества неподвижных точек для соответствующего действия группы.
В дальнейшем выяснилось (см. [12]), что класс этих динамических
систем совпадает с классом систем с вполне несвободным действием
(в данном случае симметрической группы), и именно последнее свой-
ство обеспечивает тот факт, что представление, соответствующее это-
му действию, есть представление типа II1.

Наиболее трудная часть теоремы относится ко второму шагу до-
казательства, точнее к уcтановлению единственности характера, кото-
рый отвечает функции без нулей и полюсов. Это – характер регулярно-
го представления (характеристическая функция единичного элемента
группы). Именно для доказательства того, что единственная -функции
без нулей и полюсов, равная единице в нуле, есть exp z и нужна ссылка
на книгу Бибербаха, заметим, сделанная Тома несколько неопределен-
ным образом. К сожалению, Тома, видимо, не знал, уже опубликован-
ных к тому времени работ Shoenberg, Еdrei, Aissen ([4, 5]) в которых
давался общий вид вполне положительно определенных (односторон-
них, что нужно для характеров, или двусторонних) комплексных ря-
дов), – это была бы исчерпывающая ссылка.

Напомним, что функция, представленная степенным рядом (или ря-
дом Лорана) называется вполне положительной, если все (а не только
главные) миноры теплицевой матрицы, составленные из коэффициен-
тов ряда, неотрицательны. (см. выше). Эта теорема считается в тео-
рии мероморфных функций трудной и важной. Удивительно, что она
эквивалентна теореме о единственности регулярного характера (=без
нулей и полюсов, или на языке диаграмм Юнга – характеров с ну-
левыми частотами строк и столбцов). Обсуждение вопроса см. ниже
и в [19]. Но прямого перевода уже имеющихся альтернативных до-
казательств единственности характера на язык теории мероморфных
функций, как будто до сих пор не существует. Тем интереснее попытки
найти чисто комбинаторное доказательство этого факта

§3. Альтернативный подход

Как уже говорилось развитие излагаемой теории продолжилось на-
чиная с 70-х годов, хотя непосредственных откликов на работу Тома,
как ни странно, видимо не было вплоть до наших работ. Тогда автором
была выдвинута идея о “динамическом подходе” к теории представ-
лений локально конечных групп. Например, скрытая стационарность
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бесконечной симметрической группы подсказывает, что надо искать
свойства группы в духе законов больших чисел, но не для случай-
ных величин, а для характеристик групп и алгебр, обладающих неко-
торыми скрытыми симметриями на “бесконечности”. Так характеры
бесконечной группы надо иcкать как те или иные пределы конечных
подгрупп. Теория диаграмм Юнга и диаграмм Браттели дает удобный
язык для этого. Эти идеи отличны от традиционных методов теории
представлений и функционального анализа, и именно они были объ-
единены названием “Асимптотическая теория представлений”.

Суть предложенных 70-х гг. идей применительно к вопросу о пред-
ставлении симметрической группы, реализованной мной с С. В. Керо-
вым, состояла в том, что характеры искались как пределы характеров
конечных симметрических групп при определенных правилах перехо-
да к пределу, точно также как инвариантные меры для бесконечных
групп ищутся, как пределы инвариантных мер для ее конечных под-
групп (эргодический метод [17]). Эта аналогия с теорией динамических
систем была исходной и совершенно новой. Ее применение позволило
получить не только описание характеров, но и реализацию представ-
лений, классификацию фактор-представлений и др. Наиболее нагляд-
ным фактом, вытекающим из нашего подхода служит ставшая неожи-
данной интерпретация параметров Тома αn и βn (координат полюсов
и нулей H-функции) как частот столбцов и строк конечных диаграмм
Юнга, соответствующих предсталвениям при аппроксимации беско-
нечного характера конечными. С. В. Керов сделал много в развитие
этих идей – см. его книгу [13]. Конкретно о мере Планшереля, рас-
сматриваемой с близкой точки зрения см. важную работу [7].

Наиболее важная переформулировка проблемы описания характе-
ров связана с пониманием следов на локально-полупростых алгебрах
или более общо – с теорией диаграмм Браттели. Речь идет об ин-
дуктивных пределах конечномерных полупростых алгебр и их пред-
ставлениях. Ясно, что групповые алгебры локально-конечных групп
(в частности счетная симметрическая группа) являются локально-по-
лупростыми алгебрами и по утверждению, независимо высказанным
Войкулеску–Стратила и Вершик–Керов, эти алгебры являются полу-
прямыми произведениями некоторой коммутативной алгебры (алгеб-
ры Гельфанда–Цетлина (ГЦ)) и действующей на этой алгебре группы
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автоморфизмов [5, 17]. Связь с динамикой подкреплена этой алгеб-
раической конструкцией. Одно из основных следствий этой конструк-
ции состоит в том, что следы этой алгебры (и, если алгебра груп-
повая, характеры группы) находятся в однозначном соответствии с
так называемыми центральными мерами на коммутативной алгебре
(Гельфанда–Цетлина), т.е. мерами на пространстве путей диаграммы
Браттели, инвариантными относительно группы автоморфизмов ал-
гебры ГЦ. Удивительным образом понятие центральной меры объеди-
нилось с идеей адической реализации автоморфизмов пространств с
мерой – новой реализацией динамических систем ([2]) предложенной
несколько ранее.

Таким образом, задача описания характеров становится специаль-
ной задачей описания инвариантных (центральных) мер на простран-
стве путей градуированного графа. А именно, графом Юнга называ-
ется локально-конечный граф Y, вершины которого есть диаграммы
Юнга т.е конечные идеалы решетки Z+

2 , а путь из начальной верши-
ны (минимальный элемент) в данную есть таблица Юнга этой диа-
граммы, или монотонная нумерация элементов диаграммы (идеала).
Пространство таблиц Графа Юнга есть компакт в проконечной то-
пологии и неразложимые характеры симметрической группы есть эр-
годические центральные меры на простанстве таблиц. Совокупность
всех эргодических центральных мер на пространстве путей диаграммы
Браттели названа абсолютом графа. Центральнoсть (соответствующая
центральности характера) есть свойство меры быть инвариантной от-
носительно любой подстановки начала путей. таким образом задача
о характерах адекватно вложилась в задачу об инвариантных мерах.
Поэтому мы получили чисто комбинаторную переформулировку за-
дачи о характерах. Та единственная мера (отвечающая характеру с
H-функцией без нулей и полюсов) на этом языке соответствует ме-
ре Планшереля, которая имеет нулевые частоты строк и столбцов в
терминах таблиц. Это характер регулярного представления. И в этой
формулировке деликатный вопрос о единственности такой централь-
ной меры является главным. Вопрос о комбинаторном доказательстве
теоремы Тома, и в частности, о единственности ставился давно, но
лишь сейчас такое доказательство стало реальностью, о чем будет на-
писано в другой работе, включающей некоторые новые понятия теории
решёток.
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В свою очередь, можно существенно расширить постановку задачи,
рассматривая произвольные решётки, диаграммы Хассе их конечных
идеалов (диаграмм), их нумераций (таблиц) и, наконец, абсолют. Сре-
ди всех центральных мер выделяются меры с нулевыми частотами.
Понятие частот можно опредлить для путей на широком классе гра-
фов (см. [14]), в частности для дистрибутивных решёток. Эти меры,
названные “абсолютными мерами” графов (диаграмм Хассе) представ-
ляет исключительный математический и, возможно, физический инте-
рес, как и мера Планшереля на путях графа Юнга, возникшая в связи
с симметрической группой. Скорее всего у всякого графа абсолютная
мера единственна, что и установил Тома для симметрической груп-
пы. Предельная форма типичной таблицы по абсолютной мере (если
она существует), найденная для графа Юнга в [10, 11], – чрезвычайно
важный объект. Заметим, что самым простым нетривиальным приме-
ром это типа проблем (решетки Хассе бесконечных посетов) являет-
ся не граф Юнга, а его половина – граф верхне-треугольных таблиц.
Абсолютная мера и предельная форма для нее есть половина соот-
ветственно меры Планшереля и предельной формы для неё. Задача
для этого графа, видимо, является простейшей в классе таких задач
и из ее решения можно вывести решение для графа Юнга и других
градуированных графов.
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