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НЕРАЗЛОЖИМЫЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНО
ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ЦЕНТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ НА
СЧЕТНОЙ, БЕСКОНЕЧНОЙ СИММЕТРИЧЕСКОЙ
ГРУППЕ

В теории конечных групп наиболее изучены представления и ха-
рактеры симметрических групп. В работе [4] теория характеров пере-
несена на счетные группы. Характеры неприводимых представлений
конечных групп соответствуют (с точностью до нормировки) неразло-
жимым положительно определенным центральным функциям. Анало-
гом конечных симметрических групп в классе счетных групп является
группа биективных отображений счетного множества на себя, пере-
ставляющая только конечное число точек. Назовем эту группу беско-
нечной симметрической группой и будем обозначать ее через S∞. В
данной работе в Теореме 3 на стр. 28 мы явно опишем неразложимые
положительно определенные центральные функции на группе S∞.

Произвольный элемент ϕ ∈ S∞ является произведением конечно-
го числа попарно непересекающихся циклов. Класс сопряженности ϕ
можно описать последовательностью чисел γ2, γ3, . . ., каждое из кото-
рых равно количеству циклов соответствующей длины 2, 3, . . .. Верно
и обратное: каждой последовательности γ = (γ2, γ3, . . .) неотрицатель-
ных целых чисел, только конечное число которых отлично от нуля, со-
ответствует некоторый класс сопряженности Kγ . Тогда центральную
функцию α на группе S∞ можно интерпретировать как функцию на
множестве Γ всех таких последовательностей. В §1 с помощью методов
общей теории, разработанных в [4] и [5], будет показано, что положи-
тельно определенная функция α неразложима тогда и только тогда,
когда α имеет вид α(γ) = pγ22 p

γ3
3 · · · (см. теорема 1).

В §2 мы определим все последовательности p2, p3, . . ., которые зада-
ют положительно определенную центральную функцию. Если задана
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такая последовательность, назовем ряд

p(z) = z +
p2
2
z2 +

p3
3
z3 + · · ·

p-рядом и ряд H(z) = ep(z) H-рядом (на самом деле мы будем исполь-
зовать несколько более общие определения). H-ряды могут быть опи-
саны c помощью так называемых полных симметрических функций,
которые играют важную роль в описании характеров конечных сим-
метрических групп (через положительноcть некоторых определителей,
см. [3] и в особенности [2]). Из этого будет следовать, что H-ряды –
это довольно простые мероморфные функции (см. теорема 2). В лем-
ме 8 будут описаны нули и полюса H-рядов. С помощью результатов
о целых функциях в Лемме 9 будет показано, что H-ряд без нулей,
являющийся целой функцией – это ряд вида eαz, где α > 0.

В §3 в теореме 3 получен главный результат работы, который сразу
же следует из теорем 1 и 2. В теореме 4 мы опишем топологию на
множестве E(S∞), по определению, это множество всех неразложи-
мых положительно определенных центральные функций с нормиров-
кой α(e) = 1. Из [4] следует, что каждой функции α ∈ E(S∞) соот-
ветствует факторпредставление конечного типа в смысле фон Нейма-
на Uα : x → Uαx группы S∞. В теореме 5 мы покажем, что все такие
представления, кроме тривиального и знакового, относятся к типу II. В
этой связи возникает вопрос: можно ли описать все эти представления
Uα каким-либо простым способом по параметрам α1, α2, . . . ;β1, β2, . . .,
которые определяются по α в теореме 3? В теореме 6 мы решаем, став-
шую теперь простой, задачу описания неразложимых положительно
определенных центральных функций на знакопеременной группе A∞.

§1. Восстановление неразложимой положительно
определенной центральной функции по ее

значениям на циклах

Пусть, как и раньше, S∞ – группа биективных отображений мно-
жества N натуральных чисел, таких что ϕ(ν) = ν для всех кроме ко-
нечного числа ν. Нейтральный элемент группы S∞ – это тождествен-
ное отображение ε(ν) = ν. Как и в случае конечных симметрических
групп, элемент ϕ 6= ε может быть разложен в произведение попарно
непересекающихся циклов. Для ϕ 6= ε обозначим через γn(ϕ) количе-
ство циклов длины n в этом разложении ϕ для n = 2, 3, . . .. Также
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положим γn(ε) = 0 для n = 2, 3, . . .. Обозначим через γ(ϕ) последо-
вательность чисел γ2(ϕ), γ3(ϕ), . . .. Также обозначим через Γ множе-
ство всех таких последовательностей γ = (γ2, γ3, . . .) целых чисел, что
γn > 0 для n = 2, 3, . . ., и γn 6= 0 только для конечного набора чисел n.
Таким образом, каждому элементу ϕ ∈ S∞ соответствует некоторая
последовательность γ(ϕ) ∈ Γ, и для каждой последовательности γ ∈ Γ
найдется хотя бы один элемент ϕ ∈ S∞ такой, что γ(ϕ) = γ. Как и в
случае конечных групп можно показать, что ϕ1, ϕ2 ∈ S∞ лежат в од-
ном классе сопряженности тогда и только тогда, когда γ(ϕ1) = γ(ϕ2).
Положим Kγ = {ϕ : γ(ϕ) = γ}, γ ∈ Γ. Ясно, что все классы сопряжен-
ности, кроме тривиального K0 = {ε}, бесконечны. Кроме того, для
любого элемента ϕ ∈ S∞ обратный элемент ϕ−1 лежит в том же клас-
се сопряженности, так как циклу (ν1, . . . , νm) в разложении ϕ соответ-
ствует цикл (ν1, . . . , νm)−1 = (νm, νm−1, . . . , ν1) в разложении элемента
ϕ−1.

Пусть теперь α – центральная функция на S∞, обозначим через
α(γ) значение α на классе сопряженности, отвечающем последователь-
ности γ, то есть, α(γ) = α(ϕ) для γ(ϕ) = γ. Предположим, что α –
положительно определенная центральная функция, в этом случае мы
будем писать α ∈ L+(S∞). Тогда

α(ε) > |α(ϕ)| и α(ϕ) = α(ϕ−1).

Следовательно, выполнено неравенство α(0) > |α(γ)|, и число α(γ)
является вещественным для всех γ ∈ Γ. В частности, если α(0) = 1, то
мы будем писать α ∈ K(S∞). В этом случае 1 > α(γ) > −1 для всех
γ ∈ Γ. Обозначим также через γ(µ) для µ = 2, 3, . . . последовательность
(δ2,µ, δ3,µ, . . .), где δµ,ν = 0 если µ 6= ν и δν,ν = 1.

Сформулируем главный результат §1:

Теорема 1. Рассмотрим α ∈ K(S∞), то есть α – положительно
определенная центральная функция и α(ε) = 1. Мы утверждаем, что
функция α неразложима тогда и только тогда, когда α имеет вид

α(γ) =

∞∏
ν=2

pγνν для всех γ ∈ Γ, (1)

где p2, p3, . . . – последовательность вещественных чисел, причем
|pν | 6 1, и мы условились, что p0ν = 1.

Прежде чем перейти к доказательству этой теоремы, сделаем нес-
колько замечаний:
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1. Произведение (1) конечно, потому что только конечное число мно-
жителей не равно 1.

2. Из теоремы 1 следует, что если известны все последовательно-
сти p2, p3, . . . вещественных чисел с |pν | 6 1, то известно и множество
E(S∞). В §2 это следствие будет сформулировано явно.

Докажем сначала импликацию “только тогда” теоремы 1. Пусть
α ∈ E(S∞). Понятно, что α(0) = 1, так как элементы E(S∞) уже
нормированы. Положим α(γ(ν)) = pν . Тогда из замечания перед тео-
ремой 1 получаем, что pν - это вещественное число, и |pν | 6 1. Остается
доказать, что для pν выполняется равенство (1).

Пусть n > 2 – натуральное число и ϕ0 – это цикл (1, 2, . . . , n). Рас-
смотрим циклическую подгруппу Zn порядка n, порожденную ϕ0. Обо-
значим через Sn,∞ подгруппу, состоящую из таких элементов ϕ ∈ S∞,
что ϕ(ν) = ν для ν = 1, 2, . . . , n. Разумеется, она изоморфна группе
S∞, и ее классы сопряженности – это пересечения классов сопряжен-
ностиS∞ с подгруппойSn,∞. Кроме того, все элементы подгруппы Zn
коммутируют с элементами подгруппы Sn,∞. Рассмотрим подгруппу
Gn = ZnSn,∞ группы S∞. Группа Gn изоморфна прямому произве-
дению Zn × Sn,∞. Совпадение множеств E(Zn) = F (Zn) следует из
конечности числа неприводимых характеров χ0, χ1, . . . , χn−1 цикли-
ческой группы Zn. Множество E(Sn,∞) (соответственно, множество
F (Sn,∞)) гомеоморфно множеству E(S∞) (соответственно, множе-
ству F (S∞)). Из теоремы 4 в работе [5] следует, что F (Zn ×Sn,∞) =
F (Zn)× F (Sn,∞). Сужение α̂ функции α на Gn лежит в K(Gn). Рас-
смотрим равенство

α̂ =

∫
F (Zn)×F (Sn,∞)

χ⊗ βdµ,

которое мы называем полным разложением α̂. Из него следует, что

α(ϕm0 ϕ) =

n−1∑
ν=0

χν(ϕm0 )

∫
F (Sn,∞)

β(ϕ)dµν(β)

для m = 0, 1, . . . , n − 1 и ϕ ∈ Sn,∞, где меры µν на F (Sn,∞), таковы,
что

n−1∑
ν=0

µν(F (Sn,∞)) = 1, и µν(F (Sn,∞) r E(Sn,∞)) = 0
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для ν = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Положим

µ =

n−1∑
ν=0

µν , тогда α(ϕ) =

∫
F (Sn,∞)

β(ϕ)dµ(β)

для всех ϕ ∈ Sn,∞ и µ(F (Sn,∞)rE(Sn,∞)) = 0. Сужение α′ функции α
на подгруппу Sn,∞ неразложимо, потому что это сужение имеет одно
и то же значение на классеKγ вS∞ иSn,∞, а функция α неразложима
на группе S∞. Кроме того, мера µ должна быть сконцентрирована в
точке α′. Поэтому

α(ϕm0 ϕ) =

(
n−1∑
ν=0

ρνχν(ϕm0 )

)
· α(ϕ)

для всех ϕ ∈ Sn,∞ и m = 0, 1, . . . , n − 1. Рассмотрим случай m = 1 и
ϕ = ε. Тогда

α(ϕ0) = α(γ(n)) = pn =

n−1∑
ν=0

ρνχν(ϕ0),

так как α(ε) = 1. Теперь пусть ϕ ∈ Sn,∞, тогда

γν(ϕ0ϕ) = γν(ϕ) + δν,n.

Поэтому

α(ϕ0ϕ) = α(γ(ϕ0ϕ)) = α(γ(n))α(γ(ϕ)) = pnα(γ(ϕ)).

Также для всех γ ∈ Γ и n = 2, 3, . . . выполняется равенство α(γ) =
pnα(γ′) при γ > 0, где γ′ = (γ2, . . . , γn − 1, γn+1, . . .). Отсюда следует
равенство (1).

Теперь докажем импликацию “тогда” теоремы 1. Временно обозна-
чим через M множество таких функций α ∈ K(S∞), для каждой из
которых существует своя последовательность вещественных чисел pν ,
удовлетворяющая условию |pν | 6 1 и равенству (1). Покажем, что мно-
жество M замкнуто в K(S∞). Функция α0 лежит в замыкании M , ес-
ли существует такая последовательность α1, α2, . . . из M , что для всех
γ ∈ Γ выполнены равенства

α0(γ) = lim
ν→∞

αν(γ) и α0(γ(n)) = lim
ν→∞

αν(γ(n)) = lim
ν→∞

pν,n
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для всех n таких, что γn 6= 0, где γ = (γ2, γ3, . . .) и pν,n = αν(γ(n)).
Положим α0(γ(n)) = pn, тогда

α0(γ) = lim
ν→∞

αν(γ) = lim
ν→∞

∞∏
i=2

pγiν,n =

∞∏
i=2

pγin .

Таким образом, функция α0 удовлетворяет равенству (1), то есть α ∈
M . Мы знаем, что множество K(S∞) компактно (см. [4], стр. 117), по-
этому и множествоM тоже компактно. Из импликации “только тогда”
сразу получаем, что E(S∞) ⊂M и F (S∞) ⊂M .

Пусть Iν – это замкнутые отрезки [−1,+1], обозначим через S произ-
ведение I2×I3×· · · . Элемент p ∈ S – это последовательность p2, p3, . . .
вещественных чисел, таких, что |pν | 6 1. Рассмотрим отображение
α 7→ p = (p2, p3, . . .), определенное с помощью равенства pν = α(γ(ν)),
ν = 2, 3, . . .. Это биективное и непрерывное отображение множеств
M → S. ПосколькуM компактно, то образ M̃ при отображении α 7→ p
также компактен, и это отображение является гомеоморфизмом. Обо-
значим через Ẽ (соответственно, через F̃ ) образ множества E(S∞)
(соответственно, множества F (S∞)). Пусть α0 ∈M и

α0 =

∫
F (S∞)

βdµ′(β)

– полное разложение α0. Перенося это соотношение через описанное
выше отображение на множество M̃ , получаем:

1. µ – мера на F̃ , µ(F̃ ) = 1 и µ(F̃ r Ẽ) = 0.
2.

∞∏
ν=2

pγνν,0 =

∫
S

∞∏
ν=2

pγνν dµ(p)

для всех γ ∈ Γ, где α0 7→ p0 = (p2,0, p3,0, . . .).
Можно заметить, что множество F̃ компактно в S, потому что

F (S∞) компактно. Продолжим меру из F̃ на S, положив µ(Sr F̃ ) = 0.
Равенство µ(S r Ẽ) = 0 следует из того, что µ′(F (S∞) rE(S∞)) = 0.
Множество полиномов P (p) конечной степени по pν , ν = 2, 3, . . . яв-
ляется вещественной алгеброй над S, разделяющей точки из S. По
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теореме Стоуна–Вейерштрасса эта алгебра плотна в множестве непре-
рывных функций на S. Из пункта 2 следует, что равенство

P (p0) =

∫
S

P (p)dµ(p)

выполнено для всех полиномов. Таким образом, получаем равенство
f(p0) =

∫
f(p)dµ(p) для всех непрерывных функций. То есть мера µ со-

средоточена в точке p0, поэтому из равенства µ(SrẼ) = 0 следует, что
p0 ∈ Ẽ. Таким образом, α0 ∈ E(S∞). Поэтому выполнено равенство
M = E(S∞).

Следствие 1. E(S∞) замкнуто, и E(S∞) = F (S∞).

Следствие 2. Отображение α 7→ s = (α(γ(2)), α(γ(3)), . . .) – это го-
меоморфизм на компактное подмножество M = Ẽ множества S.

Эти утверждения доказаны в доказательстве импликации “тогда”
теоремы 1.

Следствие 3. Если α1, α2 ∈ E(S∞), то α1α2 ∈ E(S∞).

Доказательство. Равенство α = α1α2 ∈ K(S∞) следует из замеча-
ний в конце работы [5]. Пусть αi(γ(ν)) = pν,i, ν = 2, 3, . . ., тогда

α(γ) = α1(γ)α2(γ) =

∞∏
ν=2

(pν,1pν,2)γν

для всех γ ∈ Γ. Поэтому для α1α2 также выполнено равенство (1). �

Замечания. 1. Следствие 3 можно переформулировать следующим
образом: если последовательность pi = (p1,i, p2,i, . . .) лежит в Ẽ для
i = 1, 2, то последовательность p = (p1,1p1,2, p2,1p2,2, . . .) также лежит
в Ẽ.

2. Как и для двойственной группы к абелевой группе, для группы
E(S∞) можно определить операцию α1α2, которая будет коммутатив-
ной и ассоциативной. Это особенность именно бесконечной симметри-
ческой группы. В случае конечной симметрической группы Sn, для
произвольных α1, α2 ∈ E(Sn) мы получаем, что α1α2 ∈ K(Sn), но
не обязательно будет выполнено условие α1α2 ∈ E(Sn). Отметим, что
E(S∞) является моноидом, но не группой, как мы увидим из следую-
щих примеров.
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Примеры. 1. Функция αe, заданная как αe(γ) = 1 для всех γ ∈ Γ,
удовлетворяет равенству (1) для pν = 1, ν = 2, 3, . . .. Поэтому αe ∈
K(S∞), а также αe ∈ E(S∞).

2. Определим функцию αa с помощью равенства (1), где pν=(−1)ν+1,
ν = 2, 3, . . .. Тогда αa ∈ K(S∞), потому что ϕ 7→ αa(γ(ϕ)) – это знако-
переменное представление S∞.

3. Определим функцию αreg ∈ K(S∞) следующим образом:

αreg(ε) = 1 и αreg(ϕ) = 0,

если ϕ 6= ε. Тогда αreg ∈ E(S∞), потому что αreg удовлетворяет ра-
венству (1) с pν = 0, ν = 2, 3, . . .. Для всех α ∈ E(S∞) выполняется
равенство ααreg = αreg. Поэтому E(S∞) не является группой, так как
из предыдущих примеров следует, что в E(S∞) больше одного эле-
мента. Также получаем, что αe – это нейтральный элемент в моноиде
E(S∞).

§2. p- и H-ряды

Из теоремы 1 следует, что нашу задачу можно переформулировать
так: найти множество S последовательностей p = (p2, p3, . . .), для кото-
рых равенство (1) определяет положительно определенные централь-
ные функции. Для p ∈ S обозначим через αp центральную функцию
из теоремы 1. Обозначим также через Sn подгруппу, состоящую из
таких элементов ϕ ∈ S∞, что ϕ(ν) = ν для всех ν > n. Понятно, что
ее можно отождествить с группой перестановок множества 1, 2, . . . , n.
Классы сопряженности Sn – это пересечения классов сопряженности
группы S∞ с подгруппой Sn. Пересечение Kγ ∩ Sn 6= ∅ для γ ∈ Γ
тогда и только тогда, когда |γ| = 2γ2 + 3γ3 + · · · 6 n. Пусть |γ| 6 n,
обозначим через Kn

γ класс Kγ ∩ Sn группы Sn. Если β – это цен-
тральная функция на Sn, то обозначим через β(γ) значение функции
β на классе сопряженности Kn

γ для |γ| 6 n. Ясно, что αp для p ∈ S
положительно определена тогда и только тогда, когда ее сужение αnp
на подгруппу Sn является положительно определенной центральной
функцией для всех n = 1, 2, . . .. Это равносильно равенству

αnp (γ) = p
γn1
1 · · · pγnn для |γ| 6 n, (2)

где мы положили p1 = 1 и γn1 = n − |γ|. Пусть Λ – множество всех
последовательностей λ = (λ1, λ2, . . .) неотрицательных целых чисел,
среди которых только конечное число отлично от нуля, и выполнены
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неравенства λ1 > λ2 > · · · , λ1 > 1. Положим |λ| = λ1 + λ2 + · · · . Пусть
λ ∈ Λ и |λ| = n, обозначим через Dλ неприводимое представление
группы Sn, соответствующее разбиению λ, а через χλ характер этого
представления. Тогда E(Sn) – это множество{

1

dimDλ
· χλ : |λ| = n

}
.

(Из результата в [4], §1 следует, что для конечной группы G множе-
ство E(G) – это множество характеров неприводимых представлений,
нормированных так, что значение в нейтральном элементе равно 1.)
Отсюда получаем, что определенные с помощью произведения (2) цен-
тральные функции положительно определены тогда и только тогда,
когда выполняется равенство

αnp =
∑

sλ(p)χλ, где sλ(p) > 0, (3)

где суммирование идет по всем λ ∈ Λ таким, что |λ| = n. Из соотно-
шений ортогональности для χλ следует равенство

sλ(p) =
∑ χλ(ρ)

ρ1! · · · ρn!

(p1
1

)ρ1
· · ·
(pn
n

)ρn
. (4)

Суммирование идет по всем таким наборам целых чисел ρ=(ρ1, . . ., ρn),
что ρν > 0 и

n∑
ν=1

νρν = n.

Таким образом, мы получаем следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть p1, p2, . . . – последовательность комплексных чи-
сел, произведение (2) (в том числе и в случае p1 6= 1) задает положи-
тельно определенную центральную функцию на Sn тогда и только
тогда, когда sλ(p) > 0 для всех λ ∈ Λ. В частности, если p1 = 1 и
p = (p2, p3, . . .), то αp ∈ E(S∞), если sλ(p) > 0 для всех λ ∈ Λ.

Замечаниe. Если αnp положительно определена, то выполнено нера-
венство |pn| 6 pn1 , где αnp (e) = pn1 . Кроме того, pn должны быть веще-
ственными для n = 1, 2, . . ., так как в группе Sn элементы ϕ и ϕ−1

принадлежат одному классу сопряженности.
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Теперь мы ищем все последовательности комплексных чисел
p1, p2, . . ., для которых выполнены неравенства sλ(p) > 0. Тогда эле-
ментами множества E(S∞) будут функции αp для этих последова-
тельностей p = (p2, p3, . . .) (в этом случае p1 = 1).

Ряд

p(z) =

∞∑
ν=1

pν
ν
zν

мы будем называть p-рядом, когда sλ(p) > 0 для всех λ ∈ Λ. Из За-
мечания после Леммы 1 следует, что у p-ряда все коэффициенты ве-
щественные, и его радиус сходимости положителен. Далее положим
h0(p) = 1, hn(p) = sλ(p) для λ = (n, 0, 0, . . .) и всех натуральных чи-
сел n. Также условимся, что hn(p) = 0 для n = −1,−2, . . .. Простое
вычисление показывает, что

ep(z) = 1 + h1(p)z + h2(p)z2 + · · · .

Более того, для всех λ ∈ Λ выполняется равенство (смотри, напри-
мер, [2], стр. 88, или [3], стр. 119)

sλ(p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
hλ1

(p) hλ1+1(p) · · · hλ1+r−1(p)
hλ2−1(p) hλ2(p) · · · hλ2+r−2(p)

...
...

. . .
...

hλr−r+1(p) hλr−r+2(p) · · · hλr (p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (5)

где λr = 0 для ν > r.

Замечания. Поскольку h0 = 1 и hn = 0 для n < 0, добавление конеч-
ного числа λν = 0 не изменяет значения определителя, то есть можно
выбрать любое r с условием λν = 0 для ν > r.

Ряд H(z) = 1 + h1z + h2z
2 + · · · будем называть H-рядом, если∣∣∣∣∣∣∣∣∣

hλ1 hλ1+1 · · · hλ1+r−1
hλ2−1 hλ2 · · · hλ2+r−2

...
...

. . .
...

hλr−r+1 hλr−r+2 · · · hλr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0 (5′)

для всех λ ∈ Λ, где λν = 0 для ν > r. Далее будем считать, что
h0 = 1 и hν = 0 для ν < 0. Перечислим несколько свойств H-рядов.
Из (5′) следует, что hn > 0 для n = 1, 2, 3, . . ., когда мы рассматриваем
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λ = (n, 0, 0, . . .). А также hnh1 > hn+1, потому что∣∣∣∣hn hn+1

h0 h1

∣∣∣∣ > 0.

Кроме того, если hn = 0 для некоторого n, то H(z) является много-
членом. Также из (5′) следует, что

hn
hn+1

>
hn−1
hn

,

при условии hn+1hn 6= 0, потому что∣∣∣∣ hn hn+1

hn−1 hn

∣∣∣∣ = h2n − hn+1hn−1 > 0.

В частности, если все hn 6= 0, то радиус сходимости H-ряда H(z)

rH = lim
n→∞

hn
hn+1

>
h0
h1

> 0

Мы получили следующее утверждение:

Лемма 2. У H-ряда H(z) = 1 + h1z + · · · положительный радиус
сходимости rH . Точнее: если hn = 0, то H(z) – это полином и rH =
+∞. Если все hn 6= 0, то

rH = lim
n→∞

hn
hn+1

>
1

h1
.

Лемма 3. Ряд H(z) = 1 + h1z + h2z
2 + · · · является H-рядом тогда

и только тогда, когда для некоторого p-ряда

p(z) =
p1
1
z +

p2
2
z2 + · · ·

верно равенство ep(z) = H(z).

Доказательство. Пусть ep(z) = H(z) = 1 + h1z + h2z
2 + · · · , тогда

hn = hn(p) для n = 1, 2, . . .. Из (3), (4), и (5) следует, что H(z) являет-
ся H-рядом тогда и только тогда, когда p(z) является p-рядом. H(z)
всегда определяет некоторый ряд p(z), удовлетворяющий ep(z) = H(z)
с помощью равенств

p′(z) =
H ′(z)

H(z)
и p(0) = 0 �



16 Е. ТОМА

Примеры. 1. Равенства pν = αν для ν = 1, 2, . . . и α > 0 задают
p-ряд, который соответствует постоянной функции αn, положительно
определенной на группе Sn. Тогда

p′(z) =
α

1− αz
и p(z) = − log

1

1− αz
, поэтому ep(z) =

1

1− αz
,

что является H-рядом для α > 0.
2. Равенства pν = (−1)ν+1αν для ν = 1, 2, . . . и α > 0 определяют p-

ряд, потому что знакопеременная функция ±αn на Sn положительно
определена. Получаем, что

p′(z) =
α

1 + αz
,

поэтому p(z) = log(1+αz) и ep(z) = 1+αz является H-рядом для α > 0.
3. Равенства p1 = α > 0 и pγ = 0 для γ = 2, 3, . . . определяют

p-ряд, потому что функция, заданная, как αn(ε) = α и αn(ϕ) = 0,
положительно определена на Sn. Функция eαz является H-рядом для
α > 0.

Рассмотрим три метода, которыми можно получать новые p- и H-
ряды из известных.

Лемма 4. Предположим, что

p(z) =
p1
1
z +

p2
2
z2 + · · · , и t(z) =

t1
1
z +

t2
2
z2 + · · ·

являются p-рядами, тогда
p1t1

1
z +

p2t2
2
z2 + · · ·

– это тоже p-ряд.

Доказательство. Из равенств αn(γ) = pγ11 · · · pγnn и βn(γ) = tγ11 · · · tγnn
получаем, что αn(γ)βn(γ) = (p1t1)γ1 · · · (pntn)γn . Поскольку функции
αn, βn положительно определены на Sn, то и функция αnβn тоже по-
ложительно определена. �

Следствие 4. Если H(z) является H-рядом, то H(αz) тоже явля-
ется H-рядом.

Доказательство. Пусть

H(z) = ep(z) и t(z) =
α

1
z +

α2

2
z2 + · · · ,
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тогда

p(αz) =
p1α

1
z +

p2α
2

2
z2 + · · · .

Получаем, что H(αz) = ep(αz) является H-рядом при α > 0. �

Следствие 5. Если H(z) является H-рядом, то H̃(z) = 1
H(−z) так-

же будет H-рядом.

Доказательство. Положим H(z) = ep(z) и t(z) =
∑∞
γ=1(−1)γ+1 zγ

γ .
Тогда

p̃(z) =
∑

(−1)γ+1 pγ
γ
zγ

является p-рядом. Из равенства p̃(z) = −p(−z) следует, что

H̃(z) = ep̃(z) = e−p(−z) =
1

H(−z)

является H-рядом. �

Лемма 5. Пусть H(z) – H-ряд и

wρ = e
2πi
ρ , тогда Hρ(z) =

1

ρ

ρ−1∑
γ=0

P (wγρ
ρ
√
z)

также является H-рядом для ρ = 1, 2, 3, . . ..

Доказательство. Рассмотрим H(z) = 1 + h1z + h2h
2 + · · · . Под изо-

барическим определителем коэффициентов ряда H(z) мы будем пони-
мать определитель вида∣∣∣∣∣∣∣∣∣

hµ1 hµ1+σ1 · · · hµ1+σn−1

hµ2 hµ2+σ1 · · · hµ2+σn−1

...
...

. . .
...

hµn hµn+σ1 · · · hµn+σn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где µγ – целые числа, µ1 > µ2 > · · · > µn, σγ – целые числа, и
σn−1 > σn−2 > · · · > σ1 > 1. Как и ранее, h0 = 1, и hγ = 0 для γ < 0.
Для H-ряда все изобарические определители неотрицательные. Это
следует из [2], стр. 110. В этой работе показано, что все изобарические
определители являются линейными комбинациями определителей (5′),
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c коэффициентами, которые, согласно [2], стр. 91, являются неотрица-
тельными целыми числами. Выберем целое ρ > 1 и положим qγ = hγρ
для γ = · · · ,−1, 0, 1, · · · . Для всех λ ∈ Λ получаем, что

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
qλ1

qλ1+1 · · · qλ1+n−1
qλ2−1 qλ2 · · · qλ2+n−2

...
...

. . .
...

qλn−n+1 qµn−n+2 · · · qλn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
hρλ1 hρλ1+ρ · · · hρλ1+(n−1)ρ
hρλ2−ρ hρλ2 · · · hρλ2+(n−2)ρ

...
...

. . .
...

hρλn−(n−1)ρ hρλn−(n−2)ρ · · · hρλn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,

так как эти определители изобарические. Кроме того, Q(z) = 1+hρz+
h2ρz

2 + · · · – H-ряд. Тогда

1

ρ

ρ−1∑
ν=1

H(wνρz) = 1 + hρz
ρ + h2ρz

2ρ + · · ·

Отсюда следует утверждение леммы. �

Далее нам понадобится только случай ρ = 2, т.е. H2(z) = 1
2 (H(

√
z)+

H(−
√
z).

Лемма 6. Произведение двух H-рядов также является H-рядом.

Доказательство. Пусть H(z) = 1+h1z+h2z
2+ · · · и Q(z) = 1+q1z+

q2z
2 + · · · – H-ряды. Положим

R(z) = H(z)Q(z) = 1 + r1z + r2z
2 + · · ·

Тогда

rn =

∞∑
γ=−∞

qγhn−γ ,
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где мы условились, что q0 = p0 = r0 = 1, pγ = qγ = rγ = 0 для γ < 0.
Поэтому для произвольного λ ∈ Λ получаем матричное равенство

rλ1
rλ1+1 · · · rλ1+n−1

rλ2−1 rλ2
· · · rλ2+n−2

...
...

. . .
...

rλn−n+1 rλn−n+2 · · · rλn



=


q0 q1 · · · qλ1+n−1

qλ2−λ1−1 qλ2−λ1
· · · qλ2+n−2

...
...

. . .
...

qλn−λ1−n+1 qλn−λ1−n+2 · · · qλn



×



hλ1
hλ1+1 · · · hλ1+n−1

hλ1−1 hλ1 · · · hλ1+n−2
...

...
. . .

...
· · · · · h1
...

...
. . .

...
· · · · · h0


.

Но тогда имеем∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rλ1 rλ1+1 · · · rλ1+n−1
rλ2−1 rλ2

· · · rλ2+n−2
...

...
. . .

...
rλn−n+1 rλn−n+2 · · · rλn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
λ1+n−1>µ1>···>µn>0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
qλ1+n−1−µ1 qλ1+n−1−µ2 · · · qλ1+n−1−µn
qλ2+n−2−µ1

qλ2+n−2−µ2
· · · qλ2+n−2−µn

...
...

. . .
...

qλn−µ1 qλn−µ2 · · · qλn−µn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
hµ1−n+1 hµ1−n+2 · · · hµ1

hµ2−n+1 hµ2−n+2 · · · hµ2

...
...

. . .
...

hµn−n+1 hµn−n+2 · · · hµn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,

где все эти определители являются изобарическими определителями
рядов H(z) или Q(z). �
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Лемма 7. Пусть α > 0, αi > 0, βi > 0 для i = 1, 2, . . . и
∞∑
i=1

αi < +∞,
∞∑
i=1

βi < +∞, тогда H(z) =

( ∞∏
i=1

1 + βiz

1− αiz

)
eαz

является H-рядом.

Доказательство. Ряд

Qn(z) =

n∏
i=1

1 + βiz

1− αiz

является H-рядом в силу Леммы 6 и примеров. В некоторой окрест-
ности нуля Qn(z) равномерно сходится к

Q(z) =
∞∏
i=1

1 + βiz

1− αiz
.

Коэффициенты Qn(z) почленно сходятся к коэффициентам Q(z). По-
этому если для коэффициентов Qn(z) выполнены неравенства (5′), то
и для коэффициентов Q(z) это условие тоже выполнено. Поэтому Q(z)
является H-рядом. Так как eαz – это тоже H-ряд, то H(z) = Q(z)eαz

также является H-рядом. �

Покажем теперь, что любой H-ряд имеет вид, как в Лемме 7. Сна-
чала докажем следующee утверждение.

Лемма 8. Любой H-ряд H(z) = 1 + h1z + h2z
2 + · · · имеет вид

H(z) =

∞∏
i=1

1 + βiz

1− αiz
R(z)

где αi > 0, βi > 0 для i = 1, 2, . . .,
∑∞
i=1 αi < +∞,

∑∞
i=1 βi < +∞, и R(z)

является H-рядом, который представляет собой целую функцию, не
принимающую нулевых значений.

Доказательство. Часть 1 доказательства. Покажем, что существуют
αi > 0, i = 1, 2, . . . такие, что

∞∑
i=1

αi 6 h1, и H(z) =

∞∏
i=1

1

1− αiz
·R(z),

где R(z) – целый H-ряд.
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Если радиус сходимости rH ряда H(z) равен бесконечности, то
H(z) = R(z) и αi = 0. Иначе будем считать, что hν 6= 0 для ν = 1, 2, . . .
и

rH = lim
n→∞

hn
hn+1

< +∞.

Положим α1 = 1/rH . Рассмотрим ряд H1(z) = (1 − α1z)H(z) = 1 +
h1,1z + h2,1z

2 + · · · . Тогда получаем, что


1. H1(z) имеет радиус сходимости не меньше rH
2. H1(z) – это H-ряд
3. hν,1 = hν − α1pν−1 для ν = 0,±1,±2, . . . ,

где h1,0 = h0 = 1 и hν,1 = hν = 0 для ν < 0.

(6)

Первый и третий пункты следуют из определения H1(z). Пусть λ1 >
λ2 > · · · > λn, тогда для k > λ1 выполняется

0 6
1

hk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
hk hk+1 · · · hk+n

hλ1−1 hλ1
· · · hλ1+n−1

...
hλn−n hλn−n+1 · · · hλn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 hk+1

hk

hk+2

hk
· · · hk+n

hk
hλ1−1 hλ1 hλ1+1 · · · hλ1+n−1

...
hλn−n hλn−n+1 hλn−n+2 · · · hλn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Из равенства

hk+ν
hk

=
hk+ν
hk+ν−1

hk+ν−1
hk+ν−2

· · · hk+1

hk

следует, что

lim
k→∞

hk+ν
hk

= αν1 .
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Применяя этот результат, получаем

0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 α1 · · · αn1

hλ1−1 hλ1
· · · hλ1+n−1

...
...

hλn−n hλn−n+1 · · · hλn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 · · · 0

hλ1−1 hλ1
− α1hλ1−1 · · · hλ1+n−1 − α1hλ1+n−2

...
...

hλn−n hλn−n+1 − α1hλn−n · · · hλn − α1hλn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
hλ1,1 · · · hλ1+n−1,1
...

hλn−n+1,1 · · · hλn,1

∣∣∣∣∣∣∣ .
Таким образом, H1(z) является H-рядом. Если радиус сходимости
rH1 = +∞, то положим αi = 0 для i > 2, и R(z) = H1(z). Иначе
положим

α2 = 1/rH1
, и H2(z) = (1− α2z)H1(z) = 1 + h1,2z + h2,2z

2 + · · · .

Повторим предыдущее рассуждение. Если в какой-то момент процесс
остановится, то есть для некоторого k + 1 выполнено условие rHk+1

=
+∞, тогда положим αk+ν = 0 для ν = 1, 2, . . ., и R(z) = Hk+1(z).
Поскольку

Hk+1(z) = (1− α1z) · · · (1− αkz)H(z),

то мы доказали наше утверждение в этом случае.
Иначе мы получаем бесконечную последовательность α1 = 1/rH ,

α2 = 1/rH1 , . . .. Из свойства 1 в (6) следует, что α1 > α2 > · · · . Из
свойства 3 в (6) получаем, что h1,k = h1,k−1 − αk для k = 1, 2, . . . (и

h1,0 = h1), потому что h0,k−1 = 1. Также
k∑
i=1

αi+h1,k = h1. И поскольку

h1,k > 0, мы получаем, что
k∑
i=1

αi 6 h1. Отсюда следует, что rHk →∞.

Из свойства 3 в (6) следует, что hν,k 6 hν,k−1, так как αkhν−1,k−1 > 0.
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Поскольку
∞∑
i=1

αi < +∞, то
∏k
i=1(1− αiz)H(z) сходится равномерно к

R(z) =

∞∏
i=1

(1− αiz)H(z)

в некоторой окрестности нуля. Отсюда следует, что для

R(z) = 1 + r1z + r2z
2 + · · · существует предел lim

k→∞
hν,k = rν .

Таким образом, R(z) является H-рядом, потому что (5′) продолжает
выполняться при предельном переходе. Последовательность hν,k мо-
нотонна, поэтому rν 6 hν,k для всех k. Также радиус сходимости R(z)
больше, чем все rHk для k = 1, 2, . . ., то есть этот радиус бесконечен.
Тогда

H(z) =
R(z)

∞∏
i=1

(1− αiz)
.

Часть 2 доказательства. Рассмотрим теперь случай, когда R(z) яв-
ляется целым H-рядом. Тогда

1

R(−z)
= R̃(z)

тоже является H-рядом. Поэтому из части 1 доказательства получаем,
что он имеет форму

R̃(z) = R0(z)
1

∞∏
i=1

(1− βiz)

для некоторых βi > 0 таких, что
∑∞
i=1 βi < +∞, и при этом R0(z)

является целым H-рядом. У R0(z) нет нулей, потому что 1/βi не явля-
ются нулями ряда R0(z), поскольку у H-ряда не может быть положи-
тельных нулей (все его коэффициенты неотрицательны). Также нули
R0(z) являются нулями R̃(z), поэтому они являются полюсами R(−z).
Но R(z) является целым рядом. Поэтому получаем, что

R(z) =

∞∏
i=1

(1 + βiz)H0(z), где H0(z) =
1

R0(−z)
.

В этом равенстве R0 – это целый H-ряд без нулей, поэтому H0 тоже
является целым рядом без нулей. �
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Лемма 9. Функции eαz, α > 0 – это единственные целые H-ряды без
нулей.

Доказательство. Пусть H(z) = 1 + h1z + h2z
2 + · · · – целый H-ряд

без нулей. Тогда p-ряд

p(z) =
p1
1
z +

p2
2
z2 + · · · , такой что ep(z) = H(z)

является целым, потому что

p′(z) =
H ′(z)

H(z)
.

Из замечания после Леммы 1 следует, что числа pν для ν = 1, 2, . . .
являются вещественными.

Случай А. Сначала рассмотрим случай p(z) = −p(−z), то есть p2ν =
0 для ν = 1, 2, . . .. Тогда из Леммы 5 следует, что

H2(z) =
1

2
(H(
√
z) +H(−

√
z)) =

1

2
(ep(
√
z) + ep(−

√
z))

=
1

2
(ep(
√
z) + ep(−

√
z)) = cos p(

√
z)

также является H-рядом. В этом равенстве мы положили H2(z) =
1 + h2z + h4z

2 + · · · , ряд H2(z) является целым, но у него могут быть
нули. Из Леммы 8 следует, что

H2(z) =

∞∏
i=1

(1 + βiz)H2,0(z),

где βi > 0,
∞∑
i=1

βi < +∞. и H2,0(z) – это целый ряд без нулей. Нули

ряда H2(z) – это числа − 1
βi

с условием βi > 0.
Теперь мы докажем следующее утверждение. Обозначим через

w1, w2, . . . (соответственно, через v1, v2, . . .) набор прообразов точки i
(соответственно, точки −i) при отображении H(z) (прообразы берутся
столько раз, каков их порядок). Тогда следующие ряды сходятся∑

ν

1

|wν |2
=
∑
ν

1

|vν |2
< +∞.

Доказательство. 1. H(0) = 1, поэтому wν 6= 0 и vν 6= 0.
2. Из равенств H(z)=ep(z) и p(z)=−p(−z) следует, что

H(z)H(−z) = 1.
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Поэтому после соответствующей перенумерации мы можем считать,
что wν = −vν . Тогда достаточно показать, что∑

ν

1

|wν |2
< +∞.

3. Пусть w0 – прообраз точки i k-го порядка функции H(z), тогда
w0 – ноль k-го порядка функции Ĥ2(z) = H2(z2) = cos s(z). А имен-
но, H(w0) = ep(w0) = i, тогда p(w0) = (2k + 1

2 )πi, также Ĥ2(w0) =
cos p(w0) = 0. Тогда условия

H ′(w0) = · · · = H(k−1)(w0) = 0 и H(k)(w0) 6= 0

эквивалентны условиям

p′(w0) = · · · = p(k−1)(w0) = 0 и p(k)(w0) 6= 0.

Также имеем, что Ĥ ′2(w0) = · · · = Ĥ
(k−1)
2 (w0) = 0 и Ĥ

(k)
2 (w0) 6= 0,

причем sin p(w0) 6= 0 так как у функций sin и cos нет общих нулей.
4. Пусть w0 – ноль кратности k функции Ĥ2(w0). Тогда w2

0 явля-
ется нулем кратности k функции H2(z) . Это следует из формулы
дифференцирования сложной функции, потому что Ĥ2(

√
z) = H2(z) и

w0 6= 0.
5. Из пунктов 3 и 4 следует, что можно найти биективное соответ-

ствие ν 7→ iν такое, что

w2
ν = − 1

βiν
.

Тогда ∑
ν

1

|wν |2
=
∑
ν

βiν 6
∑
i

βi < +∞.

На этом мы завершаем проверку утверждения о прообразах точек i и
−i функции H(z). �

По утверждению о целых функциях (см., например, [1], стр. 251),
порядок функции H(z) не может быть больше 2. Поскольку H(z) =
ep(z), получаем, что p2ν+1 = 0 для ν = 1, 2, . . ..

Случай B. Теперь можно опустить предположение, что p2ν = 0.
Рассмотрим функцию

f(z) =
1 + 1

2z

1− 1
2z
,
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это H-ряд по Лемме 7. Также отметим, что

f ′(z)

f(z)
=

1

1− (z/2)2
= 1 +

1

4
z2 + · · ·+ 1

4ν
z2ν + . . . .

Функция

t(z) =
1

1
z +

1

4

z3

3
+ · · ·+ 1

4ν
z2ν+1

2ν + 1
+ · · ·

– это p-ряд. Тогда из Леммы 4 следует, что

r(z) =

∞∑
ν=0

p2ν+1

2ν + 1

1

4ν
z2ν+1

также является p-рядом. Так как ряд

p(z) =

∞∑
ν=1

pν
ν
zν

целый, то и функция r(z) тоже является целой. Получаем, что er(z) –
это целый H-ряд без нулей, для которого r(z) = −r(−z), поэтому
p2ν+1 = 0 для ν = 1, 2, . . .. Следовательно

p(z) =
p1
1
z +

p2
2
z2 +

p4
4
z4 + · · ·

Из леммы 4 следует, что

u(z) =
p21
1
z +

p22
2
z2 +

p24
4
z4 + · · ·

является p-рядом. Поскольку p(z) является целым рядом, то и ряд
u(z) – тоже целый. Кроме того, p22ν > 0, потому что p2ν – это веще-
ственные числа. Заметим, что Q(z) = eu(z) – это целый H-ряд без
нулей. Поскольку коэффициенты ряда Q(z) неотрицательные, то

max
|z|6r

|Q(z)| = Q(r)

для всех r > 0. Получаем, что Q̃(z) = 1
Q(−z) - это целый ненулевой

H-ряд. Поэтому
max
|z|6r

|Q̃(z)| = Q̃(r).

Из равенства |Q(−z)||Q̃(z)| = 1 следует, что

min
|z|6r

|Q(z)| = Q(−r).
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Получаем, что Q(x) – это монотонно неубывающий вещественный ряд.
Так как eu(x) = Q(x), тоже самое свойство выполнено и для функции
u(x). Если p2ν 6= 0, то

lim
x→−∞

u(x) = +∞

и u(x) не является монотонно неубывающей. Поэтому должно быть
выполнено равенство p(z) = p1z, то есть H(z) = ep1z. �

Из леммы 7 и леммы 8 следует

Теорема 2. Ряд H(z) = 1 +h1z+h2z
2 + · · · является H-рядом тогда

и только тогда, когда он имеет вид

H(z) =

( ∞∏
i=1

1 + βiz

1− αiz

)
· eαz,

где α > 0, αi > 0, βi > 0 для i = 1, 2, . . ., и выполнены неравенства
∞∑
i=1

αi < +∞,
∞∑
i=1

βi < +∞.

Следствие 6. Ряд

p(z) =
p1
1
z +

p2
2
z2 + · · ·

является p-рядом тогда и только тогда, когда существуют такие
вещественные числа α > 0, αi > 0, βi > 0 для i = 1, 2, . . .,

∞∑
i=1

αi < +∞,
∞∑
i=1

βi < +∞,

что выполнены равенства

p1 = α+

∞∑
i=1

αi+

∞∑
i=1

βi, и pν =

∞∑
i=1

ανi + (−1)ν+1
∞∑
i=1

βνi для ν = 2, 3, . . . .

(7)

Доказательство. Имеем равенство

ep(z) =

∞∏
i=1

1 + βiz

1− αiz
eαz.

Произведение
∞∏
i=1

1 + βiz

1− αiz
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сходится равномерно на всех компактных множествах, в которых не
лежат точки 1/αi для αi 6= 0, и, если эти множества не содержат
−1/βi для βi 6= 0, это также относится и к e−p(z). Поэтому мы можем
почленно построить логарифмическую производную. Тогда

p′(z) = α+

∞∑
i=1

βi
1 + βiz

+

∞∑
i=1

αi
1− αiz

= p1 + p2z + · · · .

Отсюда следует наше утверждение. �

Следствие 7. Представление коэффициентов p-ряда из Следствия 6
определено однозначно с точностью до перенумераций членов после-
довательностей αi и βi.

Доказательство. Пусть

p1 = α′ +

∞∑
i=1

α′i +

∞∑
i=1

β′i и pν =

∞∑
i=1

α′νi + (−1)ν+1
∞∑
i=1

β′νi

для ν = 2, 3, . . . – другое представление коэффициентов рассмативае-
мого ряда. Тогда

ep(z) = eα
′z
∞∏
i=1

1 + β′iz

1− α′iz
= eαz

∞∏
i=1

1 + βiz

1− αiz
.

Поскольку эти функции равны, то у них совпадают нули и полюса.
Тогда после подходящей перенумерации будут выполнены равенства
αi = α′i и βi = β′i. Отсюда получаем равенство α = α′. �

Замечания. Можно добиться единственности коэффициентов αi, βi,
если дополнительно предположить, что α1 > α2 > · · · и β1 > β2 > · · · .
Это всегда возможно из-за того, что

∞∑
i=1

αi < +∞,
∞∑
i=1

βi < +∞,

и так как мы можем произвольно добавлять и удалять нули.

§3. Описание множества E(S∞) и дальнейшие
замечания

Теорема 3. Центральная функция α на группе S∞ принадлежит
E(S∞) тогда и только тогда, когда существуют две последователь-
ности α1, α2, . . . и β1, β2, . . . вещественных чисел, удовлетворяющих
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следующим свойствам:

1. αi > 0 и βi > 0 для i = 1, 2, . . .

2. αi > αi+1 и βi > βi+1 для i = 1, 2, . . .

3.
∞∑
i=1

αi +
∞∑
i=1

βi 6 1

4. α(γ)=
∞∏
ν=2

pγνν

где pν =
∞∑
i=1

ανi + (−1)ν+1
∞∑
i=1

βνi для ν=2, 3, . . . .

(8)

Две пары последовательностей α1, α2, . . . ;β1, β2, . . . и α′1, α
′
2, . . . ;

β′1, β
′
2, . . ., которые удовлетворяют условиям 1–3 из набора условий

(8), определяют согласно условию 4 одну и ту же функцию α∈E(S∞)
тогда и только тогда, когда αi = α′i и βi = β′i для i = 1, 2, . . ..

Доказательство. Из теоремы 1 и рассуждений в начале §2 мы знаем,
что α лежит в E(S∞) тогда и только тогда, когда существует такая
последовательность p2, p3, . . . вещественных чисел, что выполняется
условие 4 из (8), и

p(z) =
1

1
z +

p2
2
z2 + · · ·

является p-рядом. Тогда наше утверждение следует из теоремы 2 и
следствий из неё. �

Получаем биекцию между множеством R всех пар последователь-
ностей, удовлетворяющих первым трем условиям в (8) и множеством
E(S∞), задаваемым условием 4. Какая топология должна быть на
R, чтобы это отображение стало гомеоморфизмом? Чтобы ответить
на этот вопрос, рассмотрим множество T пар последовательностей
α1, α2, α3, . . . ;β1, β2, . . . вещественных чисел таких, что 0 6 αν 6 1
и 0 6 βν 6 1. Можно интерпретировать T как произведение интерва-
лов I = {x | 0 6 x 6 1} с топологией произведения. Ясно, что R –
замкнутое компактное подмножество T . Рассмотрим индуцированную
топологию на R. Тогда выполняется

Теорема 4. R гомеоморфно E(G).
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Доказательство. Из доказательства импликации “тогда” теоремы 1
и теоремы 3 достаточно показать, что отображение

α1, α2, . . . ;β1, β2, . . . 7→ s2, s3, . . . , где sν =

∞∑
i=1

ανi + (−1)ν+1
∞∑
i=1

βνi

является непрерывным отображением из R в S. Тогда это непрерывное
отображение из R на M̃ , и это гомеоморфизм, так как R компактно.

Пусть α1,0, α2,0, . . . ;β1,0, β2,0, . . . – это пара из R. Обозначим через
p2,0, p3,0, . . . образ этой пары, то есть

pν,0 =

∞∑
i=1

ανi,0 + (−1)ν+1
∞∑
i=1

βνi,0.

Окрестность U(ε, n) последовательности p2,0, p3,0, . . . состоит из всех
последовательностей p2, p3, . . . в S, для которых |pν − pν,0| < ε для
ν = 2, 3, . . . , n. Выберем достаточно большoе число n0, чтобы были
выполнены неравенства αn0,0 < ε/16 и βn0,0 < ε/16. Будем считать,
что ε < 1. Выберем такое η > 0, что η < ε/16 и∣∣∣∣∣

n0∑
i=1

ανi,0 −
n0∑
i=1

ανi

∣∣∣∣∣ < ε

16
,

∣∣∣∣∣
n0∑
i=1

βνi,0 −
n0∑
i=1

βνi

∣∣∣∣∣ < ε

16

выполняется для ν = 1, 2, . . . , n и всех α1, α2, . . . ;β1, β2, . . . изW (η, n0).
Здесь через W (η, n0) обозначено множество всех пар последователь-
ностей α1, α2, . . . ;β1, β2, . . . из R, для которых |αi,0 − αi| < η, |βi,0 −
βi| < η для i = 1, 2, . . . , n0. Отметим, что W (η, n0) является окрестно-
стью α1,0, α2,0, . . . ;β1,0, β2,0, . . .. Покажем, что W (η, n0) отображается
в U(ε, n), отсюда будет следовать непрерывность. Пара α1, α2, . . . ;β1,
β2, . . . отображается в p2, p3, . . ., где

pν =

∞∑
i=1

ανi + (−1)ν+1
∞∑
i=1

βνi .

Тогда для ν = 2, 3, . . . , n выполнено

|pν,0 − pν | 6

∣∣∣∣∣
n0∑
i=1

ανi,0 −
n0∑
i=1

ανi

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
n0∑
i=1

βνi,0 −
n0∑
i=1

βνi

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n0+1

ανi,0

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n0+1

ανi

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n0+1

βνi,0

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

i=n0+1

βνi

∣∣∣∣∣
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6
ε

16
+

ε

16
+

2ε

16
+

4ε

16
+

2ε

16
+

4ε

16
< ε

Оценка на первые два члена следует из выбора η. Также имеем

αn0+1,0 6 αn0,0 6
ε

16
, αn0+1 6 αn0

6
2ε

16
,

так как
|αn0

− αn0,0| <
ε

16
и αn0,0 <

ε

16
.

Такие же неравенства выполняются для βn0+1,0 и βn0+1. Отсюда и из
следующего утверждения следует оценка на оставшиеся слагаемые.

Пусть γ1, γ2, . . . – последовательность положительных чисел, для
которых выполнены неравенства γ1 > γ2 > · · · ,

∑∞
i=1 γi 6 1, и γ1 6

ε < 1. Тогда
∞∑
i=1

γνi 6 2ε

для ν = 2, 3, . . ..

Доказательство. Существует такое i0, такое, что
∑∞
i=i0+1 γi < ε.

Пусть γ′i = γi для i = 1, 2, . . . , i0, γ′i0+1 =
∑∞
i=i0+1 γi, и γ′i = 0, если

i > i0 + 1. Тогда
∑∞
i=1 γ

′
i 6 1, |γ′i| 6 ε для i = 1, 2, . . ., и выполнено

∞∑
i=1

(γ′i)
ν =

i0∑
i=1

γνi + (γ′i0+1)ν >
i0∑
i=1

γνi + γν−1i0+1

∞∑
i=i0+1

γi

>
i0∑
i=1

γνi +

∞∑
i=i0+1

γνi =

∞∑
i=1

γνi .

Переупорядочив γ′i, можно добиться того, что γ′1 > γ′2 > · · · . Только
конечное число γ′i отличается от нуля. Если существует больше двух
таких γ′i, что 0 < γ′i < ε, то пусть i1 – это первый индекс, и i2 –
это последний индекс для γi с таким свойством. Тогда из-за того, что
γ′i1 > γ′i2 , функция (γ′i1 + σ)ν + (γ′i2 − σ)ν возрастает на отрезке 0 6
σ 6 γ′i2 . Выбрав подходящее число σ, и положив γ′′i = γ′i для i 6= i1, i2,
и γ′′i1 = γ′i1 + σ, γ′′i2 = γ′i2 − σ, можно добиться того, что либо γ′′i1 = ε,
либо γ′′i2 = 0. Также число γ′′i , для которого выполнены неравенства
0 < γ′′i < ε, меньше, чем число γ′i, для которого выполнено 0 < γ′i < ε.
Но тогда

∞∑
i=1

(γ′′i )ν >
∞∑
i=1

(γ′i)
ν .
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Продолжая таким же образом, мы получаем последовательность γ′′′1 =
· · · = γ′′′n = ε, 0 6 γ′′′n+1 < ε и γ′′′i = 0 для i > n+ 1, причем

∞∑
i=1

(γ′′′i )ν >
∞∑
i=1

(γ′i)
ν >

∞∑
i=1

γνi

для ν = 2, 3, . . ., и
∞∑
i=1

γ′′′i =

∞∑
i=1

γi 6 1.

Таким образом, получаем неравенство n ·ε 6 1, следовательно n 6 1/ε.
Поэтому выполнена цепочка неравенств

∞∑
i=1

(γ′′′i )ν 6 (n+ 1)εν 6 (1 + ε)εν−1 < 2εν−1 6 2ε для ν = 2, 3, . . . .

Таким образом,
∞∑
i=1

γνi < 2ε. �

�

Пусть α ∈ E(S∞) и αa – знакопеременная центральная функция
(см. Пример 2 после Следствия 3 из теоремы 1), тогда αaα ∈ E(S∞)
будем называть ассоциированной с α центральной функцией. Легко
видеть, что если α соответствует паре последовательностей α1, α2, . . . ;
β1, β2, . . . из R, то αaα соответствует последовательности β1, β2, . . . ;α1,
α2, . . .. α ∈ E(S∞) ассоциирована сама себе, то есть α = αaα тогда и
только тогда, когда αi = βi для i = 1, 2, . . ..

Пусть α ∈ E(S∞), тогда из [4, стр. 115] следует, что элементу α
соответствует примарное представление Uα : x → Uαx группы S∞. К
какому типу представления оно относится, I или II? Тривиальное и
знакопеременное представление принадлежат типу I, так как они одно-
мерны. Они соответствуют αe и αa) (см. Пример 2 после следствия 3).
Все остальные относятся к типу II.

Теорема 5. Если α ∈ E(S∞), α 6= αe, α 6= αa, то Uα относится к
типу II.

Доказательство. В [4, стр. 117] показано, что dimAα = +∞ (см.
определение Aα в [4, стр. 115]). Если α ∈ E(S∞), то ограничение αn
на подгруппу Sn лежит в K(Sn).
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I. Покажем, что dimAα > dimAαn . Пусть x, y ∈ Sn, тогда

〈δαnx , δαny 〉 = αn(y−1x) = α(y−1x) = 〈δαx , δαy 〉.

Множества {δαnx | x ∈ Sn} и {δαx | x ∈ Sn} порождают пространства
одной и той же размерности в Aαn и Aα. Но {δαnx | x ∈ Sn} порождает
все пространство Aαn . Поэтому dimAα > dimAαn .

II. Разложим αn как в равенстве (3) и получим, что αn =
∑
sλχ

λ,
где суммирование идет по λ ∈ Λ с |λ| = n. Покажем, что если суще-
ствует монотонно возрастающая последовательность n1, n2, . . . нату-
ральных чисел такая, что pλ = 0 для всех λ таких, что |λ| = nν , λ1 >
2, λ2 > 1, то либо α = αe, либо α = αa. αnν = anναe,nν + bnναa,nν ,
где anν + bnν = 1 для ν = 1, 2, . . .. Тогда для всех n 6 nν должно вы-
полняться равенство αn = anναe,n+bnναa,n. Все anν , bnν должны быть
равны, так что αn = aαe,n+bαa,n для n = 1, 2, . . ., то есть α = aαe+bαa.
Так как α ∈ E(S∞), либо α = αe, либо α = αa.

III. Пусть αn =
∑
sλχ

λ, и пусть λ1, . . . λr – это те разбиения λ ∈
Λ, |λ| = n, для которых sλ > 0. Обозначим через f 7→ Mρ

f неприводи-
мое матричное представление группового кольца A(S∞), соответству-
ющее характеру χλ, ρ = 1, 2, . . . , r. Это представление имеет размер-
ность χλ(ε). Рассмотрим M – кольцо матриц

Mf = M1
f ⊕M2

f ⊕ · · · ⊕Mr
f

для f ∈ A(Sn). Обозначим через M∗f сопряженную матрицу (она по-
лучается из Mf транспонированием и заменой коэффициентов на со-
пряженные). Получаем, что M – это ∗-алгебра, и

〈Mf ,Mg〉 =

∞∑
ρ=1

sλρ tr(Mρ
g )∗Mρ

f

является точным следом M (см. [4, стр. 113]). Отображение f 7→ Mf

из A(Sn) в M – это ∗-гомоморфизм, который соответствует αn (см. [4,
стр. 114]). Из леммы 1 в [4] следует, что Aαn изоморфна M. Также
получаем, что

dimAαn = dimM =

r∑
i=1

(χλ
ρ

(ε))2.

IV. Пусть α ∈ E(S∞) и α 6= αe, αa. Тогда из пункта II следует, что
существует n0 со следующим свойством: для всех n > n0 в разложении

αn =
∑

sλχ
λ
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существует такое разбиение λ ∈ Λ, что λ1 > 2, λ2 > 1 и sλ > 0. Для
таких разбиений λ ∈ Λ выполнено неравенство χλ(ε) > |λ| − 2. (Это
следует, например, с помощью простой индукции по |λ| из известной
рекуррентной формулы

χ(λ1,λ2,...,λr,0,...)(ε) = χ(λ1−1,λ2,...,λr,0,...)(ε) + χ(λ1,λ2−2,...,λr,0,...)(ε)

+ · · ·+ χ(λ1,λ2,...,λr−1,0,...)(ε)

где χ(µ1,µ2,...,µr−1,0,...)(ε) = 0, если (µ1, µ2, . . . , µr − 1, 0, . . .) 6∈ Λ.) Из
пункта III получаем, что для n>n0 выполнено неравеннство dimAαn
> (n− 2)2. А из пункта I следует, что dimAα > (n− 2)2. Тогда

dimAα = +∞. �

В заключение вычислим неразложимые положительно определен-
ные центральные функции знакопеременной группы A∞. Теперь это
крайне просто, даже проще, чем в случае конечных знакопеременных
групп. Пусть

A∞ =

{
ϕ ∈ S∞ |

∞∑
ν=1

γ2ν(ϕ) четно

}
Ясно, что A∞ – это нормальная подгруппа S∞ индекса 2.

Теорема 6. Функция β ∈ E(A∞) тогда и только тогда, когда β – это
ограничение некоторой функции α ∈ E(S∞). Ограничения централь-
ных функций α1, α2 ∈ E(S∞) на подгруппу A∞ совпадают тогда и
только тогда, когда α2 = α1 или α2 = αaα1.

Доказательство. Так как подгруппа A∞ нормальна в S∞, класс со-
пряженности Kγ в S∞ либо содержится в A∞, либо не пересекается
с A∞. Классы сопряженности Kγ в A∞ – это в точности те классы,
для которых сумма γ2 + γ4 + γ6 + · · · четна. Классы сопряженности
группы A∞ – это в точности те классы сопряженности группы S∞,
которые лежат в подгруппе A∞. (Но для групп Sn и An это неверно!)
А именно: пусть элементы ϕ0, ϕ1 ∈ A∞ таковы, что выполнено равен-
ство ϕ−1ϕ0ϕ = ϕ1 для элемента ϕ ∈ S∞. Тогда выполнено равенство
ϕ′−1ϕ0ϕ

′ = ϕ1 для элемента ϕ′ = ϕ3ϕ, где ϕ3 – это такая транспозиция
(k, k + 1), что ϕ0(k) = k и ϕ0(k + 1) = k + 1. Поскольку или элемент
ϕ, или элемент ϕ′ принадлежит подгруппе A∞, утверждение доказа-
но. Отсюда следует, что L(A∞,S∞) = L(A∞) (см. [4], замечание после
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леммы 6). Также выполнено равенство E(A∞,S∞) = E(A∞). Из [4,
лемма 14] следует первое утверждение предложения.

Предположим, что α1, α2 ∈ E(S∞) имеют одинаковое ограничение
на A∞. Положим

αi(γ) =

∞∏
ν=2

(pν,i)
γν , i = 1, 2.

Тогда

α1(γ(2k+1)) = p2k+1,1 = α2(γ(2k+1)) = p2k+1,2 для k = 1, 2, . . . .

Также имеем цепочку равенств

2γ(2k) = (2δ1,2k, 2δ2,2k, . . .)α1(2γ(2k)) = (p2k,1)2 = α2(2γ(2k)) = (p2k,2)2

для k = 1, 2, . . .

Отсюда следует, что если p2k,1 = 0 для k = 1, 2, 3, . . ., то p2k,2 = 0
для k = 1, 2, 3, . . .. Тогда получаем, что α1 = α2. В другом случае,
пусть k0 – это наименьший индекс, для которого p2k0,1 6= 0. Тогда
p2k0,1 = p2k0,2 или p2k0,1 = −p2k0,2. Для

γ(2k0) + γ(2k) = (δ1,2k0 + δ1,2k, δ2,2k0 + δ2,2k, . . .)

выполнена цепочка равенств

α1(γ2k0 + γ(2k)) = p2k0,1p2k,1 = α2(γ(2k0) + γ(2k)) = p2k0,2p2k,1

для k = 1, 2, . . .

Поэтому мы получаем, что или p2k,1 = p2k,2, или p2k,1 = −p2k,2 для
k = 1, 2, . . .. Следовательно, или α2 = α1, или α2 = αaα1. �

Примечания, добавленные при переводе.

1) При описании различных множеств, связанных с положительно
определенными функциями Э.Тома использует в том числе и обозна-
чения, введенные им в других работах. Для удобства читателя мы
приводим здесь список обозначений таких множеств с краткими опре-
делениями.
L(G) – это группа формальных разностей, получаемая из моноида

положительно определенных центральных функций на группе G.
K(G) – это множество всех нормированных положительно опреде-

ленных центральных функций на группе G.



36 Е. ТОМА

E(G) – это множество всех неразложимых функций в множестве
K(G).
F (G) – это топологическое замыкание множества E(G).
L(G,H) – это подгруппа L(G), состоящая из функций, неподвижных

при действии подгруппы H.
K(G,H) – это пересечение K(G) c L(G,H).
E(G,H) - это множество всех неразложимых функций в множестве

K(G,H).
2) После выхода в 1979 году монографии I.Macdonald "Symmetric

Functions and Hall Polynomials" в теории симметрических функций
установились канонические обозначения, которые не совпали с исполь-
зуемыми Э.Тома в этой работе. Поэтому мы сделали ряд замен по
сравнению с исходным текстом:

"s-ряды" на "p-ряды";
"P -ряды" на "H-ряды";
"sn" на "pn";
"pλ" на "sλ" или "hn" в зависимости от того, является ли разбиение

λ однострочечным.
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