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§1. Введение

Данная работа мотивирована теоремой Л. Альфорса [1], называе-
мой в литературе “принципом длины и площади”. Принцип состоит в
следующем.

Пусть ∆ ⊂ C – область, функция f аналитична в ∆, lR = {z ∈ ∆ :
|f(z)| = R} – линия уровня, E ⊂ ∆, A(E) – плоская мера множества E,
ER = E∩ lR, |ER| – линейная мера множества ER, nE(w) – количество
корней уравнения f(z) = w, лежащих в E,

pE(R) =
1

2π

2π∫
0

nE(Reiθ)dθ.

Тогда справедливо следующее соотношение, см. [1], стр. 27.

Теорема Альфорса.
∞∫

0

|ER|2

RpE(R)
dR 6 2πA(E). (1)

Полагая TR = f(ER), заметим, что 2πRpE(R) есть линейная мера
множества TR на римановой поверхности D = f(∆). С учетом этого
формула (1) примет вид

∞∫
0

|ER|2

|TR|
dR 6 A(E). (2)

Ключевые слова: принцип длины и площади, меры Хаусдорфа, римановы
поверхности.
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В работе [2] оценка (2) была обобщена на множества E ⊂ ∆, для ко-
торых мера Хаусдорфа Λ1+σ(E) конечна, 0 < σ < 1. В формулировке
основной теоремы в [2] были допущены опечатки, которые далее, при
ее цитировании, будут исправлены.

Сохраним обозначения f , ∆, D = f(∆), lR. Предполагаем, что E ⊂
∆ – замкнутое множество, Λ1+σ(E) < ∞, где далее Λσ( · ), Λσ+1( · )
– соответствующие меры Хаусдорфа [3], 0 < σ < 1. Пусть ε > 0,
lR,ε = {z ∈ lR : dist(z, ∂∆) > ε, |z| 6 1

ε}, TR,ε = f(lR,ε ∩ E), TR,ε ⊂ D.

§2. Формулировка основного результата

Через
∞∫ ∗

0

g(R)dR для неотрицательной функции g обозначим верх-

ний интеграл Лебега (его определение и свойства приведены ниже в
п. 3). Введем функцию gε(R) :

gε(R) =


0, если Λσ(TR,ε) = 0 или Λσ(TR,ε) =∞,
Λ

1+σ
σ

σ (E∩lR,ε)

Λ
1
σ
σ (TR,ε)

, если 0 < Λσ(TR,ε) <∞.

В работе [2] доказано следующее утверждение.

Теорема А. Для любого ε > 0 при почти всех R по 1-мере Лебега
выполнено соотношение Λσ(TR,ε) < +∞ и имеет место оценка

∞∫ ∗
0

lim
ε→+0

gε(R)dR 6 2Λ1+σ(E). (3)

Настоящая работа посвящена обобщению неравенства (3) на новые
меры Хаусдорфа.

Пусть 0 < β 6 1, 0 < α < 1, hα,β(r) = rα| ln r|β , Λα,β(V ) – мера Хау-
сдорфа, построенная по функции hα,β(r) (см. [3], глава 2), Λα+1,β(V )
– мера Хаусдорфа, построенная по функции hα+1,β(r) = rα+1| ln r|β .

Определим функцию Gε(R), аналогичную функции gε:

Gε(R) =


0, если Λα,β(TR,ε) = 0 или Λα,β(TR,ε) =∞,
Λ

1+α
α

α,β (E∩lR,ε)

Λ
1
α
α,β(TR,ε)

, если 0 < Λα,β(TR,ε) <∞.

Основной результат данной работы состоит в следующем. Пусть
Λ1+α,β(E) < +∞.
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Теорема. Для любого ε > 0 при почти всех R по 1-мере Лебега вы-
полнено соотношение Λα,β(TR,ε) < +∞ и имеет место оценка

∞∫ ∗
0

lim
ε→+0

Gε(R)dR 6 2Λ1+α,β(E). (4)

§3. Некоторые свойства верхнего интеграла по
σ-конечной мере

.
В процессе доказательства основного результата нам потребуется

аналог теоремы Фату для верхнего интеграла по σ-конечной мере. До-
кажем его.

3.1. Замечания о внешней мере. Пусть (X , µ) – пространство с
полной σ-конечной мерой; µ∗ – порожденная мерой µ внешняя мера.
В основе дальнейших рассуждений мы будем пользоваться тем, что
для всякого произвольно выбранного множества E ⊂ X существует
«измеримая оболочка» Ẽ, то есть наименьшее по включению (с точ-
ностью до множества меры 0) измеримое множество, содержащее E.

Часто используются следующие факты:
(1) µ∗Ẽ = µẼ = µ∗E;
(2) Для произвольно построенной последовательности {En}n∈N

подмножеств множества X последовательность {Ẽn}n∈N изме-
римых оболочек ее элементов может быть выбрана так, что
переход от En к Ẽn есть порядковый гомоморфизм, то есть
En ⊂ Em =⇒ Ẽn ⊂ Ẽm.

В частности, если En ⊂ En+1 для всех n ∈ N, то не умаляя
общности можно считать, что Ẽn ⊂ Ẽn+1 и

∞⋃
n=1

Ẽn =

∞̃⋃
n=1

En.

(Чтобы действительно получить порядковый гомоморфизм,
следует сначала выбрать оболочки Ẽn произвольно, а затем
каждое множество Ẽn заменить на пересечение всех измери-
мых оболочек множеств Em, содержащих En.)

Следствие. Внешняя мера µ∗ непрерывна снизу.
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Действительно, если En ⊂ En+1, то

µ∗

( ∞⋃
n=1

En

)
= µ∗

 ∞̃⋃
n=1

En

 = µ∗

( ∞⋃
n=1

Ẽn

)
= µ

( ∞⋃
n=1

Ẽn

)

= lim
n→∞

µ
(
Ẽn

)
= lim
n→∞

µ∗ (En) .

(3) Здесь и далее через D(µ) будем обозначать совокупность всех
измеримых по мере µ множеств P . Зафиксируем множество
E ⊂ X . На множестве D(µ) определим отображение ν, ставя-
щее в соответствие множеству P ∈D(µ) число ν(P )=µ∗(P∩E).
Заметим, что ν – мера на D(µ).

Действительно, заметим, что Ẽ∩P = Ẽ ∩ P . Очевидно вклю-

чение Ẽ ∩ P ⊂ Ẽ∩P : E∩P ⊂ Ẽ∩P =⇒ Ẽ ∩ P ⊂ ˜̃
E ∩ P = Ẽ∩P .

Предположим, что равенство неверно и существует измери-
мое множество E1 ∈ D(µ), содержащее E ∩P и “меньшее”, чем
Ẽ∩P , по мере: µ

(
(Ẽ ∩ P ) \ E1

)
> 0. В этом случае рассмотрим

E2 = E1 ∪ (Ẽ \ P ). При том, что E2 ⊃ E и E2 ∈ D(µ), имеем

µ(Ẽ \ E2) > µ
(

(Ẽ ∩ P ) \ E2

)
> µ

(
(Ẽ ∩ P ) \ E1

)
> 0,

что противоречит тому, что Ẽ – измеримая оболочка.
Значит, ν(P ) = µ(Ẽ ∩ P ) = µ(Ẽ ∩ P ), откуда видно, что ν –

мера.

(4) Пусть Ei ⊂ X и µ∗
( ∞⋃
i=1

Ei

)
< ∞. Тогда если µ∗

( ∞⋃
i=1

Ei

)
=

∞∑
i=1

µ∗(Ei), то µ(Ẽi ∩ Ẽj) = 0 (то есть при выполнении условия,

измеримые оболочки множеств системы почти дизъюнктны).
Обратное также верно.

Действительно, если предположить почти дизъюнктность

множеств Ei, то, не умаляя общности,
∞⋃
i=1

Ẽi =
∞̃⋃
i=1

Ei. Тогда,
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так как µ(Ẽi) = µ∗(Ei) и µ
( ∞⋃
n=1

Ẽn

)
= µ∗

( ∞⋃
n=1

En

)
, то

∞∑
i=1

µ∗(Ei) =

∞∑
i=1

µ(Ẽi) = µ

( ∞⋃
i=1

Ẽi

)
= µ∗

( ∞⋃
i=1

Ei

)
.

3.2. Внешняя мера в произведении пространств. Пусть меры µ
и ν конечны, A ⊂ X , B ⊂ Y – произвольные множества. Покажем, что
измеримая оболочка произведения множеств A,B совпадает с произ-

ведением измеримых оболочек этих множеств. Пусть E =
∞⋃
i=1

Ui× Vi –

объединение измеримых «прямоугольников», которое, к тому же, удо-
влетворяет включениям A×B ⊆ E ⊆ Ã×B̃, где Ã, B̃ – измеримые обо-

лочки множеств A,B. Тогда PrX (E) =
∞⋃
i=1

Ui, A ⊆ PrX (E) ⊆ Ã, откуда

по определению измеримой оболочки следует, что µ(Ã \ PrX (E)) = 0.
Мы покажем, что для почти всех x ∈ PrX (E) выполнено равенство

ν(B̃ \Ex) = 0. Заметим, что при x ∈ A это очевидно, так как B ⊂ Ex ⊂
B̃ и множество Ex измеримо. Не умаляя общности, “прямоугольники”
Ui × Vi будем считать попарно дизъюнктными.

Для каждого x ∈ A определим множество I(x) = {i ∈ N | x ∈ Ui}. С
учетом этого обозначения, можем переписать B ⊆ Ex =

⋃
i∈I(x)

Vi ⊆ B̃.

Выберем ε > 0 и пусть Iε(x) – конечное подмножество в I(x), такое,

что ν

(
B̃ \

( ⋃
i∈Iε(x)

Vi

))
< ε.

Пусть Ũε(x) =
⋂

i∈Iε(x)

Ui, Ṽε(x) =
⋃

i∈Iε(x)

Vi. Заметим, что если i ∈

Iε(x), то x ∈ Ui, имеем x ∈ Ũε(x). Стало быть, Ãε =
⋃
x∈A

Ũε(x) ⊃ A.

Кроме того, семейство всевозможных множеств Iε(x) счетно (как на-
бор конечных подмножеств множества N). Значит, в семействе
{Ũε(x)}x∈A также счетное количество различных элементов. А тогда
Ãε измеримо. Отметим, что A ⊂ Ãε ⊂ PrX (E) ⊂ Ã. Далее, при всех
x ∈ A справедливы включения Ũε(x) × Ṽε(x) ⊂

⋃
i∈Iε(x)

Ui × Vi ⊂ E.

Значит, при всех t ∈ Ũε(x) имеем Ṽε(x) ⊂ Et, откуда ν(B̃ \ Et) < ε.
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Соотношение ν(B̃ \Et) < ε выполнено при всех t ∈ Ũε(x) и при всех
x ∈ A, а значит оно выполнено и вообще для всех t ∈ Ãε =

⋃
x∈A

Ũε(x).

Положив теперь ε = 1
n и Ã0 =

∞⋂
n=1

Ã 1
n
, получим

A ⊂ Ã0 ⊂ PrX (E) ⊂ Ã; µ(Ã \ Ã0) = 0 и ν(B̃ \ Et) = 0

при всех t ∈ Ã0.
Итак, для почти всех t ∈ PrX (E) выполнено равенство ν(B̃ \ Et)=0.
Теперь вычисление меры (µ×ν)(E) сводится к интегрированию по-

стоянной функции:

(µ× ν)(E) =

∫
PrX (E)

ν(Ex)dµ(x) =

∫
Ã

ν(B̃)dµ(x)

= µ(Ã) · ν(B̃) = (µ× ν)(Ã× B̃).

Таким образом, Ã× B̃ – измеримая оболочка множества A×B.

Следствие. (µ× ν)∗(A×B) = µ∗(A) · ν∗(B), где через (µ× ν)∗, µ∗, ν∗

обозначены внешние меры, соответствующие мерам µ× ν, µ, ν.

3.3. Монотонные множества в пространстве X × R. Для E ⊂
X × R через Ea будем обозначать сечение Ea = {x ∈ X : (x, a) ∈
E}, где a ∈ R. Будем обозначать через λ меру Лебега. Множество
E ⊂ (X , µ)× (R, λ) будем называть положительным, если Ea = ∅ при
всех a < 0; E будем называть монотонным, если для a < b выполнено
включение Eb ⊆ Ea.

Утверждение 1. Пусть E – монотонное положительное множе-

ство. Тогда (µ× λ)∗(E) =
∞∫
0

µ∗(Ea) da.

Доказательство. Положим θ(P ) = (µ× λ)∗(E ∩ (X × P )), где P ⊂ R
и P измеримо по Лебегу. Пусть θ̃(P ) =

∫
P

µ∗(Ea) da.

Тогда θ и θ̃ – меры с областью определения D(λ). Пусть P = [b, c].
Тогда Ec ⊂ Ea ⊂ Eb для всех a ∈ P . Значит, имеет место цепочка
включений Ec × P ⊂ E ∩ (X × P ) ⊂ Eb × P .

Отсюда θ(P ) 6 (µ × λ)∗(Eb × P )= µ∗(Eb) · λ(P )= µ∗(Eb) · (c − b) =
M[b,c](c − b), где M[b,c] обозначает максимум функции µ∗(Ea) при a ∈
[b, c].
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Также, для всех a ∈ [b, c] справедливо неравенство

θ([b, c]) > m[b,c](c− b),

где m[b,c] = min(µ∗(Ea)) = µ∗(Ec).
Поскольку θ[b, c] – аддитивная функция промежутка [b, c], удовле-

творяющая двум доказанным выше оценкам сверху и снизу, имеем

θ[0, c] =
c∫
0

µ∗(Ea) da (по единственности интеграла Римана).

Итак, для всех положительных c справедливо равенство θ[0, c] =

θ̃[0, c]. Далее, с учетом счетной аддитивности мер θ и θ̃, получаем
θ[0,∞) = θ̃[0,∞). Однако, в этом и состоит доказываемое утвержде-
ние. �

Утверждение 2. Пусть E – монотонное положительное множе-
ство. Тогда (µ× λ)∗(E) = inf

f

∫
X
f dµ, где f > 0 – измеримые функции

на (X , µ), подграфики πf которых содержат E. (Под “подграфиком”
πf понимается множество X × {0} ∪ {(x, y) : x ∈ X , 0 < y < f(x)}.)

Доказательство. Так как для произвольной измеримой функции f ,
подграфик которой содержит E, справедлива оценка

∫
X
f dµ = (µ ×

λ)(πf ) > (µ×λ)∗(E), осталось доказать противоположное неравенство.
Не умаляя общности, считаем, что (µ× λ)∗(E) <∞. Разобьем про-

межуток [0,∞) на счетное число частей точками a0 = 0 < a1 <
. . . < an < . . . , где an → ∞ так, чтобы “левая риманова сумма”
∞∑
a=0

µ∗(Eai)(ai+1−ai) отличалась от
∞∫
0

µ∗(Ea) da менее, чем на заранее

заданное ε > 0. В самом деле, это можно сделать, так как функция
µ∗(Ea) интегрируема по Риману на каждом промежутке [N−1, N ], где
N ∈ N и точки ai можно выбрать на [N − 1, N ] так, чтобы соответ-

ствующая сумма отличалась от
N∫

N−1

µ∗(Ea) da менее, чем на ε
2N

.

Рассмотрим функцию f(x) =
∞∑
i=0

(ai+1 − ai)χẼai (x), где χ – харак-

теристическая функция и множества Ẽai монотонно убывают (a <

b =⇒ Ẽa ⊃ Ẽb). Пусть (x, y) ∈ E. Тогда y ∈ [ai, ai+1) для неко-
торого индекса i ∈ N ∪ {0} (так как y > 0 и ai −→

i→+∞
+∞). Значит,
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x ∈ Ey ⊂ Eai ⊂ Eaj для всех j 6 i. Отсюда, χ
Ẽaj

(x) = 1 при j 6 i,
f(x) >

∑
06j6i

(aj+1 − aj) = ai+1 > y. Таким образом, (x, y) ∈ πf .

Далее заметим, что функция f измерима и∫
X

f dµ =
∞∑
i=0

(ai+1 − ai)µ(Ẽai) =
∞∑
i=0

(ai+1 − ai)µ∗(Eai)

<

∫
X

µ∗(Ea) da+ ε = (µ× λ)∗(E) + ε.

В силу произвольности выбора ε > 0, имеем требуемое неравенство.
�

3.4. Верхний интеграл Лебега по пространству с σ-конечной
мерой. Пусть f : (X , µ) → [0,∞], πf – подграфик функции f . Тогда
E = πf ⊂ X × R – монотонное положительное множество. Положим∫ ∗
X

f dµ = (µ× λ)∗(E).

Теорема. Справедливы утверждения:

(1)
∫ ∗
X

f dµ =
∞∫ ∗

0

µ∗(f > a) da =
∞∫ ∗

0

µ∗(f > a) da;

(2)
∫ ∗
X

f dµ = inf
g>f

∫
X
g dµ (инфимум берется по измеримым функ-

циям);
(3) если 0 6 f1 6 f2 6 . . . и f(x) = lim

n→∞
fn(x), то

∫ ∗
X

f dµ =

lim
n→∞

∫ ∗
X

fn dµ (теорема Леви);

(4) если fn > 0 – произвольная последовательность функций, то∫ ∗
X

lim
n→∞

fn dµ 6 lim
n→∞

∫ ∗
X

fn dµ (теорема Фату);

(5)
∫ ∗
X

∞∑
n=1

fn dµ 6
∞∑
n=1

∫ ∗
X

fn dµ – счетная (и конечная) полуад-

дитивность при любых fn > 0.

Доказательство. (1) При E = πf множество f > a = {x ∈ X :
f(x) > a} и множество Ea = {x : (x, a) ∈ πf} совпадают как
определяющиеся одним и тем же условием при a 6= 0. Поэтому
первое равенство – другая запись утверждения 1 пункта 3.



ТЕОРЕМА ТИПА Л. АЛЬФОРСА ДЛЯ МЕР ХАУСДОРФА 229

Для доказательства второго равенства заметим, что

∞∫
0

µ∗(f > a) da = lim
δ→0

∞∫
δ

µ∗(f > a) da = lim
δ→0

∞∫
0

µ∗(f > a+ δ) da

> lim
δ→0

∞∫
0

µ∗(f > a+
δ

2
) da = lim

δ→0

∞∫
δ
2

µ∗(f > a) da =

∞∫
0

µ∗(f > a) da.

Обратное неравенство очевидно.
(2) Утверждение вытекает из утверждения 2 пункта 3, так как

πg ⊃ E ⇔ πg ⊃ πf ⇔ g > f .
(3) При нашем определении подграфика, имеем πfn ⊂ πfn+1

и

πf =
∞⋃
n=1

πfn . Отсюда по непрерывности функции (µ×λ)∗ сни-

зу получаем (µ × λ)∗(πf ) = lim
n→∞

(µ × λ)∗(πfn), что и является
доказываемым утверждением.

(4) Взяв в качестве f̃n(x) = inf
k>n

fk(x), по теореме Леви получим

∫ ∗
X

lim
n→∞

fn dµ =

∫ ∗
X

(
lim
n→∞

f̃n

)
dµ = lim

n→∞

∫ ∗
X

f̃n dµ

= lim
n→∞

∫ ∗
X

f̃n dµ 6 lim
n→∞

∫ ∗
X

fn dµ.

(5) Рассмотрим
∫ ∗
X

fn dµ <∞, число ε > 0 и измеримую функцию

f̃n > fn, такую, что
∫
X
f̃n dµ <

∫ ∗
X

fn dµ+ ε
2n . Получим

∫ ∗
X

∞∑
n=1

fn dµ 6
∫
X

∞∑
n=1

f̃n dµ =

∞∑
n=1

∫
X

f̃n dµ

6
∞∑
n=1

∫ ∗
X

fn dµ+

∞∑
n=1

ε

2n
=

 ∞∑
n=1

∫ ∗
X

fn dµ

+ ε.
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Это и означает требуемое, если верхние интегралы всех функ-
ций fn конечны. В противном случае, утверждение очевид-
но. �

§4. Вспомогательные утверждения

4.1. Лемма 1. Пусть ∆ ⊂ C. Рассмотрим функцию f , аналитиче-
скую на ∆. Обозначим через D ее риманову поверхность, а через ϕ –
обратную к f аналитическую функцию.

Пусть F ⊆ D, E = ϕ(F).
Мерой Хаусдорфа Λα,β множества F на римановой поверхности D

будем полагать сумму мер множеств Fj , где каждое Fj – пересечение
множества F с одним из листов (на каждом из которых Λα,β-мера
определена стандартно).

Лемма 1. При ранее оговоренных обозначениях, для α ∈ (1; 2] имеем

Λα,β(E) =

∫
F

|ϕ′(w)|α dΛα,β .

Доказательство. Зафиксируем ε > 0 и разобьем D на счетное число
областей Qj , каждая из которых ограничена кусочно-гладкой кривой
и однозначно проектируется на плоскость.

При этом разбиение будем выбирать таковым, чтобы при всех j ∈ N
и всех w1, w2 ∈ Qj было выполнено неравенство∣∣∣∣ϕ′(w1)

ϕ′(w2)

∣∣∣∣ < 1 + ε.

(Ясно, что мы всегда можем выбрать Qj таковыми, ведь если
diamQj → 0, то

∣∣∣ϕ′(w1)
ϕ′(w2)

∣∣∣→ 1 по непрерывности производной ϕ′).
Обозначим через Fj пересечение F ∩Qj ; Ej = ϕ(Fj).
В силу определения меры Λα,β на римановой поверхности и того,

что α > 1, имеем Λα,β(F) =
∑
j

Λα,β(Fj), Λα,β(E) =
∑
j

Λα,β(Ej) (усло-

вие α > 1 важно, так как оно делает несущественными слагаемые,
относящиеся к радиусам шаров, пересекающих более, чем одно множе-
ство; такие шары лежат вдоль кусочно-гладких границ областей Fj).
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Пусть wj – фиксированная точка множества Qj . Тогда при всех
w ∈ Qj имеем∣∣∣∣ϕ′(wj)ϕ′(w)

∣∣∣∣ < 1 + ε =⇒ 1

(1 + ε)α
|ϕ′(wj)|

α
< |ϕ′(w)|α

∣∣∣∣ ϕ′(w)

ϕ′(wj)

∣∣∣∣ < 1 + ε =⇒ |ϕ′(w)|α < (1 + ε)α |ϕ′(wj)|
α
.

Проинтегрируем цепочку неравенств

1

(1 + ε)α
|ϕ′(wj)|

α
< |ϕ′(w)|α < (1 + ε)α |ϕ′(wj)|

α

по мере Λα,β на множестве Fj :

1

(1 + ε)α
|ϕ′(wj)|

α
Λα,β(Fj) <

∫
Fj

|ϕ′(w)|α dΛα,β

< (1 + ε)α |ϕ′(wj)|
α

Λα,β(Fj). (5)

Пусть η, η1 > 0. Рассмотрим такое покрытие множества Fj круга-
ми {Kjm}m>1 с центрами в точках wjm и радиусами rjm < η, чтобы
выполнялось неравенство

∑
m

rαjm |ln rjm|β < inf

{∑
m

Rαjm |ln Rjm|β
}

+ η1, (6)

где Rjm – радиусы всевозможных круговых покрытий множества Fj
с условием Rjm < η, инфимум берется по этим покрытиям. Суще-
ствование такого покрытия обеспечено характеристическим свойством
инфимума.

Обозначим через Ljm образы кругов ϕ(Kjm); через zjm – образы
центров wjm.

Заметим, что Ljm содержится в круге с центром zjm радиуса
|ϕ′(wj)| (1 + ε)rjm.
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Действительно, воспользовавшись формулой Ньютона–Лейбница,
видим, что при всех w ∈ Kjm верна оценка

|ϕ(w)− ϕ(wjm)| =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

[wjmw]

ϕ′(w)dw

∣∣∣∣∣∣∣ 6
∫

[wjmw]

|ϕ′(w)| |dw|

<

∫
[wjmw]

(1 + ε) |ϕ′(wj)| |dw| < (1 + ε) |ϕ′(wj)| rjm.

Обозначим через a константу (1 + ε) |ϕ′(wj)|. Заметим, что мы мо-
жем подбирать радиусы покрытий так, чтобы выполнялось неравен-
ство |ln arjm|β < |ln rjm|β (1 + ε). Действительно,

|ln arjm|β = |ln a+ ln rjm|β = |ln rjm|β
∣∣∣∣1 +

ln a

ln rjm

∣∣∣∣β .
Применив обобщенное неравенство Бернулли, имеем

∣∣∣1 + ln a
ln rjm

∣∣∣β <
1 + β

∣∣∣ ln a
ln rjm

∣∣∣. При rjm → 0 имеем β
∣∣∣ ln a

ln rjm

∣∣∣ → 0. Стало быть, выбрав
достаточно малые rjm, мы получим неравенства∣∣∣∣1 +

ln a

ln rjm

∣∣∣∣β < 1 + β

∣∣∣∣ ln a

ln rjm

∣∣∣∣ < 1 + ε

и

|ln arjm|β = |ln rjm|β
∣∣∣∣1 +

ln a

ln rjm

∣∣∣∣β < |ln rjm|β (1 + ε).

Тогда

inf
ρjm<aη

∑
m

ραjm |ln ρjm|
β
<
∑
m

(arjm)α |ln arjm|β

<
∑
m

aαrαjm(1 + ε) |ln rjm|β = aα(1 + ε)α
∑
m

rαjm |ln rjm|β .

Воспользовавшись неравенством (6), имеем

aα(1+ε)α
∑
m

rαjm |ln rjm|β < aα(1+ε)α

(
inf

{∑
m

Rαjm |ln Rjm|β
}

+ η1

)
,

или, окончательно,

inf
ρjm<aη

∑
m

ραjm |ln ρjm|
β
< aα(1 + ε)α

(
inf

{∑
m

Rαjm |ln Rjm|β
}

+ η1

)
.
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Перейдя к пределу по η, η1 → 0, получаем неравенство

Λα,β(Ej) 6 (1 + ε)1+α |ϕ′(wj)|
α

Λα,β(Fj).
Тогда, воспользовавшись неравенством (5), получаем оценку

Λα,β(E) =
∑
j

Λα,β(Ej) 6 (1 + ε)1+α
∑
j

|ϕ′(wj)|
α

Λα,β(Fj)

< (1 + ε)1+2α
∑
j

∫
Fj

|ϕ′(w)|α dΛα,β = (1 + ε)1+2α

∫
F

|ϕ′(w)|α dΛα,β . (7)

Проведя аналогичные рассуждения, получим оценку с другой сто-
роны. (Для удобства, обнулим обозначения Kjm, rjm, zjm, η, η1, Ljm,
wjm, a.)

Пусть теперь Kjm – круги с центрами в точках zjm радиусов rjm <
η, покрывающие множество Ej , причем η > 0 настолько мало, что для
некоторого заранее зафиксированного η1 > 0 выполняется неравенство

Λα,β(Ej)− η1 <
∑
m

rαjm |ln rjm|β < Λα,β(Ej) + η1.

Тогда, обозначив Ljm = f(Kjm), мы заметим, что множества Ljm
содержатся в кругах с центрами wjm = f(zjm) радиусов 1+ε

|ϕ′(wj)|rjm.
Тогда, обозначив через a константу 1+ε

|ϕ′(wj)| , имеем

inf
ρjm<aη

∑
m

ραjm |ln ρjm|
β
<aα(1+ε)

∑
m

rαjm |ln rjm|
β
<aα(1+ε)(Λα,β(Ej)+η1).

Переходя в этом неравенстве к пределу при η, η1 → 0, получаем

Λα,β(Fj)6
(1 + ε)1+α

|ϕ′(wj)|α
Λα,β(Ej).

Тогда, вновь воспользовавшись неравенством (5), имеем

Λα,β(E) =
∑
j

Λα,β(Ej) >
1

(1 + ε)1+α

∑
j

|ϕ′(wj)|
α

Λα,β(Fj)

>
1

(1 + ε)1+2α

∑
j

∫
Fj

|ϕ′(w)|α dΛα,β =
1

(1 + ε)1+2α

∫
F

|ϕ′(w)|α dΛα,β .

Таким образом, в результате обоих рассуждений, получаем оценку
1

(1 + ε)1+2α

∫
F

|ϕ′(w)|α dΛα,β < Λα,β(E) < (1 + ε)1+2α

∫
F

|ϕ′(w)|α dΛα,β .
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Переходя в этих неравенствах к пределу по ε→ 0, получаем утвер-
ждение леммы. �

4.2. Лемма 2.

Лемма 2. Пусть F ⊆ D, Λα,β(F) < ∞. Пусть FR – часть множе-
ства F , проекция которой лежит на окружности |w| = R. Тогда
выполнено неравенство

∞∫ ∗
0

Λα,β(FR)λ(dR) 6 2Λα+1,β(FR).

Доказательство. Разобьем поверхность D на не более, чем счетное
число частей Q

(ν)
jm, которые однозначно проектируются на области-

сектора, определяемые неравенствами

Rj < |w| < Rj+1, ψm < | argw| < ψm+1;

Njm – кратность покрытияQjm (то есть каждая точка изQjm покрыта
Njm раз).

Из аддитивности интеграла Лебега мы понимаем, что достаточно
показать выполнение леммы для множества F ⊆ Qjm, что и предпо-
лагаем в дальнейшем.

Напомним обозначение

Λα,β(FR, ε) = inf

{∑
n

rαn |ln rn|β
}
,

где инфимум берется по всевозможным покрытиям множества FR кру-
гами Kn с радиусами rn < ε.

Пусть теперь {Kn}n∈N – покрытие множества F кругами радиусов
ρn < ε, для которого∑

n

ρα+1
n |ln ρn|β 6 Λα+1,β(F) + ε. (8)

Выделим из покрытия {Kn}n∈N круги, которые пересекаются с FR
не по пустому множеству. Обозначим через Λ

(ε)
α,β(F ,FR) сумму

Λ
(ε)
α,β(F ,FR) =

∑
Kn∩FR 6=∅

ραn |ln ρn|β .
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Так как выбранные круги образуют покрытие множества FR, вы-
полнено следующее неравенство (инфимум по множеству не превосхо-
дит его элемента):

Λα,β(FR, ε) 6 Λ
(ε)
α,β(F ,FR). (9)

Перейдем к нижнему пределу в последнем неравенстве при ε → 0.
При этом заметим, что (так как функция Λα,β(FR, ε) имеет предел при
ε→ 0), lim

ε→0
Λα,β(FR, ε) = lim

ε→0
Λα,β(FR, ε) = Λα,β(FR):

Λα,β(FR) 6 lim
ε→0

Λ
(ε)
α,β(F ,FR). (10)

Тогда
∞∫ ∗

0

Λα,β(FR)dλ 6

∞∫ ∗
0

lim
ε→0

Λ
(ε)
α,β(F ,FR)dλ 6 lim

ε→0

∞∫ ∗
0

Λ
(ε)
α,β(F ,FR)dλ

= lim
ε→0

∞∫
0

Λ
(ε)
α,β(F ,FR)dλ.

(Последнее неравенство выполнено по теореме Фату для верхнего ин-
теграла, доказанной нами ранее.)

Рассмотрим отдельно интеграл
∞∫
0

Λ
(ε)
α,β(F ,FR)dλ. Заметим, что мы

можем представить его в виде повторного.
Будем мыслить часть римановой поверхности, на которой располо-

жены круги Kn, как плоскость. Заметим тогда, что каждый круг Kn

(с учетом известного радиуса ρn) задается углом θn (аргумент центра
круга) и расстоянием a ∈ R от этого круга до начала координат (мож-
но считать, что a > 0). Сопоставим этой части римановой поверхности
полуполосу (0;∞)× (0; 2π). Заметим, что кругу Kn соответствует пря-
моугольник (a; a+ 2ρn)×

(
θn − arcsin ρn

a+ρn
; θn + arcsin ρn

a+ρn

)
.

Зафиксируем некоторый конкретный радиус R > 0. Для него в этом
прямоугольнике рассмотрим постоянную функцию k

(n)
R =

ραn| ln ρn|
β

2 arcsin ρn
a+ρn

.
Заметим, что для данного фиксированного R подынтегральная функ-
ция Λ

(ε)
α,β(F ,FR) равна сумме интегралов констант k(n)

R , умноженных
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на характеристические функции χ(n)
R (относительно полуполосы) пря-

моугольников, соответствующих кругам Kn:

Λ
(ε)
α,β(F ,FR) =

∑
Kn∩FR 6=∅

2π∫
0

χ
(n)
R · k(n)

R dθ =

2π∫
0

∑
Kn∩FR 6=∅

χ
(n)
R · k(n)

R dθ.

Тогда интересующий нас интеграл может быть выписан следующим
образом:

∞∫
0

Λ
(ε)
α,β(F ,FR)dλ =

∞∫
0

λ(dR)

2π∫
0

∑
Kn∩FR 6=∅

χ
(n)
R · k(n)

R dθ.

Сменим порядок интегрирования и рассмотрим внутренний инте-
грал

∞∫
0

∑
Kn∩FR 6=∅

χ
(n)
R · k(n)

R λ(dR) =
∑

Kn∩FR 6=∅

∞∫
0

χ
(n)
R · k(n)

R λ(dR).

При фиксированном θ для конкретного круга (прямоугольника) Kn

(считаем, что полупрямая y = θ пересекает прямоугольник Kn) полу-
чаем

∞∫
0

χ
(n)
R · k(n)

R λ(dR) = 2ρn ·
ραn| ln ρn|β

2 arcsin ρn
a+ρn

.

При взятии внешнего интеграла знаменатели у дробей сокращаются
и мы получаем сумму 2

∑
n
ρα+1
n |ln ρn|β . Таким образом, получаем

∞∫
0

Λ
(ε)
α,β(F ,FR)dλ 6 2

∑
n

ρα+1
n |ln ρn|β .

Причем, с учетом выбора покрытия Kn, видим, что

2
∑
n

ρα+1
n |ln ρn|β 6 2Λα+1,β(F) + ε.

Переходя к пределу по ε→ 0 в окончательном неравенстве
∞∫ ∗

0

Λα,β(FR)dλ 6 2Λα+1,β(F) + ε,

получаем утверждение леммы. �
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Следствие. Для каждого ε > 0 и для почти всех R > 0 имеем

Λα+1,β(TR,ε) <∞.

Доказательство. Возьмем множество Eδ точек E, удаленных от гра-
ницы области ∆ не менее, чем на δ, и пусть Fδ = f(Eδ). Функция |f ′|
ограничена в области Eδ, то есть существует положительное число
M > 0, для которого |f ′(z)| < M при всех z ∈ Eδ.

С учетом этого, перепишем лемму 1 для меры Λα+1,β(Fδ):

Λα+1,β(Fδ) =

∫
Eδ

|f ′(z)|α+1
dΛα+1,β 6M

α+1Λα+1,β(Eδ) <∞.

(Λα+1,β(Eδ) <∞ по предположению из условия теоремы.) �

§5. Основная теорема

Пусть z = ϕ(w) – функция, обратная к w = f(z). Воспользуемся
леммой 1 и интегральным неравенством Гёльдера:

Λα,β(lR,ε ∩ E) =

∫
TR,ε

|ϕ′(w)|αdΛα,β

6

 ∫
TR,ε

|ϕ′(w)|α+1dΛα,β


α
α+1

 ∫
TR,ε

dΛα,β


1

α+1

=

 ∫
TR,ε

|ϕ′(w)|α+1dΛα,β


α
α+1

Λ
1

α+1

α,β (TR,ε).

Разделим полученное неравенство на Λ
1

α+1

α,β (TR,ε) и возведем в сте-
пень α+1

α :

Λ
α+1
α

α,β (lR,ε ∩ E)

Λ
1
α

α,β(TR,ε)
6
∫
TR,ε

|ϕ′(w)|α+1dΛα,β . (11)

При ε → 0 область интегрирования TR,ε “увеличивается” и, стало
быть, правая часть неравенства монотонно возрастает и имеет конеч-
ный или бесконечный предел. Заметим, что этот же предел можно
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описать немного по-другому. Рассмотрим последовательность поверх-
ностей Dn, таких, что Dn ⊂ Dn+1, Dn ⊂ D и ∪

n
Dn = D. Тогда

lim
ε→0

∫
TR,ε

|ϕ′(w)|α+1dΛα,β = lim
n→∞

∫
Dn∩TR

|ϕ′(w)|α+1dΛα,β .

Возьмем последовательно в неравенстве (11) нижний предел и верх-
ний интеграл. При этом предел, полученный в правой части, перепи-
шем указанным способом:

∞∫ ∗
0

lim
ε→0

Λ
α+1
α

α,β (lR,ε ∩ E)

Λ
1
α

α,β(TR,ε)
dR 6

∞∫ ∗
0

(
lim
ε→0

∫
TR,ε

|ϕ′(w)|α+1dΛα,β

)
dR

=

∞∫ ∗
0

(
lim
n→∞

∫
Dn∩TR

|ϕ′(w)|α+1dΛα,β

)
dR 6 lim

n→∞

∞∫ ∗
0

( ∫
Dn∩TR

|ϕ′(w)|α+1dΛα,β

)
dR6 . . .

(12)
Положим TR,n = Dn ∩TR. Разобьем множество Dn на не более, чем

счетное число кусков Q(ν)
jm, ν 6 Njm. При этом потребуем, чтобы для

любых w1, w2 ∈ Q(ν)
jm и для заранее определенного η > 0 выполнялось

неравенство
∣∣∣ϕ′(w1)
ϕ′(w2)

∣∣∣ < 1 + η. Пусть F (ν)
jm = F ∩Q(ν)

jm. Характеристиче-

скую функцию множества Q(ν)
jm на Dn обозначим через χ(ν)

jm. С учетом
соотношений E

(ν)
jm = ϕ(F (ν)

jm ), ψ
(ν)
jm = χ

(ν)
jm|ϕ′|α+1, можем переписать

интеграл под пределом:

. . . 6

∞∫ ∗
0

(. . .)dR =
∑
j

Rj+1∫ ∗
Rj

(. . .)λ(dR)

=
∑
j

Rj+1∫ ∗
Rj

 ∫
TR,n

∑
m

∑
ν6Njm

ψ
(ν)
jm(w)

 dΛα,β

λ(dR) 6 . . . (13)

Внесем интегралы под знаки сумм:

. . . 6
∑
j

Rj+1∫ ∗
Rj

∑
m

∑
ν6Njm

∫
TR,n

ψ
(ν)
jm(w)dΛα,β

λ(dR)
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6
∑
j

∑
m

∑
ν6Njm

Rj+1∫ ∗
Rj

 ∫
TR,n

ψ
(ν)
jm(w)dΛα,β

λ(dR) 6 . . . (14)

В каждом множестве Q(ν)
jm выберем точку w(ν)

jm. В силу выполнения
условия на разбиение {Q(ν)

jm} и очевидного неравенства ψ(ν)
jm 6 |ϕ′|

α+1

(на Dn), имеем (на Q(ν)
jm) неравенство∫

TR,n

ψ
(ν)
jm(w)dΛα,β 6 (1 + η)α+1

∣∣∣ϕ′ (w(ν)
jm

)∣∣∣α+1

Λα,β

(
TR,n ∩Q(ν)

jm

)
.

Применим его и продолжим раскрывать строку (14):

. . . 6
∑
j

∑
m

∑
ν6Njm

(1+η)α+1
∣∣∣ϕ′ (w(ν)

jm

)∣∣∣α+1

Rj+1∫ ∗
Rj

(
Λα,β

(
TR,n ∩Q(ν)

jm

))
dR 6 . . .

(15)

С учетом соотношений TR,n ∩Q(ν)
jm = F ∩Q(ν)

jm = F (ν)
jm , леммы 2 и (во

втором неравенстве) леммы 1, примененной к Λα+1,β

(
F (ν)
jm

)
, имеем

. . . 6 2(1 + η)α+1
∑
j

∑
m

∑
ν6Njm

∣∣∣ϕ′ (w(ν)
jm

)∣∣∣α+1

Λα+1,β

(
F (ν)
jm

)
6 . . . (16)

Запишем∣∣∣ϕ′ (w(ν)
jm

)∣∣∣α+1

Λα+1,β

(
F (ν)
jm

)
=

∫
F(ν)
jm

∣∣∣ϕ′ (w(ν)
jm

)∣∣∣α+1

dΛα+1,β

и еще раз применим условие на разбиение {Q(ν)
jm}:∫

F(ν)
jm

∣∣∣ϕ′ (w(ν)
jm

)∣∣∣α+1

dΛα+1,β 6 (1 + η)1+α

∫
F(ν)
jm

|ϕ′(w)|α+1
dΛα+1,β .

С учетом этого,

. . . 6 2(1 + η)2+2α
∑
j

∑
m

∑
ν6Njm

∫
F(ν)
jm

|ϕ′(w)|α+1
dΛα+1,β 6 . . . (17)
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Мы свели все к сумме интегралов по областям F (ν)
jm , составляющим

разбиение области Dn. Таким образом, применяя лемму 1, имеем

. . . 6 2(1 + η)2+2α
∑
j

∑
m

∑
ν6Njm

∫
F(ν)
jm

|ϕ′(w)|α+1
dΛα+1,β

= 2(1 + η)2+2αΛα+1,β (E ∩ ϕ(Dn))

6 2(1 + η)2+2αΛα+1,β(E). (18)

Устремляя в неравенстве

∞∫ ∗
0

lim
ε→0

Λ
α+1
α

α,β (lR,ε ∩ E)

Λ
1
α

α,β(TR,ε)
λ(dR) 6 2(1 + η)2+2αΛα+1,β(E)

η → 0, получаем утверждение теоремы.
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Florinskiy A. A., Fofanov K. A., Shirokov N. A. Ahlfors-type theorem
for Hausdorff measures.

Suppose that ∆ ⊂ C is a domain, a function f is analytic in ∆, D =
f(∆) is viewed as a Riemann surface. We put lR = {z ∈ ∆ : |f(z)| = R}.
Let E ⊂ ∆ be a closed set. Put hα,β(r) = rα| ln r|β , 0 < α < 1, 0 < β <
1. Let Λα,β(·), Λα+1,β(·) be the Hausdorff measures with respect to the
functions hα,β , hα+1,β . Assume that Λα+1,β(E) < ∞. We introduce the
sets lR,ε = {z ∈ lR : dist(z, ∂∆) > ε, |z| 6 1

ε} and TR,ε = f(lR,ε ∩ E),
TR,ε ⊂ D. Put

Gε(R) =


0 if Λα,β(TR,ε) = 0 or Λα,β(TR,ε) =∞,
Λ

1+α
α

α,β (E∩lR,ε)

Λ
1
α
α,β(TR,ε)

if 0 < Λα,β(TR,ε) <∞.



ТЕОРЕМА ТИПА Л. АЛЬФОРСА ДЛЯ МЕР ХАУСДОРФА 241

We define the upper Lebesgue integral
∞∫ ∗

0

g dm for a function g, g(x)>0,

x > 0 in the following way: let U(y)
def
= {x > 0 : g(x) > y}, H(y) =

m∗U(y). Then we put
∞∫ ∗

0

g dm def
=
∞∫
0

H(y)dy.

We prove the following result.
Theorem. The condition Λα,β(TR,ε) <∞ is fulfilled for almost all R with
respect to the 1-Lebesgue measure and

∞∫ ∗
0

lim
ε→+0

Gε(R)dR 6 2Λ1+α,β(E).
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