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§1. Введение

В работах [1, 2] Б. Я. Левин определил несколько важных клас-
сов субгармонических на всей комплексной плоскости функций. Ма-
жоранты в каждом таком классе обладают важными свойствами, их
применение оказалось очень полезным в спектральной теории диффе-
ренциальных операторов ([3–5]).

В задачах приближения целыми функциями экспоненциального ти-
па функций, определённых на счётном множестве дизъюнктных отрез-
ков, мажоранта Б. Я. Левина использовалась в качестве шкалы ско-
рости приближения в зависимости от типа функции ([6–8]). Поэтому
в дальнейшем эту мажоранту будем называть функцией Б. Я. Левина
для совокупности отрезков – определение ниже.

Теория Б. Я. Левина при её приложении без дополнительных рас-
суждений позволяла изучать задачу аппроксимации для соизмеримых
по длине отрезков вещественной прямой с соизмеримыми расстояни-
ями между соседними отрезками. Поскольку функция Б. Я. Левина
существует для гораздо более широкого множества счётных совокуп-
ностей отрезков вещественной прямой, для задач аппроксимации су-
щественно изучить её поведение в окрестностях отрезков из совокуп-
ностей, в которых отрезки не соизмеримы по длине. В данной работе
мы предъявляем некоторые множества отрезков вещественной пря-
мой, длина которых стремится к нулю при приближении отрезка к
бесконечности, и для функции Б. Я. Левина, связанной с такой со-
вокупностью отрезков, выясняем её поведение в окрестности каждого
отрезка.

Ключевые слова: субгармонические функции, мажоранты, функция Б. Я. Ле-
вина.

Исследования второго автора выполнены за счёт гранта Российского научного
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§2. Основные определения и формулировки

Пусть ak < bk < ak+1, k ∈ Z, Ik
def
= [ak, bk], Jk

def
= [bk, ak+1], E =⋃

k∈Z
Jk. На числа ak, bk наложим следующие условия:

a) a0 = −1, b0 = 1, a1 = 2no
def
= C, n0 > 1, b−1 = −2n0 ;

b) для всех n > n0 существуют k = k(n) такое, что ak = 2n, и
l = l(n), такое что −2n = bl;

c) если [ak, bk] ⊂ [2m, 2m+1] или [ak, bk] ⊂ [−2m+1,−2m], то bk − ak =
2−mα, α > 0;

d) существует постоянная c1 > 1 такая, что, если Jk ⊂ [2m, 2m+1]
или Jk ⊂ [−2m+1,−2m], то C · 2−mα 6 ak+1 − bk 6 c1 · C · 2−mα.

Пусть σ > 0. В работах Б. Я. Левина (см. [1, 2]) с множеством
E, на которое накладываются некоторые условия, связывается функ-
ция, которую мы далее обозначаем через fE,σ(z) и называем функцией
Б. Я. Левина. Условия, накладываемые на промежутки Ik и Jk в на-
стоящей работе, гарантируют существование функции fE,σ(z): см. [2],
теорема 3.8.

Функция fE,σ(z) обладает следующими свойствами:
1. fE,σ(z) субгармонична на всей комплексной плоскости C и гар-

моническая в C \ E;
2. fE,σ(z) = 0, если x ∈ E; fE,σ(z) > 0, z ∈ C \ E;

3. lim
z→∞

fE,σ(z)

|z|
= σ, fE,σ(z) = fE,σ(z);

4. для любой функции g, субгармонической на всей комплексной

плоскости C, удовлетворяющей условиям g(x) 6 0, x ∈ E, и lim
z→∞

g(z)

|z|
6

σ, справедливо соотношение g(z) 6 fE,σ(z), z ∈ C.
Пусть Mk = max

x∈Ik
fE,σ(x), |Ik| = bk − ak, k ∈ Z.

Теорема 1. Существует постоянная c0 = c0(α) такая, что при C >
c0 справедливо соотношение

Mk 6 6σ|Ik|, k ∈ Z. (1)

Для t > 0 положим Lt
def
= {z ∈ C : fE,1(z) = t}, ρt(z)

def
= dist(z, Lt).

Пусть ξk = 1
2 (bk + ak+1), |Jk| = ak+1 − bk, lk = 1

2 |Jk|, k ∈ Z.

Теорема 2. Пусть C удовлетворяет условиям теоремы 1. Суще-
ствуют постоянные cj , cj ′(j = 2, 3) и c∗4 такие что при x ∈ Jk, 0 <
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t 6 c∗4|Ik|, k ∈ Z, имеются оценки

c2

(√
l2k − (x− ξk)2 + t

)
· t

|Ik|
6 ρt(x) 6 c3

(√
l2k − (x− ξk)2 + t

)
· t

|Ik|
,

(2)
а при x ∈ Jk и c∗4|Ik| < t 6 1 выполнено

c2′ · t 6 ρt(x) 6 c3′ · t. (2′)

§3. Доказательство теоремы 1

Обозначим через Sk окружность

Sk =

{
z :

∣∣∣∣z − ak + bk
2

∣∣∣∣ =
1

2
|Ik|
}
, k ∈ Z.

Положим

ϕk(z)
def
=

1

π

bk∫
ak

|y|
(x− t)2 + y2

dt, z = x+ iy, (3)

ϕkn(z)
def
= max

z∈Sn
ϕk(z). (4)

Лемма 1. Можно выбрать постоянную c0 = c0(α) так, что при
C > c0 с некоторой постоянной Q, 12 < Q < 1, справедливы следующие
соотношения: ∑

k∈Z
ϕkn 6 Q, (5)

∑
k∈Z

ϕkn|Ik| 6 Q|In|. (6)

Лемму 1 докажем позднее с Q = 11
12 , а сейчас предположим, что

оценки (5) и (6) выполнены.
Обозначим для краткости f(z) = fE,σ(z). Как следует из теоре-

мы 1.6 в [1], для функции f справедливо представление

f(z) =
1

π

∫
R

|y|f(t)

(t− x)2 + y2
dt+ σ|y|, z = x+ iy, y 6= 0. (7)

Определим функцию f∗ следующим образом:

f∗(x) =

{
Mk, x ∈ Ik \ E, k ∈ Z,
0, x ∈ E.

(8)
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Положим также

F (z) =
1

π

∫
R

|y|f∗(t)
(t− x)2 + y2

dt, z = x+ iy, y 6= 0. (9)

χIk(x) =

{
1, x ∈ Ik,
0, x ∈ R \ Ik,

(10)

χ(x) =
∑
k∈Z

χIk(x). (11)

Из (10) и (3) находим, что

ϕk(z) =
1

π

∫
R

|y|χIk(t)

(t− x)2 + y2
dt. (12)

Формулы (7), (8), (9) влекут соотношение

f(z) 6 F (z) + σ|y|, z ∈ C \ R. (13)

Пусть точка x∗n ∈ (an, bn) такая, что f(x∗n) = Mn. Функция f непре-
рывна в C (см. [2]) и гармонична в C \ E (см. [1]), поэтому в круге,
ограниченном окружностью Sn, к функции f можно применить фор-
мулу Пуассона. Положим xn = an+bn

2 , rn = 1
2 |In|. Тогда

f(x∗n) =
1

2π

π∫
−π

f(xn + rne
iθ)

(r2n − (x∗n − xn)2)

r2n ± 2rn|x∗n − xn| cos θ + (x∗n − xn)2
dθ,

(14)
где в (14) выбираем знак +, если x∗n < xn, и знак −, если x∗n > xn.

Пусть z 6∈ R. Тогда ϕk(z) = 1
π ·(угол в точке z треугольника с вер-

шинами z, ak, bk), поэтому при z ∈ Sn \ R имеем ϕn(z) = 1
π ·

π
2 = 1

2 .
Определим функцию Fn из равенства

F (z) = Mnϕn(z) + Fn(z), z ∈ C \ R. (15)
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Тогда имеем соотношения

1

2π

π∫
−π

F (xn + rne
iθ)

r2n − (x∗n − xn)2

r2n ± 2rn|x∗n − xn| cos θ + (x∗n − xn)2
dθ

=
1

2π

π∫
−π

Mnϕn(xn + rne
iθ)

r2n − (x∗n − xn)2

r2n ± 2rn|x∗n − xn| cos θ + (x∗n − xn)2
dθ

+
1

2π

π∫
−π

Fn(xn + rne
iθ)

r2n − (x∗n − xn)2

r2n ± 2rn|x∗n − xn| cos θ + (x∗n − xn)2
dθ

=
1

2
Mn+

1

2π

π∫
−π

Fn(xn+ rne
iθ)

r2n − (x∗n − xn)2

r2n ± 2rn|x∗n − xn| cos θ + (x∗n − xn)2
dθ.

(16)

Из определений (8), (9), (10), (15) получаем соотношение

Fn(z) =
∑
k 6=n

Mkϕk(z), (17)

тогда при z ∈ Sn из (15), (16), (17) находим, что

1

2π

π∫
−π

F (xn + rne
iθ)

r2n − (x∗n − xn)2

r2n ± 2rn|x∗n − xn| cos θ + (x∗n − xn)2
dθ

6
1

2
Mn +

∑
k 6=n

ϕknMk. (18)

Так как

1

2π

π∫
−π

σrn| sin θ| ·
r2n − (x∗n − xn)2

r2n ± 2rn|x∗n − xn| cos θ + (x∗n − xn)2
dθ 6 σrn =

1

2
σ|In|,

(19)
то (13), (14), (18) и (19) влекут неравенство

Mn 6
1

2
Mn +

∑
k 6=n

ϕknMk +
1

2
σ|In|. (20)
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Положим M = {Mn}n∈Z, имеем ϕnn = 1
2 , пусть

Σ =

{
1

2
σ|In|

}
n∈Z

, BM = {(BM)n}n∈Z, (BM)n =
∑
k∈Z

ϕknMk. (21)

Будем считать, что для последовательностей Γ = {γn}n∈Z и ∆ =
{δn}n∈Z соотношение Γ 6 ∆ означает, что γn 6 δn для любого n ∈ Z.
Тогда соотношения (20) и (21) можно переписать в виде

M 6 BM + Σ. (22)

Поскольку ϕkn > 0, k, n ∈ Z, соотношение (22) можно итерировать.
Получаем следующее:

M 6 BLM +BL−1Σ + ...+BΣ + Σ, L ∈ N. (23)

Положим
BL

def
=
{
ϕ
(L)
kn

}
k,n∈Z

, L > 2. (24)

Вычисляя B2M = B(BM), находим, что

ϕ
(2)
kn =

∑
ν∈Z

ϕkνϕνn; (25)

(BL+1M)n = (B(BLM))n =
∑
ν∈Z

ϕνn(BLM)ν =
∑
ν∈Z

ϕνn
∑
k∈Z

ϕ
(L)
kν Mk

=
∑
k∈Z

Mk

∑
ν∈Z

ϕνnϕ
(L)
kn =

∑
k∈Z

ϕ
(L+1)
kn Mk,

тогда
ϕ
(L+1)
kn =

∑
ν∈Z

ϕ
(L)
kν ϕνn. (26)

По лемме 1 для любого n ∈ Z имеем∑
k∈Z

ϕkn 6 Q, Q < 1,

поэтому при любом n из (25) получаем∑
k∈Z

ϕ
(2)
kn =

∑
k

∑
ν

ϕkνϕνn =
∑
ν

∑
k

ϕkνϕνn

=
∑
ν

ϕνn
∑
k

ϕkν 6
∑
ν

ϕνn ·Q 6 Q2. (27′)
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Предположим, что
∑
k

ϕ
(L)
kn 6 QL для любого n ∈ Z. Тогда равенство

(26) влечёт∑
k∈Z

ϕ
(L+1)
kn =

∑
k

∑
ν

ϕ
(L)
kν ϕνn =

∑
ν

∑
k

ϕ
(L)
kν ϕνn

=
∑
ν

ϕνn
∑
k

ϕ
(L)
kν 6

∑
ν

ϕνn ·QL 6 QL+1. (27)

Множество E, построенное в данной работе, удовлетворяет условиям
теоремы 3.8 из [2], поэтому существует постоянная M̃ = M̃(C, c1, α)

такая, что Mk 6 M̃σ для k ∈ Z. Тогда соотношение (27) влечёт оценку

(BL+1M)n =
∑
k∈Z

ϕ
(L+1)
kn Mk 6 M̃σ

∑
k∈Z

ϕ
(L+1)
kn 6 M̃σQL+1. (28)

Тогда (23) и (28) влекут соотношение

M 6 Σ +

∞∑
L=1

BLΣ. (29)

Применим формулу (6) леммы 1. Тогда находим, что

(BΣ)n =
∑
k∈Z

ϕkn ·
1

2
σ|Ik| 6

1

2
σQ|In|. (30)

Учитывая (26), (27′) и (27) получаем, что при L > 1 верны равенства

(BLΣ)n =
∑
k∈Z

ϕ
(L)
kn ·

1

2
σ|Ik| =

∑
k

(
∑
ν

ϕ
(L−1)
kν ϕνn) · 1

2
σ|Ik|

=
∑
ν

∑
k

ϕ
(L−1)
kν ϕνn ·

1

2
σ|Ik|

=
∑
ν

ϕνn
∑
k

ϕ
(L−1)
kν

1

2
σ|Ik|. (31)

Предположим по индукции, что∑
k

ϕ
(L−1)
kν |Ik| 6 QL−1|Iν | (32)

для любого ν ∈ Z, тогда формулы (31) и (32) влекут

(BLΣ)n 6
∑
ν∈Z

ϕνn ·QL−1 ·
1

2
σ|Iν | 6

1

2
σQL|In|. (33)
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Проведем индуктивный шаг для соотношения (32). Применяя нера-
венства (27) и (6), получаем∑

k

ϕ
(L)
kν |Ik| =

∑
k

|Ik|
∑
n

ϕ
(L−1)
kn ϕnν =

∑
n

ϕnν
∑
k

ϕ
(L−1)
kn |Ik|

6
∑
n

ϕnνQ
L−1|In| 6 QL|Iν |.

Индукционный переход установлен.
Соотношения (30) и (33) могут быть записаны в виде

BLΣ 6 QLΣ, L > 1. (34)

Теперь формулы (29) и (34) влекут

M 6

( ∞∑
L=0

QL

)
Σ =

1

1−Q
Σ. (35)

Соотношение (35) доказывает теорему 1.

§4. Доказательство леммы 1

Прежде всего заметим, что при B < A < −h < 0, h 6 1
2 (1 −

1√
2
)|A|, 0 < x < π имеем

1

π

A∫
B

h sinx

(t− h cosx)2 + h2 sin2 x
dt

<
1

π
(A−B)h sinx

1

(A+ h| cosx|)2 + h2 sin2 x

<
1

π

|A−B|h
(|A| − h)2

6
2

π

|A−B|h
A2

. (36′)

Производя в (36′) замену t1 = ±t+ xk, получаем оценки для функции
ϕk(z) при z ∈ Sn, k 6= n, которые будем использовать далее, полагая
hk = |Ik| :

ϕkn <
1

π

hkhn
(|xk − xn| − hk − hn)2

<
2

π

hkhn
(xk − xn)2

. (36)

Выберем q0 <
1
24 и будем рассматривать вначале частные случаи оце-

нок (5) и (6).
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4.1. Оценка для ϕ01|I0|. Имеем |I0| = 2, |I1| = 2−n0α = C−α.
Дальнейшие требования покажут, что n0 > 2. Применение неравен-

ства (36) даёт соотношение

ϕ01|I0| <
2

π
· 2 · 2−n0α · 2

(2n0 − 1)2
=

8

π(C − 1)2
· 1

Cα
.

Выберем C из условия

8

π

1

(C − 1)2
1

Cα
6 q0

1

Cα
,

8

π

1

(C − 1)2
6 q0,

тогда ϕ01|I0| 6 q0|I1|.

4.2. Оценка для ϕ1k, ϕk1, Ik ⊂ [2n0 , 2n0+1], k > 1. По построению
множества E получаем соотношение xk−x1 > (k−1)Ch1+2h1, поэтому
неравенство (36) влечёт оценку

ϕ1k <
2

π

h21
((k − 1)Ch1)2

=
2

π

1

(k − 1)2C2
.

Наложим на C ограничение

2

π

∞∑
k=2

1

(k − 1)2C2
=

2

π
· π

2

6
· 1

C2
=
π

3
· 1

C2
6 q0,

тогда ∑
k>1, Ik⊂[2n0 ,2n0+1]

ϕ1k < q0.

В условиях п. 4.2 имеем ϕ1k = ϕk1, k > 1, поэтому∑
k>1, Ik⊂[2n0 ,2n0+1]

ϕk1 < q0.

4.3. Оценка для ϕk1, Ik ⊂ [2n0+1, 2n0+l+1], l > 1.
Для Im ⊂ [2n0+l, 2n0+l+1], Ik ⊂ [2n0+l, 2n0+l+1] имеем по построению

множества E соотношение hm = |Im| = |Ik| = hk = 2−(n0+l)α. Фик-
сируем какое-нибудь m для обозначения через hm длины каждого из
промежутков Ik. Пусть Nl+n0

– количество промежутков Ik. Так как
справа от каждого Ik находится промежуток Jk длины не менее C|Ik|,

то Nl+n0 6
2n0+l

(C + 1)hm
. Далее, неравенство xk − x1 > 2n0+l − 1

2h1 и
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оценка (36) влекут

ϕk1 6
2

π

h1hm

(2n0+l − 1
2h1)2

,
∑

Ik⊂[2n0+l,2n0+l+1]

ϕk1 <
2

π

h1hm

(2n0+l − 1
2h1)2

Nl

<
2

π

2n0+l

(C + 1)hm
· h1hm

(2n0+l − 1
2h1)2

=
2

π

1

Cα(C + 1)
· 2n0+l

(2n0+l − 1
2h1)2

,

отсюда получаем оценку
∞∑
l=1

∑
Ik⊂[2n0+l,2n0+l+1]

ϕk1 <
2

π

1

Cα(C + 1)
·
∞∑
l=1

2n0+l

(2n0+l − 1
2h1)2

.

Наложим на C условие

2

π

1

Cα(C + 1)
·
∞∑
l=1

2lC

(2lC − 1
2h1)2

6 q0,

тогда ∑
ak>2n0+l+1

ϕk1 6 q0.

4.4. Пусть am = 2n0+l, l > 1.
Оценим величину

ϕkm|Ik|, Ik ⊂ [2n0+l−1, 2n0+l], k = m− 1, . . . ,m−Nl−1;

hk = 2−(n0+l−1)α = 2α2−(n0+l)α = 2αhm :

Nl−1 6
2n0+l−1

(C + 1)hk
=

2n0+l−1−α

(C + 1)hm
,

xm − xk > (m− k)Chk −
1

2
hk = (m− k)2αChm −

1

2
· 2αhm,

из (36) находим, что

ϕkm|Ik| <
2

π

hkhm · hk
((m− k)2αChm − 1

22αhm)2
=

21−α

π

hm · 2α

((m− k)C − 1
2 )2

,

поэтому ∑
Ik⊂[2n0+l−1,2n0+l]

ϕkm|Ik| < hm ·
2

π
·
m−l−1∑
k=m−1

1

((m− k)C − 1
2 )2

.
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Выберем C так, чтобы выполнялось соотношение

2

π

∞∑
ν=1

1

(Cν − 1
2 )2
6 q0,

тогда ∑
Ik⊂[2n0+l−1,2n0+l]

ϕkm|Ik| < q0|Im|.

4.5. Пусть am = 2n0+l, l > 2, Ik ⊂ [2n−1, 2n], тогда

hk = 2−(n−1)α = 2−(n0+l)α · 2(n0+l−n+1)α = hm · 2(n0+l−n+1)α,

xm − xk >
1

2
· 2n0+l, ϕkm|Ik| 6

2

π
· h

2
m · 2(n0+l−n+1)α

( 1
2 · 2n0+l)2

· hm · 2(n0+l−n+1)α,

Nn−1 6
2n−1

(C + 1)hk
=

2n−1

(C + 1)hm · 2(n0+l−n+1)α
,

∑
Ik⊂[2n−1,2n]

ϕkm|Ik| 6
8

π
· h2m
C + 1

· 2n−1 · 2(n0+l−n+1)α

22(n0+l)

=
8

π
· hm
C + 1

· 2(n−1)(1−α)

22(n0+α)
,

n0+l−1∑
n=1

∑
Ik⊂[2n−1,2n]

ϕkm|Ik| 6
8

π
· hm
C + 1

· 1

22(n0+l)

n0+l−1∑
n=1

2(n−1)(1−α)

6
8

π
· hm
C + 1

· 1

22(n0+α)
· b(n0 + l, α), (37)

где для выражения b(n0 + l, α) в (37) получается выражение

b(n0 + l, α) =


22(n0+l−α) = 22(l−2)(1−α)C1−α, если 0 < α < 1,

n0 + l − 2 = logC
log 2 + l − 2, если α = 1,

1

1− 21−α
, если α > 1.

(38)

Соотношения (37) и (38) показывают, что можно выбрать C > c0 так,
чтобы выполнилось соотношение

8

π

1

C + 1
· 1

2(n0+l)
b(n0 + l, α) =

8

π

1

(C + 1)C2
· b(n0 + l, α)

22l
6 q0,
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тогда
n0+l−1∑
n=1

∑
Ik⊂[2n−1,2n]

ϕkm|Ik| 6 q0|Im|. (39)

4.6. Случай am = 2n0+l, l > 0, Ik ⊂ [2n−l, 2n], n− 1 > n0 + l + 1.
Тогда

hk = hm · 2(n0+l−n+1)α, xn − xm > 2n−2 − 1,

ϕkm 6
2

π
· h

2
m · 2(n0+l−n+1)α

(2n−2 − 1)2
,

Nn−1 6
2n−1

(C + 1)hk
=

2n−1

(C + 1)hm · 2(n0+l−n+1)α
,

∑
Ik⊂[2n−1,2n]

ϕkm 6
h2m · 2(n0+l−n+1)α

(2n−2 − 1)2
· 2n−1

(C + 1)hm · 2(n0+l−n+1)α

=
2

π

hm
C + 1

· 2n−1

(2n−2 − 1)2
=

2

π

2−lα

Cα(C + 1)
· 2n−1

(2n−2 − 1)2
,

∞∑
n=n0+l+2

∑
Ik⊂[2n−1,2n]

ϕkm 6
2

π

2−lα

Cα(C + 1)

∞∑
n=n0+l+2

2n−1

(2n−2 − 1)2
. (40)

Наложим на C условие

2

π

1

Cα(C + 1)

∞∑
n=n0+l+2

2n−1

(2n−2 − 1)2
6 q0,

в этом случае формула (40) влечет, что при любом l > 0, am = 2n0+l

выполняется соотношение ∑
k: ak>2n0+l+1

ϕkm 6 q0.

4.7. Случай am+1 = 2n0+l, l 6 1, Ik ⊂ [2n0+l, 2n0+l+1].
Тогда

hm = 2−α(n0+l−1), hk = 2−α(n0+l) = 2−αhm,

xk − xm > Chm + (k −m− 1)C2αhm +
1

2
2−αhm,
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ϕkm 6
2

π
· h2m2−α

h2m(C(1 + (k −m− 1)2−α) + 2α−1)2

=
2

π
· 2−α

(C(1 + (k −m− 1)2−α) + 2α−1)2
,

∑
Ik⊂[2n0+l,2n0+l+1]

ϕkm <
21−α

π

∞∑
ν=0

1

(Cν2−α + 2α−1)2
.

Накладываем на C условие

21−α

π

∞∑
ν=0

1

(Cν2−α + 2α−1)2
6 q0,

тогда ∑
Ik⊂[2n0+l,2n0+l+1]

ϕkm 6 q0.

Рассуждая аналогично п. 4.6, при уже наложенных на C ранее огра-
ничениях, получим оценку ∑

ak>2n0+l+1

ϕkm 6 q0.

4.8. Окончание доказательства леммы 1. Не умаляя общности,
полагаем n > 0 в (5) и (6) . Рассуждая как при оценках в п. 4.2 и 4.3,
получим соотношения∑

Ik⊂[2n0 ,2n0+1]

ϕk0 6 q0,
∑

Ik⊂[2n0+1,∞)

ϕk0 6 q0,

аналогично находим, что∑
Ik⊂[−2n0+1,−2n0 ]

ϕk0 6 q0,
∑

Ik⊂(−∞,−2n0+1]

ϕk0 6 q0.

Поскольку ϕ00 = 1
2 , имеем оценку∑
k∈Z

ϕk0 6
1

2
+ 4q0 <

1

2
+

1

6
<

11

12
. (41)

Соотношение (41) даёт соотношение (5) для n = 0. Так как при k 6= 0
имеем |Ik| < |I0|, то (41) влечёт (6) для n = 0.

Пусть теперь n > 1. Построение множества E показывает, что при
m > n > 1 выполнено соотношение |In| > |Im|, поэтому оценки в
пп. 4.4, 4.5 влекут аналогичные неравенства для

∑
k>0

ϕkn (А), а оценки
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в пп. 4.2, 4.3, 4.6 дают соответствующие оценки для
∑
k>0

ϕkn|Ik| (В). В

суммах (А) и (В) имеются в виду те индексы k, которые фигурировали
в соответствующих пунктах. Далее, если в каком-то пункте рассмат-
ривалась сумма

∑
Ik⊂[2m,2m+1]

ϕkn|Ik| (C) или
∑

Ik⊂[2m,2m+1]

ϕkn (D), то при

n > 1 оценка (36), применяемая в п. 4.1–4.7, показывает, что для сумм∑
Ik⊂[−2m+1,−2m]

ϕkn|Ik| (C1) или
∑

Ik⊂[−2m+1,−2m]

ϕkn (D1) справедливы те

же оценки, что соответственно для сумм (С) и (D). Отметим также,
что при an = 2m, m > n0, сумма

∑
Ik⊂[2m,2m+1]

ϕkn оценивается так, как

в п. 4.2 оценивалась величина
∑

Ik⊂[2n0 ,2n0+1]

ϕk1.

Пусть теперь an = 2m, m > n0. В соответствии с п. 4.1–4.6 и при-
ведёнными выше замечаниями, получаем оценки∑

k∈Z
ϕkn = ϕnn +

∑
Ik⊂[2m,2m+1], k 6=n

ϕkn +
∑

Ik⊂[2m+1,∞)

ϕkn

+
∑

Ik⊂[2m−1,2m]

ϕkn +
∑

Ik⊂[−1,2m−1]

ϕkn

+
∑

Ik⊂[−2m+1,−2m]

ϕkn +
∑

Ik⊂[−∞,−2m+1]

ϕkn

+
∑

Ik⊂[−2m,−2m−1]

ϕkn +
∑

Ik⊂[−2m−1,−1]

ϕkn

6
1

2
+ 8q0 <

1

2
+

1

3
<

11

12
. (42)

Разбивая сумму по всем k ∈ Z так же, как в (42), получим соотношение

∑
k∈Z

ϕkn|Ik| 6
5

6
|In|. (43)

Оценки (42) и (43) дают (5) и (6) для рассматриваемого n. Предполо-
жим теперь, что an 6= 2m, m ∈ N, пусть 2m < an < 2m+1. Разобъём
суммы

∑
k∈Z

ϕkn и
∑
k∈Z

ϕkn|Ik| так же, как в (42). Единственными изме-

нениями в проводимых оценках будут неравенства для
∑

Ik⊂[2m,2m+1]

и
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∑
Ik⊂[−2m+1,−2m]

. Именно, аналогично п. 4.2 найдём, что

∑
Ik⊂[2m,2m+1], k 6=n

ϕkn =
∑

Ik⊂[2m,2m+1], k<n

ϕkn +
∑

Ik⊂[2m,2m+1], k>n

ϕkn 6 2q0,

(44)∑
Ik⊂[−2m+1,−2m], k 6=n

ϕkn 6 2q0. (45)

Так как при Ik ⊂ [2m, 2m+1] или Ik ⊂ [−2m+1,−2m] имеем |Ik| = |In|,
то (44) и (45) дают соответствующие оценки для

∑
ϕkn|Ik|. С учётом

формул (42)–(45) находим, что∑
k∈Z

ϕkn <
1

2
+

10

24
=

11

12
,

∑
k∈Z

ϕkn|Ik| <
(

1

2
+

10

24

)
|In| =

11

12
|In|.

Лемма 1 доказана.

§5. Доказательство теоремы 2

Пусть h0 = h0k = 1
2 min (hk, hk+1), hk = |Ik|, Tk−эллипс с фокусами

в точках bk и ak+1, проходящий через точки bk − h0 и ak+1 + h0.

Лемма 2. Существуют постоянные c4 = c4(C, c1, α) > 0 и c5 =
c5(C, c1, α) > 0 такие, что при z ∈ Tk выполняются соотношения

c4hk 6 fE,1(z) 6 c5hk. (46)

Доказательство леммы 2. Пусть s+k – окружность {z : |z−bk+h0| =
1
2h0}, s

−
k+1 – окружность {z : |z − ak+1 − h0| = 1

2h0}, точки z
′
k+, z

′′
k+ –

точки пересечения s+k и Tk, точки z′k+1,−, z
′′
k+1,− – точки пересечения

окружности s−k+1 и эллипса Tk, Imz′k+ > 0, Imz′k+1,− > 0,

z′k+ = x′k+ + iy′k+, z′′k+ = x′k+ − iy′k+,

z′k+1,− = x′k+1,− + iy′k+1,−, z′′k+1,− = x′k+1,− − iy′k+1,−.

Применение аналитической геометрии показывает, что

y′k+, y
′
k+1,− > 0, 146 min (hk, hk+1) > 0, 146 · 1

2α
hk. (47)
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Обозначим через b
+

k , b
−
k+1 замкнутые круги, ограниченные окружно-

стями s+k и s−k+1, и пусть B+
k и B−k+1 – открытые концентрические с

b
+

k , b
−
k+1 круги радиуса h0.

Имеем B+
k , B

−
k+1 ⊂ C \ E, fE,1(z) > 0 при z ∈ B+

k , z ∈ B−k+1. По
теореме Гарнака имеем соотношение

fE,1(z) >
1

3
fE,1(z′k+), z ∈ b+k , (47′)

fE,1(z) >
1

3
fE,1(z′k+1,−), z ∈ b−k+1. (47′′)

Из (47) и (47′) находим, что

fE,1(z) >
1

3
· 0, 146 · 1

2α
hk, z ∈ b

+

k ∩ Tk, (48′)

fE,1(z) >
1

3
· 0, 146 · 1

2α
hk, z ∈ b

−
k+1 ∩ Tk. (48′′)

Из формулы (7) получается соотношение fE,1(z) > |Imz|, поэтому при
z = x+iy ∈ Tk, |y| > 0, 146· 12αhk получаем оценку fE,1(z) > 0, 146· 12αhk.
Принимая во внимание неравенства (48′) и (48′′), получаем левое нера-
венство в (46) c c4 = 1

3 ·0, 146· 1
2α . Для получения правого неравенства в

(46) считаем, что x ∈ [2n, 2n+1], z = x+iy ∈ Tk, n > n0. Случай x 6 2n0

рассматривается аналогично. По теореме 1 справедливы оценки

0 6 fE,1(x) 6 6 · 2−nα, если x > 2n,

0 6 fE,1(x) 6 6 · 2α · 2−nα, если x ∈ [2n−1, 2n],

0 6 fE,1(x) 6 6, если x < 2n−1.

Поэтому при z = x + iy, 0 < y 6 1, используя соотношение (7), нахо-
дим, что

fE,1(z) 6
1

π

2n−1∫
−∞

6y

(t− x)2 + y2
dt+

1

π

2n∫
2n−1

6 · 2α · 2−nαy
(t− x)2 + y2

dt

+
1

π

∞∫
2n

6 · 2−nαy
(t− x)2 + y2

dt+y <
6y

π

2n−1∫
−∞

dt

(t− 2n)2
+

1

π

∞∫
2n−1

6 · 2α · 2−nαy
(t− x)2 + y2

dt+y

<
12

π
· y

2n
+ 6 · 2α · 2−nα + y < 3y + 6 · 2α · 2−nα. (49)
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При z ∈ Tk, z = x+ iy, имеем оценку

|y| 6
√

2h0klk + (h0k)2 6

√
c1C +

1

4
hk. (50)

Из (49) и (50) получаем,что правое неравенство в (46) выполняется с

c5 = 3 ·
√
c1C +

1

4
+ 6 · 2−α.

�

Закончим доказательство теоремы 2. Обозначим через Dk область,
граничными континуумами которой являются эллипс Tk и отрезок Jk.
Преобразование ζ = 2

|Jk| (z−ξk) переводит отрезок Jk в отрезок [−1, 1],

эллипс Tk в эллипс T̃k с фокусами в точках −1 и 1 и проходящий
через точки −1 − 2h0

k

|Jk| = −1 − h0
k

lk
и 1 +

h0
k

lk
. Отображение ω = ζ +√

ζ2 − 1 переводит C \ [−1, 1] во внешность единичного круга D, при
этом отрезок [−1, 1] переходит в единичную окружность ∂D, а эллипс
T̃k переходит в окружность Rk · ∂D, где

Rk = 1 +
h0k
lk

+

√
2 ·

h0k
lk

+

(
h0k
lk

)2

. (51)

Обозначим через D̃k кольцо, ограниченное окружностями ∂D и Rk ·
∂D. Отображение ϕ(z) = ω(ζ(z)) переводит двусвязную область Dk на
кольцо D̃k.

Пусть v−(z) – гармоническая в Dk функция, равная 0 при z ∈ Jk и
равная c4hk при z ∈ Tk, v+(z) – гармоническая в Dk функция, равная
0 при z ∈ Jk и равная c5hk при z ∈ Tk, V±(ω) = v±(ϕ−1(ω)), ω ∈ D̃k.
Тогда V+(ω) – гармоническая в кольце D̃k функция, равная 0 при ω ∈
∂D и равная c5hk при ω ∈ Rk · ∂D, V−(ω) – гармоническая в кольце D̃k

функция, равная 0 при ω ∈ ∂D и равная c4hk при ω ∈ Rk ·∂D, поэтому

V+(ω) =
log |ω|
logRk

· c5hk, V−(ω) =
log |ω|
logRk

· c4hk. (52)

Для t ∈ (0, c5hk) положим L+
k (t)

def
= {z ∈ Dk : v+(z) = t}, для t ∈

(0, c4hk) пусть L−k (t)
def
= {z ∈ Dk : v−(z) = t}. Из леммы 2 и определе-

ния функций v±(z) следует соотношение v−(z) 6 fE,1(z) 6 v+(z), z ∈
Dk, поэтому в случае Lt ∩ Dk 6= ∅ получаем, что Lt ∩ Dk лежит в
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двусвязной области, ограниченной континуумами L−k (t) и Jk, и дву-
связная область, ограниченная континуумами Lt ∩Dk и Jk, содержит
L+
k (t). Соотношение Lt ∩ Dk 6= ∅ следует при этом из соотношения

t < c4hk.
Пусть

ρ±k (x, t)
def
= dist(x, L±k (t)), x ∈ Jk. (53)

Из вышесказанного следует, что при Lt ∩Dk 6= ∅ выполняются нера-
венства

ρ+k (x, t) 6 ρt(x) 6 ρ−k (x, t), x ∈ Jk. (54)
Из определения функций V±(ω) следует, что v±(z) = t эквивалентно
равенству V±(ω) = t, где ω = ϕ(z). Из формул (52) получаем соотно-
шения

V+(ω) = t⇔ log |ω| = t logRk
c5hk

, (54′)

V−(ω) = t⇔ log |ω| = t logRk
c4hk

. (54′′)

Положим

log r+k (t)
def
=

t logRk
c5hk

, log r−k (t)
def
=

t logRk
c4hk

,

Λ+
k (t) = {ω : |ω| = r+k (t)}, Λ−k (t) = {ω : |ω| = r−k (t)}.

В таком случае L+
k (t) = ϕ−1(Λ+

k (t)), L−k (t) = ϕ−1(Λ−k (t)).
Далее, ζ = 1

2 (ω + 1
ω ), z = lkζ + ξk.

Окружности Λ±k (t) переходят на ζ-плоскости в эллипсы T̃±k (t) с фо-
кусами в точках −1 и 1. Из (51) следует, что

Rk 6 1 +
hk
2

Chk
+

√√√√2 · hk2
Chk

+

(
hk
2

Chk

)2

= 1 +
1

2C
+

√
1

C
+

1

4C2
, (55′)

Rk > 1 +
1
2α

hk
2

Cc1hk
+

√√√√2 · 1
2α

hk
2

Cc1hk
+

(
1
2α

hk
2

Cc1hk

)2

= 1 +
1

2α+1Cc1
+

√
1

Cc1
+

1

22+2αC2c21
.

(55′′)

Эллипс T̃+
k (t) проходит через точки ±ch(log r+k (t)), эллипс T̃−k (t) про-

ходит через точки ±ch(log r−k (t)). Учтём, что при 0 < x 6 1 имеем



ФУНКЦИЯ Б. Я. ЛЕВИНА 201

1 + x2

2 < chx < 1 + 1
2ch

1
4x

2, поэтому при 0 < t 6 c4hk, где в силу
формулы (55′) получаем соотношения

c∗4 log
(

1 + 1
2C +

√
1
C + 1

4C2

)
c4

= 1, (56)

1 +
1

2

(
log r±k (t)

)2
< ch

(
log r±k (t)

)
< 1 +

1

2
ch

1

4
·
(
log r±k (t)

)2
. (57)

При отображении на z-плоскость с помощью преобразования z =

lkζ+ξk эллипсы T̃±k (t) переходят в эллипсы T±k (t) с фокусами в точках
bk и ak+1, проходящие через точки

ζk − lkch(log r±k (t)), ζk + lkch(log r±k (t)).

Пусть R+ – правая часть в (55′), R− – правая часть в (55′′), T̂+
k (t)

– эллипс с фокусами в точках bk и ak+1, проходящий через точки

bk− 1
2 lk

(
t logR−
c5hk

)2

, ak+1+ 1
2 lk

(
t logR−
c5hk

)2

; T̂−k (t) – эллипс с фокусами

в точках bk и ak+1, проходящий через точки bk − 1
2ch

1
4 lk

(
t logR+

c5hk

)2

,

ak+1 + 1
2ch

1
4 lk

(
t logR+

c5hk

)2

. При 0 < t 6 c∗4hk получаем, что эллипс

T̂−k (t) содержит внутри эллипс T−k (t), а эллипс T̂+
k (t) содержится внут-

ри эллипса T+
k (t). Тогда получаем соотношения

ρ−k (x, t) 6 dist(x, T̂−k (t)), ρ+k (x, t) > dist(x, T̂+
k (t)), x ∈ Jk. (58)

Применяя аналитическую геометрию, находим, что существуют посто-
янные c2 и c3 такие, что

dist(x, T̂+
k (t)) > c2

(√
l2k − (x− ξk)2 + t

)
· t
hk
, x ∈ Jk, (59)

dist(x, T̂−k (t)) 6 c3

(√
l2k − (x− ξk)2 + t

)
· t
hk
, x ∈ Jk. (60)

Из соотношений (49) и (50) следует, что при z = x + iy, x ∈ [bk −
1, ak+1 + 1], |y| 6 1 справедлива оценка fE,1(z) 6 2α · c5 max (|y|, |Ik|).
Поскольку fE,1(z) > |Imz|, получаем, что существуют постоянные c′2
и c′3 такие, что при x ∈ Jk и 1 > t > c∗4hk справедливы неравенства

c′2t 6 ρt(x) 6 c′3t. (61)

Соотношения (53), (58)–(61) доказывают теорему 2.
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Silvanovich O. V., Shirokov N. A. B. Ya. Levin function for some sets
of segments.

Let {Ik}k∈Z, Ik = [ak, bk], bk < ak+1, ak → −∞ (k → −∞), ak → +∞
(k → +∞) be a set of disjoint segments of the real axis R. Jk = [bk, ak+1],
E =

⋃
k∈Z

Jk. We assume that a0 = −1, b0 = 1, a1 = 2n0
def
= C, b−1 = −2n0 ,

|Ik| = 2−mα, α > 0 in case Ik ⊂ [2m, 2m+1] or Ik ⊂ [−2m+1,−2m],m > n0.
We assume further that there exist k and l such that ak = 2n and bl = −2n,
for any n > n0. The B. Ya. Levin function fE,σ(z), σ > 0, is defined to be
a function satisfying the following conditions:

1. fE,σ(z) is subharmonic on the complex plane C and harmonic on
C \ E;

2. fE,σ(z) = 0, x ∈ E; fE,σ(z) > 0, z ∈ C \ E;

3. lim
z→∞

fE,σ(z)

|z|
= σ, fE,σ(z) = fE,σ(z);

4. if g is subharmonic on C, g(x) 6 0, x ∈ E, and lim
z→∞

g(z)

|z|
6 σ, then

g(z) 6 fE,σ(z), z ∈ C.
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The B. Ya. Levin function fE,σ(z) exists if C1|Il| > |Jk| > C|Il|, Jk,
Il ⊂ [2n, 2n+1] or Jk, Il ⊂ [−2n+1,−2n], n > n0. We prove that if C >
c0(α), then max

x∈Ik
fE,σ(x) 6 6σ|Ik| and describe the behavior of fE,1(z) in

a neighborhood of Jk, k ∈ Z.
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