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§1. Введение

В этой статье мы продолжаем исследования из цикла наших преды-
дущих работ [12, 14, 15, 17, 28], посвященных спектральным свойствам
n×n-систем обыкновенных дифференциальных уравнений первого по-
рядка. Здесь мы ограничимся случаем 2× 2-систем типа Дирака вида

−iB−1y′ +Q(x)y = λy, y = col(y1, y2), x ∈ [0, 1], (1.1)

где

B = diag(b1, b2), b1 < 0 < b2 и Q =

(
0 Q12

Q21 0

)
∈ L1

(
[0, 1];C2×2).

(1.2)
В случае −b1 = b2 = 1 система (1.1) эквивалентна классической 2× 2-
системе Дирака.

С системой (1.1) естественным образом ассоциирован максималь-
ный оператор L = L(Q), задаваемый в L2([0, 1];C2) дифференциаль-
ным выражением (1.1) на области

dom(L) = {y ∈W 1
1 ([0, 1];C2) : Ly ∈ L2([0, 1];C2)}. (1.3)

Здесь Wn
p [a, b] обозначает пространство Соболева функций f , имею-

щих n− 1 абсолютно непрерывную производную на [a, b] и удовлетво-
ряющих условию f (n) ∈ Lp[a, b]. В частности, W 0

p [a, b] = Lp[a, b].
Для получения граничной задачи для системы (1.1), присоединим

к ней следующие граничные условия:

Uj(y) := aj1y1(0)+aj2y2(0)+aj3y1(1)+aj4y2(1) = 0, j ∈ {1, 2}. (1.4)

Ключевые слова: системы обыкновенных дифференциальных уравнений, гра-
ничные задачи, характеристический определитель, асимптотическое разложение,
свойство полноты.
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Далее положим

Ajk :=

(
a1j a1k
a2j a2k

)
и Jjk := det(Ajk), j, k ∈ {1, . . . , 4}. (1.5)

Обозначим через LU := LU (Q) оператор, ассоциированный в
L2([0, 1];Cn) с граничной задачей (1.1)–(1.4). Он определяется суже-
нием максимального оператора L = L(Q) на область

dom(LU ) = {y ∈ dom(L) : U1(y) = U2(y) = 0}. (1.6)

Общая спектральная задача для n×n-системы первого порядка ви-
да (1.1) была впервые исследована Г. Биркгофом и Р. Лангером [2].
Точнее, они ввели понятия регулярных и строго регулярных гранич-
ных условий, исследовали асимптотическое поведение собственных
значений и собственных функций и доказали результат о поточечной
сходимости спектральных разложений для соответствующего диффе-
ренциального оператора.

Первый результат о полноте для таких систем был получен
В. П. Гинзбургом [6] в случае B = In, Q(·) = 0.

Напомним, что граничные условия (1.4) называются регулярными,
если

J32 = det(A12P+ +A34P−) 6= 0 и J14 = det(A12P−+A34P+) 6= 0, (1.7)

где P+ (соответственно, P−) – спектральный проектор на положитель-
ную (соответственно, отрицательную) часть спектра матрицы B = B∗.

В. А. Марченко [29] был первым, кто установил свойство полноты
для системы корневых функций оператора Дирака LU (−b1 = b2) с
регулярными граничными условиями и непрерывной потенциальной
матрицей Q. Последнее ограничение возникает потому, что операторы
преобразования, использованные при доказательстве, построены в [29]
только для непрерывных матриц Q.

Позднее (см. [28]) Л. Л. Оридорога и один из авторов установили
свойство полноты для B-слабо регулярных граничных задач в случае
произвольных n × n-систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений первого порядка с интегрируемым матричным потенциалом Q ∈
L1([0, 1];Cn×n) (первоначально этот результат был анонсирован в [26]
намного раньше). В частности, для 2 × 2-системы типа Дирака (с
Q ∈ L1([0, 1];C2×2)) условие B-слабой регулярности переходит в (1.7)
и, следовательно, обеспечивает свойство полноты для указанных гра-
ничных задач с регулярными граничными условиями.
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Отметим еще кратко, что исследованию базисности Рисса в
L2([0, 1];C2) системы корневых векторов граничной задачи (1.1)–(1.4)
для 2 × 2-систем Дирака в различных предположениях гладкости на
потенциальную матрицу Q посвящено множество работ (см. [3–5, 10,
13,15,32,33] и ссылки на них). Первый общий результат для негладких
потенциалов получен П. Джаковым и Б. Митягиным [3, 5], которые в
предположении Q ∈ L2([0, 1];C2×2) доказали, что система корневых
векторов граничной задачи (1.1)–(1.4) с сильно регулярными гранич-
ными условиями образует базис Рисса, а также образует блочный ба-
зис Рисса в случае, если условия (1.4) только регулярны. Однако, ме-
тоды этих работ существенно используют L2-технику (типа равенства
Парсеваля) и не могут быть применены к L1-потенциалам. Наиболее
полный результат о свойстве базисности Рисса граничных задач для
2 × 2-систем Дирака с Q(·) ∈ L1([0, 1];C2×2) и сильно регулярными
граничными условиями получен независимо и в одно и то же время,
но различными методами А. М. Савчуком и А. А. Шкаликовым [33]
с одной стороны и авторами [13, 15] – с другой. Блочная базисность
Рисса в случае L1-потенциальной матрицы и регулярных граничных
условий впервые доказана в [33].

Обозначим через ΛQ := ΛU,Q = {λQ,n}n∈Z := {λn}n∈Z спектр опера-
тора LU (Q) с учетом кратности. Именно, если ma(λn) – алгебраиче-
ская кратность собственного значения λn оператора LU (Q), то число
λn считается в последовательности ΛQ точно ma(λn) раз. Следует от-
метить, что алгебраическая кратность ma(λn) собственного значения
λn совпадает с кратностью числа λn как нуля характеристического
определителя ∆Q(·) = ∆Q,U (·) – целой функции, задаваемой равен-
ством:

∆Q(λ) = J12 + J34e
i(b1+b2)λ

+ J32ϕ11(1, λ) + J13ϕ12(1, λ) + J42ϕ21(1, λ) + J14ϕ22(1, λ). (1.8)

Здесь (ϕjk(x, λ))2j,k=1 := Φ(x, λ) – фундаментальная матрица систе-
мы (1.1), (однозначно) выделяемая начальным условием Φ(0, λ) = I2.
Также напомним, что

∆0(λ) = J12 + J34e
i(b1+b2)λ + J32e

ib1λ + J14e
ib2λ (1.9)

есть характеристический определитель задачи (1.1)–(1.4) при Q = 0.
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Заметим, что граничные условия (1.7) регулярны в точности то-
гда, когда целая функция ∆0(·) имеет максимальный рост в обеих по-
луплоскостях C±. В этой связи напомним один из ключевых результа-
тов нашей предыдущей работы [15], согласно которому характеристи-
ческий определитель ∆Q(·) задачи (1.1)–(1.4) с Q(·) ∈ L1([0, 1];C2×2)
допускает следующее представление:

∆Q(λ) = ∆0(λ) +

1∫
0

g1(t)eib1λtdt+

1∫
0

g2(t)eib2λtdt (1.10)

с некоторыми функциями g1, g2 ∈ L1[0, 1], выражаемыми через ядра
операторов преобразования. В свою очередь, из представления (1.10)
с учетом формулы (1.9) вытекает, что определитель ∆Q(·) – целая
функция типа синуса с индикаторной диаграммой [−ib2, i|b1|] ⊂ iR,
т.е. имеет экспоненциальный тип |b1|(b2) в C+(C−). Однако обратное
неверно: некоторые нерегулярные граничные условия также приводят
к характеристическому определителю ∆Q(·) с той же индикаторной
диаграммой [−ib2, i|b1|] (см. [28] и [14]), хотя индикаторная диаграмма
определителя ∆0(·) более узкая. Более сильный эффект (максималь-
ного роста ∆Q(·)) для системы (1.1) с переменной матрицей B(·) был
недавно обнаружен в [18].

Подчеркнем, что представление (1.10) играет решающую роль и в
некоторых недавних исследованиях. Например, А. С. Макин [20, 21]
использовал представление (1.10) для доказательства того, что це-
лая функция экспоненциального типа является характеристическим
определителем вырожденной граничной задачи (∆0(·) = 0) для 2× 2-
системы Дирака в точности тогда, когда эта функция принадлежит
классу Пэли–Винера. В [22] Макин использовал это представление для
нахождения явных алгебраических условий на потенциальную мат-
рицу Q(·), гарантирующих свойство (не блочной!) базисности Рисса
для произвольного регулярного, но не обязательно сильно регулярного
2 × 2-оператора Дирака. Недавно в [17] авторы применили это пред-
ставление, чтобы оценить липшицеву зависимость спектральных дан-
ных от потенциальной матрицы Q(·), пробегающей компактные под-
множества в Lp([0, `];C2×2), p ∈ [1, 2]. Кроме того, в [16] мы обобщили
представление (1.10) на случай n × n-системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений и применили его для установления свойства
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базисности Рисса в L2([0, 1];Cn) системы корневых векторов сильно
регулярной граничной задачи.

Если функции g1, g2 лежат в Wn
1 [0, 1], можно проинтегрировать по

частям в (1.10) и применить лемму Римана–Лебега для получения сле-
дующего асимптотического разложения для ∆Q(λ):

∆Q(λ) = eib1λ ·
(
J32 −

n∑
k=1

g
(k−1)
1 (1)

(−ib1λ)k
+ o(λ−n)

)
, Imλ→ +∞, (1.11)

∆Q(λ) = eib2λ ·
(
J14 −

n∑
k=1

g
(k−1)
2 (1)

(−ib2λ)k
+ o(λ−n)

)
, Imλ→ −∞ (1.12)

(подробности см. в замечании 4.2). В этой связи отметим, что пред-
ставление типа (1.10)–(1.12) для характеристического определителя
граничной задачи для оператора Штурма–Лиувилля впервые исполь-
зовалось в [25] для установления зависящих от потенциала q ∈ Cn[0, 1]
свойств полноты этой задачи с вырожденными граничными условия-
ми. Затем А. С. Макин [19] значительно усилил этот результат, ослабив
предположение о гладкости.

В [28] Л. Л. Оридорога и один из авторов (см. также [27]) установи-
ли первый зависящий от потенциала результат о полноте для операто-
ра LU (Q) с нерегулярными граничными условиями в предположении,
что Q(·) ∈ C1([0, 1];C2×2). Доказательство базировалось на форму-
лах (1.11)–(1.12) при n = 1. Именно, используя треугольные операто-
ры преобразования, авторы получили явный вид коэффициентов g1(1)
и g2(1) в (1.11)–(1.12) в терминах потенциальной матрицы Q(·).

Аналогичные результаты были получены в [1] для случая B 6= B∗

и аналитической функции Q(·). В [12] и [14] мы обобщили и уточнили
результаты из [28] для того, чтобы установить зависящие от потен-
циала свойства полноты и спектрального синтеза системы корневых
функций для n×n-системы с граничными условиями, не являющими-
ся слабо регулярными и в предположении, что n × n-потенциальная
матрица Q(·) непрерывна только в концах отрезка [0, 1].

Совсем недавно эти результаты о полноте были обобщены и улучше-
ны А. П. Косаревым и А. А. Шкаликовым [8] для 2×2-операторов типа
Дирака с непостоянной матрицей B(·), а также А. С. Макином [23] для
2× 2-операторов Дирака.
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Цель данной статьи – дальнейшее уточнение результатов из [28]
и [14] в случае, когда потенциальная матрица Q(·) имеет дополни-
тельную гладкость. Однако, найти явный вид коэффициентов g(k−1)1 (1)

и g(k−1)2 (1) в асимптотических формулах (1.11)–(1.12), непосредствен-
но используя операторы преобразования, довольно сложно. Здесь мы
предлагаем другой подход для вычисления этих коэффициентов, раз-
вивая метод Марченко из [29].

Работа имеет следующую структуру. В §2 мы напоминаем ключе-
вые результаты из [15] об операторах преобразования для систем типа
Дирака с Q(·) ∈ L1([0, 1];C2×2) и вводим специальные функциональ-
ные пространства X∞ и X0

∞. В §3 мы устанавливаем асимптотические
разложения для решений системы (1.1) (см. теорему 3.1) и “формулы
следов” для отношений некоторых решений (предложение 3.7). В §4 мы
применяем эти формулы следов для вывода асимптотического разло-
жения характеристического определителя ∆Q(·) (теорема 4.1). Ком-
бинируя этот результат с абстрактной теоремой о полноте из [12, 14],
мы устанавливаем общий явный результат о полноте системы корне-
вых векторов граничной задачи (1.1)–(1.4) (теорема 4.4). Другие явные
результаты о полноте, полученные в рамках этого подхода (и анонси-
рованные в [11]), будут опубликованы в другом месте.

Заключительный 5-й параграф посвящен нерегулярным граничным
задачам для операторов Штурма–Лиувилля. Именно, мы доказываем
основной результат из [25] о полноте таких задач, используя описанный
выше метод из [29] получения элегантных асимптотических формул
следов для решений уравнения Штурма–Лиувилля.

Основные результаты статьи, включая вышеупомянутые явные ре-
зультаты о полноте, были анонсированы в нашей заметке [11], опубли-
кованной в 2013 г.

§2. Подготовка

Следуя работам [15, 24], обозначим через X∞ := X∞(Ω) линей-
ное пространство, состоящее из (эквивалентных классов) измеримых
функций, заданных в области

Ω := {(x, t) : 0 6 t 6 x 6 1} (2.1)

и удовлетворяющих условию
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‖f‖X∞ := ess sup
x∈[0,1]

x∫
0

|f(x, t)| dt <∞. (2.2)

Легко показать, что пространство X∞ с нормой (2.2) – банахово, не яв-
ляющееся сепарабельным. Обозначим через X0

∞ (сепарабельное) под-
пространство в X∞, полученное замыканием множества непрерывных
функций C(Ω). Очевидно, множество C1(Ω) гладких функций также
плотно в пространстве X0

∞.
В дальнейшем нам понадобится следующее важное свойство про-

странства X0
∞, установленное в [15].

Лемма 2.1. Пусть K ∈ X0
∞ и b ∈ R \ {0}. Тогда для любого δ > 0

существует такое число Rδ = Rδ(K, b) > 0, что справедлива следую-
щая равномерная оценка:∣∣∣∣∣∣

x∫
0

K(x, t)eibλt dt

∣∣∣∣∣∣ < δ · (e−b Imλ + 1), |λ| > Rδ, x ∈ [0, 1]. (2.3)

Замечание 2.2. Отметим, что [15, лемма 3.2] сформулирована с до-
полнительным ограничением | Imλ| 6 h, но доказательство в более
общем случае остается тем же. См. также [17, лемма 5.12] по поводу
более сильного утверждения о компактных множествах в X0

∞(Ω).

ПространствоX0
∞ играло важную роль в [15] в доказательстве суще-

ствования треугольных операторов преобразования для решений си-
стемы (1.1). В частности, для X0

∞(Ω) при каждом a ∈ [0, 1] корректно
определен оператор следа ia : X0

∞(Ω) → L1[0, a] из X0
∞(Ω) на L1[0, a],

первоначально заданный на C(Ω) равенством ia
(
N(x, t)

)
:= N(a, t).

Для формулировки следующего результата ([15, предложение 3.1])
обозначим символом Φ(x, λ) фундаментальную матрицу системы (1.1),
(однозначно) выделяемую начальным условием Φ(0, λ) = I2, т. е.

Φ(x, λ) :=
(
Φ1(x, λ) Φ2(x, λ)

)
, Φk(x, λ) :=

(
ϕ1k(x, λ)
ϕ2k(x, λ)

)
, k ∈ {1, 2},

(2.4)

где Φ1(0, λ) :=

(
1

0

)
, Φ2(0, λ) =

(
0

1

)
.
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Предложение 2.3. Пусть матричный потенциал Q принадлежит
пространству L1([0, 1];C2×2). Тогда функции ϕjk(·, λ) допускают сле-
дующие представления:

ϕjk(x, λ) = δjke
ibkλx+

x∫
0

R1,j,k(x, t)eib1λt dt+

x∫
0

R2,j,k(x, t)eib2λt dt (2.5)

при x ∈ [0, 1], λ ∈ C, где Rl,j,k ∈ X0
∞(Ω), j, k, l ∈ {1, 2}.

Интегральные представления (2.5) фундаментальной матрицы
Φ(x, λ) играли ключевую роль в наших работах [13,15]. При этом функ-
ции g1, g2 (из L1[0, 1]) в формуле (1.10) являются линейными комби-
нациями следов i1

(
Rl,j,k(x, t)

)
:= Rl,j,k(1, t) и благодаря включениям

Rl,j,k ∈ X0
∞(Ω) корректно определены. Отметим, что для оператора

Штурма–Лиувилля ядра операторов преобразования всегда непрерыв-
ны и подобных трудностей с представлением (1.10) не возникает.

В дальнейших исследованиях нам понадобится другое, эквивалент-
ное формуле (2.5), представление фундаментальной матрицы Φ(x, λ).

Следствие 2.4. Пусть Q ∈ L1([0, 1];C2×2). Тогда фундаментальная
матрица Φ(x, λ) системы (1.1) допускает следующее представление:

Φ(x, λ) =

(
eib1λxv+1 (x, λ) eib2λxv−2 (x,−λ)
eib1λxv+2 (x, λ) eib2λxv−1 (x,−λ)

)
, x ∈ [0, 1], λ ∈ C, (2.6)

где

v±k (x, λ) = δ1k +

x∫
0

R±k (x, t)ei(b2−b1)λt dt, k ∈ {1, 2} (2.7)

и R±1 , R
±
2 ∈ X0

∞(Ω) – некоторые интегрируемые ядра.

Доказательство. Пусть j ∈ {1, 2}. Совершая замену переменной b1t
= (b2 − b1)s+ b1x для x ∈ [0, 1] и λ ∈ C, получаем

x∫
0

R1,j,1(x, t)eib1λt dt=eiλb1x

−b1x
b2−b1∫
0

R1,j,1

(
x,

(b2 − b1)s+ b1x

b1

)
ei(b2−b1)λs ds.

(2.8)
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Аналогично после замены переменной b2t = (b2 − b1)s+ b1x получаем
x∫

0

R2,j,1(x, t)eib2λt dt = eiλb1x
x∫

−b1x
b2−b1

R2,j,1

(
x,

(b2 − b1)s+ b1x

b2

)
ei(b2−b1)λs ds.

(2.9)
Подставляя эти два соотношения в (2.5), приходим к представлению

ϕj1(x, λ) = eib1λx
(
δj1 +

x∫
0

R+
j (x, t)ei(b2−b1)λt dt

)
, x ∈ [0, 1], λ ∈ C,

(2.10)
в котором

R+
j (x, t) =


R1,j,1

(
x, (b2−b1)t+b1xb1

)
, t ∈

[
0, −b1xb2−b1

]
,

R2,j,1

(
x, (b2−b1)t+b1xb2

)
, t ∈

[
−b1x
b2−b1 , x

]
.

(2.11)

Отправляясь от включений R1,j,k ∈ X0
∞(Ω), можно показать, что R+

j ∈
X0
∞(Ω). Это доказывает часть соотношений (2.6)–(2.7) для Φ1(·, λ).

Аналогичную формулу для Φ2(·, λ) можно доказать, выполнив замену

переменной bkt = (b1 − b2)s+ b2x в интеграле
x∫
0

Rk,j,2(x, t)eibkλt dt при

k ∈ {1, 2}. �

§3. Aсимптотическое разложение для решений
системы типа Дирака

Здесь мы докажем анонсированные в [11] усовершенствованные аси-
мптотические формулы для решений системы (1.1), следуя методу
Марченко [29], где эти разложения получены для классической си-
стемы Дирака при условиях

Q ∈ Cn([0, 1];C2×2), n > 0 и Q ∈Wn
2 ([0, 1];C2×2), n > 1

(см. задачи 1 и 2 в [29, глава 1, §4], соответственно).
Мы распространяем эти результаты на системы типа Дирака, ослаб-

ляя упомянутые условия гладкости до условия Q ∈ Wn
1 ([0, 1];C2×2),

n > 0. Именно, условие Q ∈ L1([0, 1];C2×2) охватывается следстви-
ем 2.4 (случай n = 0), а остальные случаи n > 1 охватываются теоре-
мой 3.1 ниже, в которой пространство X0

∞ по-прежнему играет важ-
ную роль.
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Напомним, что B = diag(b1, b2), где b1 < 0 < b2. Чтобы сформули-
ровать следующий результат, положим

b+ := ib1, b
− := ib2, q

+(x) := −ib1Q12(x), q−(x) := −ib2Q21(x). (3.1)

Тогда система (1.1) принимает вид{
y′1 = b+λy1 + q+(x)y2,

y′2 = b−λy2 + q−(x)y1.
(3.2)

Теорема 3.1. Пусть q+, q− ∈ Wn
1 [0, 1], n ∈ N. Тогда существует

матричное решение системы (3.2) вида

Y (x, λ) =

(
eb

+λxu+1 (x, λ) eb
−λxu−2 (x,−λ)

eb
+λxu+2 (x, λ) eb

−λxu−1 (x,−λ)

)
, x ∈ [0, 1], λ ∈ C \ {0},

(3.3)
в котором u±j (x, λ), j ∈ {1, 2}, допускают представления вида

u±1 (x, λ) =

n∑
k=0

b±k (x)

(i(b1 − b2)λ)k
+

b±n (x, λ)

(i(b1 − b2)λ)n
, (3.4)

u±2 (x, λ) =

n∑
k=0

a±k (x)

(i(b1 − b2)λ)k
+

a±n (x, λ)

(i(b1 − b2)λ)n
, (3.5)

где

a±0 (x) = 0, b±0 (x) = 1, (3.6)

a±k (x) = q∓(x)b±k−1(x)−
(
a±k−1(x)

)′
, k ∈ {1, . . . , n}, (3.7)

b±k (x) =

x∫
0

q±(t)a±k (t) dt, k ∈ {1, . . . , n}, (3.8)

При этом функции a±n (x, λ) и b±n (x, λ) задаются формулами

a±n (x, λ) =

x∫
0

A±n (x, t)ei(b2−b1)λt dt, (3.9)

b±n (x, λ) =

x∫
0

( x∫
t

A±n (s, t)q±(s) ds

)
ei(b2−b1)λt dt, (3.10)
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где A±n (·, ·) – единственное решение линейного интегрального уравне-
ния

A±n (x, ξ) = v±n (x− ξ) +

ξ∫
0

t+x−ξ∫
t

q∓(t+ x− ξ)q±(s)A±n (s, t) ds dt, (3.11)

0 6 ξ 6 x 6 1, и v±n (·) := − (a±n (·))′ + q∓(·)b±n (·) ∈ L1[0, 1].

Доказательство. Подставляя первый столбец матрицы (3.3) в (3.2),
получаем

b+λ eb
+λxu+1 + eb

+λx(u+1 )′ = b+λ eb
+λxu+1 + q+(x)eb

+λxu+2 , (3.12)

b+λ eb
+λxu+2 + eb

+λx(u+2 )′ = b−λ eb
+λxu+2 + q−(x)eb

+λxu+1 (3.13)

или (
u+1 (x, λ)

)′
= q+(x)u+2 (x, λ), (3.14)(

u+2 (x, λ)
)′

= q−(x)u+1 (x, λ)− (b+ − b−)λu+2 (x, λ). (3.15)

Аналогично, подставляя второй столбец матрицы (3.3) в (3.2), прихо-
дим к системе(

u−1 (x,−λ)
)′

= q−(x)u−2 (x,−λ), (3.16)(
u−2 (x,−λ)

)′
= q+(x)u−1 (x,−λ)− (b− − b+)λu−2 (x,−λ). (3.17)

Заменяя λ на −λ в (3.16) и (3.17) и комбинируя (3.14), (3.15), (3.16)
и (3.17), получим(

u±1 (x, λ)
)′

= q±(x)u±2 (x, λ), (3.18)(
u±2 (x, λ)

)′
= q∓(x)u±1 (x, λ)− (b+ − b−)λu±2 (x, λ). (3.19)

Далее, покажем, что функции

a±k (·), b±k (·), k ∈ {0, 1, . . . , n}, (3.20)

корректно определены формулами (3.6)–(3.8). Для этого докажем по
индукции, что

a±k (·) ∈Wn−k+1
1 [0, 1], b±k (·) ∈Wn−k+2

1 [0, 1], k ∈ {0, 1, . . . , n}. (3.21)

При k = 0 это утверждение очевидно ввиду условий (3.6). Пусть со-
отношения (3.21) выполнены для некоторого k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, и
докажем их для k + 1. Из (3.7) имеем

a±k+1(·) = q∓(·)b±k (·)−
(
a±k (·)

)′ ∈Wn−k
1 [0, 1], (3.22)
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так как a±k ∈W
n−k+1
1 [0, 1] (и, значит, (a±k )′ ∈Wn−k

1 [0, 1]), q∓ ∈Wn
1 [0, 1],

и b±k ∈W
n−k+1
1 [0, 1] при 0 6 k < n. Из (3.8) имеем

b±k+1(x) =

x∫
0

q±(t)a±k+1(t)dt ∈Wn−k+1
1 [0, 1], (3.23)

поскольку q± ∈ Wn
1 [0, 1] и a±k+1 ∈ W

n−k
1 [0, 1]. Таким образом, выпол-

нены включения (3.21), и в качестве следствия получаем, что

a±k (·), b±k (·) ∈W 1
1 [0, 1], k ∈ {0, 1, . . . , n}. (3.24)

Перепишем теперь уравнения (3.18) и (3.19) в терминах функций
a±n (x, λ) и b±n (x, λ). Подставляя равенства (3.4) и (3.5) в (3.18) и по-
лагая

c := b+ − b− = i(b1 − b2), (3.25)

получим

n∑
k=0

(
b±k (x)

)′
(cλ)−k +

(
b±n (x, λ)

)′
(cλ)−n

=

n∑
k=0

q±(x)a±k (x)(cλ)−k + q±(x)a±n (x, λ)(cλ)−n. (3.26)

С учетом формул (3.6) и (3.8) имеем(
b±k (x)

)′
= q±(x)a±k (x), k ∈ {0, 1, . . . , n}. (3.27)

Следовательно, соотношение (3.26) эквивалентно равенству(
b±n (x, λ)

)′
= q±(x)a±n (x, λ). (3.28)

Подставляя выражения (3.4) и (3.5) в (3.19), выводим, что

n∑
k=0

(
a±k (x)

)′
(cλ)−k +

(
a±n (x, λ)

)′
(cλ)−n

=

n∑
k=0

q∓(x)b±k (x)(cλ)−k + q∓(x)b±n (x, λ)(cλ)−n

−
n∑
k=0

a±k (x)(cλ)−k+1 − a±n (x, λ)(cλ)−n+1. (3.29)



106 А. А. ЛУН¨ЕВ, М. М. МАЛАМУД

Это тождество с учетом условий (3.6) можно переписать в виде

n−1∑
k=0

((
a±k (x)

)′ − q∓(x)b±k (x) + a±k+1(x)
)

(cλ)−k

=
(
−
(
a±n (x)

)′ − (a±n (x, λ)
)′

+q∓(x)b±n (x, λ) + q∓(x)b±n (x)− cλa±n (x, λ)
)

(cλ)−n. (3.30)

Согласно соотношению (3.7), каждое слагаемое в левой части форму-
лы (3.30) при k > 1 равно нулю. Кроме того, комбинируя (3.7) с (3.6),
получаем, что первое слагаемое (при k = 0) в (3.30) также равно нулю,
и тождество (3.30) переходит в(

a±n (x, λ)
)′

= q∓(x)b±n (x, λ)− cλa±n (x, λ) + v±n (x), (3.31)

где

v±n (x) := −
(
a±n (x)

)′
+ q∓(x)b±n (x), n > 1. (3.32)

Из (3.24) следует, что v±n ∈ L1[0, 1].
Далее, покажем, что из (3.9) и (3.10) вытекает соотношение (3.28)

для любой функции A±n (·, ·) ∈ L1(Ω), где множество Ω = {(x, t) : 0 6
t 6 x 6 1} задано в (2.1). В самом деле, меняя порядок интегрирования
и принимая во внимание определение (3.9), получим

b±n (x, λ) =

x∫
0

q±(s)

( s∫
0

A±n (s, t)e−cλt dt

)
ds =

x∫
0

q±(s)a±n (s, λ) ds. (3.33)

Дифференцируя это тождество, придем к (3.28).
Выполняя замену переменных в (3.9), получим

a±n (x, λ) =

x∫
0

A±n (x, x− u)e−cλ(x−u)du. (3.34)

Временно предположим (мы докажем этот факт позже), что

A±n (·, · − u) ∈W 1
1 [u, 1] для п.в. u ∈ [0, 1]. (3.35)
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При таком допущении можно продифференцировать равенство (3.34)
для почти всех x ∈ [0, 1]; с учетом формулы (3.9) получим

(
a±n (x, λ)

)′
= A±n (x, 0)

+

x∫
0

(
d

dx

(
A±n (x, x− u)

)
e−cλ(x−u) − cλA±n (x, x− u)e−cλ(x−u)

)
du

= A±n (x, 0)− cλa±n (x, λ) +

x∫
0

d

dx

(
A±n (x, x− u)

)
e−cλ(x−u) du. (3.36)

Подставляя выражения (3.10) и (3.36) в (3.31) и выполняя замену пе-
ременных в интеграле из правой части, приходим к уравнению

A±n (x, 0) +

x∫
0

d

dx

(
A±n (x, x− u)

)
e−cλ(x−u) du

= v±n (x) + q∓(x)

x∫
0

( x∫
x−u

A±n (s, x− u)q±(s)ds

)
e−cλ(x−u) du. (3.37)

Это уравнение, очевидно, обратится в тождество, если положить

A±n (x, 0) = v±n (x), x ∈ [0, 1], (3.38)

d

dx

(
A±n (x, x− u)

)
= q∓(x)

x∫
x−u

A±n (s, x− u)q±(s) ds, 0 6 u 6 x 6 1.

(3.39)

Итак, достаточно показать, что интегро-дифференциальное уравне-
ние (3.39) с начальным условием (3.38) имеет решение A±n (·, ·)∈X0

∞(Ω).
Заменяя x на t в (3.39) и затем интегрируя полученное равенство

по t ∈ [u, x], получим

x∫
u

d

dt

(
A±n (t, t− u)

)
dt =

x∫
u

q∓(t)

t∫
t−u

A±n (s, t− u)q±(s)dsdt (3.40)
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или, с учетом соотношений (3.35) и (3.38),

A±n (x, x− u)− v±n (u) =

x−u∫
0

t+u∫
t

q∓(t+ u)q±(s)A±n (s, t) ds dt,

0 6 u 6 x 6 1. (3.41)

Полагая здесь u = x− ξ, легко выведем, что

A±n (x, ξ) = v±n (x− ξ) +

ξ∫
0

t+x−ξ∫
t

q∓(t+ x− ξ)q±(s)A±n (s, t) ds dt,

0 6 ξ 6 x 6 1. (3.42)

Ясно, что равенство (3.42) эквивалентно начальной задаче (3.38)–(3.39).
Значит, требуется доказать, что интегральное уравнение (3.42) имеет
решение в классе X0

∞.
Заметим, что при x ∈ [0, 1] справедливы соотношения

‖v±n (x−·)‖L1[0,x] =

x∫
0

∣∣v±n (x− t)
∣∣ dt =

x∫
0

∣∣v±n (t)
∣∣ dt 6 ‖v±n ‖L1[0,1]. (3.43)

Следовательно, функция V ±n (x, ξ) := v±n (x−ξ) принадлежит простран-
ству X∞. Также легко можно показать, что V ±n ∈ X0

∞, используя при-
ближение v±n (·) в L1-норме непрерывными функциями.

Рассмотрим интегральный оператор T± из X∞ в X∞, полагая

(T±F )(x, ξ) :=

ξ∫
0

t+x−ξ∫
t

q∓(t+ x− ξ)q±(s)F (s, t) ds dt, 0 6 ξ 6 x 6 1.

(3.44)
Интегральное уравнение (3.42) можно переписать в следующем аб-
страктном виде:

(IX∞ − T±)A±n = V ±n , (3.45)

где V ±n – фиксированный элемент из X0
∞. Докажем существование

элемента A±n ∈ X0
∞, удовлетворяющего уравнению (3.45).
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Сначала перепишем определение оператора T± в более удобном виде:

(T±F )(x1, x2) =

∫∫
06t26x2

06t1−t26x1−x2

q∓(t2 + x1 − x2)q±(t1)F (t1, t2) dt1 dt2,

0 6 x2 6 x1 6 1. (3.46)

Напомним, что q± ∈Wn
1 [0, 1] ⊂ C[0, 1]. Докажем индукцией по k, что

|((T±)k+1F )(x1, x2)|

6 Ck+1

∫∫
06t26x2

06t1−t26x1−x2

(x2 − t2)k

k!
· ((x1 − x2)− (t1 − t2))k

k!
· |F (t1, t2)| dt1 dt2,

0 6 x2 6 x1 6 1, (3.47)

где

C = ‖q+‖C[0,1] · ‖q−‖C[0,1]. (3.48)

Базовый случай k = 0 непосредственно вытекает из (3.46) и (3.48).
Теперь предполагая, что соотношение (3.47) доказано при k = l − 1,
докажем его при k = l, где l ∈ N. При 0 6 x2 6 x1 6 1 имеем:

∣∣((T±)l+1F )(x1, x2)
∣∣ 6 C ∫∫

06t26x2
06t1−t26x1−x2

|((T±)lF )(t1, t2)| dt1dt2

6 Cl+1

∫∫∫∫
06s26t26x2

06s1−s26t1−t26x1−x2

(t2 − s2)l−1

(l − 1)!
· ((t1 − t2)− (s1 − s2))l−1

(l − 1)!

× |F (s1, s2)| ds1 ds2 dt1 dt2 = Cl+1

∫∫
06s26x2

06s1−s26x1−x2

|F (s1, s2)| ds1 ds2

∫∫
s26t26x2

s1−s26t1−t26x1−x2

(t2 − s2)l−1

(l − 1)!
· ((t1 − t2)− (s1 − s2))l−1

(l − 1)!
dt1 dt2

= Cl+1

∫∫
06s26x2

06s1−s26x1−x2

(x2 − s2)l

l!
· ((x1 − x2)− (s1 − s2))l

l!
·|F (s1, s2)| ds1 ds2
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6
Cl+1

l!2

∫∫
06s26x2

06s1−s26x1−x2

|F (s1, s2)| ds1 ds2. (3.49)

Из (3.47) при k ∈ Z+ и x1 ∈ [0, 1] получаем:

‖((T±)k+1F )(x1, ·)‖L1[0,x1] =

x1∫
0

∣∣((T±)k+1F )(x1, x2)
∣∣ dx2

6
Ck+1

k!2

∫∫∫
06t26x26x1

06t1−t26x1−x2

|F (t1, t2)| dt1 dt2 dx2

6
Ck+1

k!2

x1∫
0

x1∫
0

 t1∫
0

|F (t1, t2)| dt2

 dt1 dx2

6
Ck+1

k!2

x1∫
0

x1∫
0

‖F‖X∞ dt1dx2 6
Ck+1

k!2
‖F‖X∞ . (3.50)

Следовательно,

‖(T±)k+1F‖X∞ 6
Ck+1

k!2
‖F‖X∞ , F ∈ X∞, k ∈ Z+, (3.51)

или

‖(T±)k‖ 6 Ck

((k − 1)!)2
, k ∈ N. (3.52)

Отсюда вытекает, что спектральный радиус оператора T± нулевой
и, значит, оператор IX∞ − T± ограниченно обратим и A±n = (IX∞ −
T±)−1V ±n ∈ X∞.

Покажем, что в действительности оператор T± отображает X0
∞ в

себя. Пусть F ∈ X0
∞ и Fm → F в X∞ при m → ∞, где Fm ∈ C(Ω),

m ∈ N. Так как q± ∈ C[0, 1], из (3.44) очевидно, что T±Fm ∈ C(Ω),
m ∈ N. Используя формулы (3.44) и (3.48), приходим к оценке

∣∣(T±F )(x, ξ)− (T±Fm)(x, ξ)
∣∣ 6 C ξ∫

0

t+x−ξ∫
t

|F (s, t)− Fm(s, t)| ds dt
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= C

x∫
0

min{s,ξ}∫
max{0,s−x+ξ}

|F (s, t)− Fm(s, t)| dt ds

6 C

x∫
0

‖F (s, ·)− Fm(s, ·)‖L1[0,s] ds 6 C‖F − Fm‖X∞ , 0 6 ξ 6 x 6 1.

(3.53)

Из этой оценки очевидным образом следует, что ‖T±Fm−T±F‖X∞ → 0
при m → ∞. Таким образом, T±F ∈ X0

∞. Это завершает доказатель-
ство желаемого включения A±n ∈ X0

∞.
Наконец, докажем включение (3.35). Ввиду формулы (3.41), это эк-

вивалентно включению

B±(·, u) ∈ L1[0, 1− u], u ∈ [0, 1], (3.54)

где

B±(t, u) :=

t+u∫
t

q∓(t+ u)q±(s)A±n (s, t) ds, t, u > 0, t+ u 6 1. (3.55)

Используя равенство (3.48), включение A±n ∈ X∞ и делая оценку как
в (3.53), получим

1−u∫
0

|B±(t, u)| dt 6 C
1−u∫
0

t+u∫
t

|A±n (s, t)| ds dt 6 C‖A±n ‖X∞ . (3.56)

Таким образом, включение (3.54) выполнено, что завершает доказа-
тельство. �

Лемма 2.1 позволяет оценить рост остаточных членов a±n (x, λ) и
b±n (x, λ) в разложениях (3.4)–(3.5) в верхней полуплоскости.

Лемма 3.2. Пусть число h ∈ R фиксировано. При условиях теоре-
мы 3.1 функции a±n (x, λ) и b±n (x, λ), заданные в (3.9)–(3.10), удовлетво-
ряют следующим асимптотическим формулам равномерно по x ∈
[0, 1]:

a±n (x, λ) = o(1), b±n (x, λ) = o(1), λ→∞, Imλ > h. (3.57)
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Доказательство. Пусть δ > 0. Используя равенство (3.9), включение
A±n ∈ X0

∞, лемму 2.1 и неравенство b1 − b2 < 0, получаем

∣∣a±n (x, λ)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

A±n (x, t)ei(b2−b1)λtdt

∣∣∣∣∣∣ 6 δ · (e(b1−b2) Imλ + 1)

6 δ · (e(b1−b2)h + 1), Imλ > h, |λ| > Rδ, x ∈ [0, 1]. (3.58)

Эта оценка влечет первое соотношение в (3.57).
Напомним, что q± ∈ Wn

1 [0, 1] ⊂ C[0, 1]. Следовательно, форму-
ла (3.33) влечет оценку∣∣b±n (x, λ)

∣∣ 6 ‖q±‖C[0,1] · sup
t∈[0,1]

|a±n (t, λ)|, λ ∈ C \ {0}. (3.59)

Объединяя первое соотношение в (3.57) с оценкой (3.59), получаем
второе соотношение в (3.57). �

Замечание 3.3. Отметим, что в недавних работах [8, 9] А. П. Коса-
ревым и А. А. Шкаликовым асимптотические разложения типа (3.4)–
(3.5) с оценкой остаточного члена как в (3.57) получены методом Бир-
кгофа–Тамаркина для 2 × 2-операторов типа Дирака с переменной
матрицей B(·). Характерная особенность подхода Марченко, исполь-
зованного нами при доказательстве формул (3.4)–(3.5), – интегральное
представление остаточного члена в виде преобразования Фурье реше-
ния некоторого явно описываемого интегрального уравнения.

Формулы (3.7) и (3.8) содержат операции интегрирования, от кото-
рых можно избавиться, если рассмотреть отношение

u±2 (x, λ)[u±1 (x, λ)]−1.

Нам понадобится следующий абстрактный результат фольклорного
характера об асимптотическом поведении рациональных функций.

Лемма 3.4. Пусть голоморфные в неограниченной области D⊂C\{0}
функции u1(λ) и u2(λ) заданы соотношениями

u1(λ) =

n∑
k=0

bk · (cλ)−k + bn(λ) · (cλ)−n, λ ∈ D, (3.60)

u2(λ) =

n∑
k=0

ak · (cλ)−k + an(λ) · (cλ)−n, λ ∈ D, (3.61)
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где b0 = 1, c ∈ C \ {0} фиксировано и

an(λ) = o(1), bn(λ) = o(1) при λ→∞, λ ∈ D. (3.62)

Пусть u1(λ) 6= 0 при λ ∈ D. Тогда справедливо следующее тождество

u2(λ)

u1(λ)
=

n∑
k=0

σk · (cλ)−k + σn(λ) · (cλ)−n, λ ∈ D, (3.63)

где

σ0 = a0, σk = ak −
k∑
j=1

bjσk−j , k ∈ {1, . . . , n}, (3.64)

и

σn(λ) =
1

u1(λ)

(
an(λ)− bn(λ)

n∑
k=0

σk · (cλ)−k

−
2n∑

k=n+1

n∑
j=n−k

bjσk−j · (cλ)k−n

 , λ ∈ D. (3.65)

В частности,

σn(λ) = o(1) при λ→∞, λ ∈ D. (3.66)

Доказательство. Умножая формулу (3.63) на u1(λ), раскрывая про-
изведение двух сумм и сравнивая коэффициенты при степенях λ, полу-
чим формулы (3.64)–(3.65) после прямых вычислений. Так как b0 = 1,
то легко видеть, что u1(λ) = 1 + o(1) при λ → ∞, λ ∈ D. Подставляя
эту асимптотическую формулу и формулы (3.62) в (3.65), приходим
к (3.66). �

Вначале применим лемму 3.4 для доказательства асимптотического
разложения частного u±2 (x,λ)

u±1 (x,λ)
с коэффициентами σ±k (x), выражаемыми

через a±k (x), b±k (x).

Предложение 3.5. Пусть число h ∈ R фиксировано. При услови-
ях теоремы 3.1 для частного функций u±2 (x, λ) и u±1 (x, λ) (см. (3.4)
и (3.5)) из представления фундаментального решения Y (x, λ) вида
(3.3) системы (3.2) справедливо представление

σ±(x, λ) :=
u±2 (x, λ)

u±1 (x, λ)
=

n∑
k=1

σ±k (x)

(cλ)k
+
σ±n (x, λ)

(cλ)n
, λ ∈ C \ {0}, (3.67)
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в котором

σ±k (x) = a±k (x)−
k−1∑
j=1

b±j (x)σ±k−j(x), x ∈ [0, 1], k ∈ {1, . . . , n}, (3.68)

σ±n (0, λ) = 0, λ ∈ C \ {0}, (3.69)

σ±n (x, λ) = o(1), λ→∞, Imλ > h, равномерно по x ∈ [0, 1]. (3.70)

Доказательство. С учетом обозначения c = b+ − b− = i(b1 − b2)
(см. (3.25)), формулы (3.4)–(3.5) принимают вид

u±1 (x, λ) =

n∑
k=0

b±k (x)(cλ)−k + b±n (x, λ)(cλ)−n, λ 6= 0, (3.71)

u±2 (x, λ) =

n∑
k=0

a±k (x)(cλ)−k + a±n (x, λ)(cλ)−n, λ 6= 0. (3.72)

Лемма 3.2 влечет асимптотические соотношения (3.57) для a±n (x, λ) и
b±n (x, λ). Из (3.71)–(3.72), (3.24), (3.57) и равенств a±0 (x) = 0, b±0 (x) = 1
(см. (3.6)) вытекает, что

u±1 (x, λ) = 1 + o(1), u±2 (x, λ) = o(1), λ→∞, Imλ > h, (3.73)

равномерно по x ∈ [0, 1]. Обозначим

Θh,R := {λ ∈ C : Imλ > h, |λ| > R}. (3.74)

Первое соотношение в (3.73) влечет, что

u±1 (x, λ) 6= 0, λ ∈ Θh,R, x ∈ [0, 1], (3.75)

при некотором R > 0 и, следовательно, функция σ±(x, λ) корректно
определена на [0, 1]×Θh,R.

Поэтому при каждом x ∈ [0, 1] лемма 3.4 применима к функциям
u1(λ) = u±1 (x, λ) и u2(λ) = u±2 (x, λ) в области D = Θh,R и влечет
формулы (3.68) для коэффициентов разложения (3.67).

Установим равномерное асимптотическое соотношение σ±n (x, λ) =
o(1) при λ → ∞ и Imλ > h. Объединяя тождества (3.68) и соотноше-
ния (3.21), доказываем по индукции включения

σ±k ∈W
n−k+1
1 [0, 1] ⊂ C[0, 1], k ∈ {1, . . . , n}. (3.76)

Отсюда, из включений (3.24), равномерных асимптотических соотно-
шений (3.57) и формулы (3.65) для σ±n (x, λ) вытекает равномерная
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асимптотика (3.70). Далее, из (3.8), (3.9) и (3.10) вытекает, что

b±1 (0) = · · · = b±n (0) = 0, a±n (0, λ) = b±n (0, λ) = 0. (3.77)

Подставляя эти равенства в формулу (3.65) для σ±n (0, λ), получаем
равенство σ±n (0, λ) = 0, доказывающее равенство (3.69). Предложение
доказано. �

Замечание 3.6. Подсчитаем первые несколько функций σ±k (·), от-
правляясь от формул (3.68) и (3.6)–(3.8). Для краткости мы опускаем
аргумент:

σ±1 = a±1 = q∓. (3.78)

σ±2 = a±2 − b
±
1 σ
±
1 = q∓b±1 − (a±1 )′ − b±1 q∓ = −(q∓)′. (3.79)

σ±3 = a±3 − b
±
1 σ
±
2 − b

±
2 σ
±
1 = q∓b±2 − (a±2 )′ + b±1 (q∓)′ − b±2 q∓ (3.80)

= −(q∓b±1 − (a±1 )′)′ + b±1 (q∓)′ = (q∓)′′ − q∓(b±1 )′

= (q∓)′′ − q∓q±a±1 = (q∓)′′ − (q∓)2q±.

Любопытно, что хотя формулы для b±k (·) содержат операции интегри-
рования, конечная формула для σ±k (·) содержит только функции q± и
их производные. В действительности, это верно для всех k ∈ {1, . . . , n}.
Прямой вывод этого факта из формул (3.68) и (3.6)–(3.8) довольно гро-
моздкий. Мы преодолеем эту трудность в следующем предложении,
анонсированном в предложении 1 из [11], применяя идею Марченко
получения для σ±(x, λ) уравнения типа Риккати.

Предложение 3.7. В условиях предложения 3.5 для функций σ±k (·)
справедливы следующии явные рекуррентные формулы

σ±1 (x) = q∓(x), (3.81)

σ±k+1(x) = −(σ±k (x))′ − q±(x) ·
k−1∑
j=1

σ±j (x)σ±k−j(x) (3.82)

при k ∈ {1, . . . , n− 1} и x ∈ [0, 1].

Доказательство. Выведем сначала дифференциальное уравнение на
функцию σ±(x, λ), определенную в (3.67). Согласно определению,

u±2 (x, λ) = u±1 (x, λ)σ±(x, λ). (3.83)

Подставляя это равенство в (3.18), получаем

(u±1 (x, λ))′ = q±(x)u±1 (x, λ)σ±(x, λ). (3.84)
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Далее, подставляя выражение (3.83) в (3.19), приходим ко второму
уравнению

(u±1 )′σ± + u±1 (σ±)′ = q∓(x)u±1 − cλu
±
1 σ
±. (3.85)

Исключая производную (u±1 )′ из системы (3.84)–(3.85), приходим к со-
отношению

q±(x)u±1 (σ±)2 + u±1 (σ±)′ = q∓(x)u±1 − cλu
±
1 σ
±. (3.86)

Учитывая, что u±1 (x, λ) 6= 0 в [0, 1]×Θh,R (см. (3.75)) и сокращая равен-
ство (3.86) на u±1 (x, λ), приходим к нелинейному дифференциальному
уравнению (типа Риккати) для σ±(t, λ)

(σ±(x, λ))′ + cλσ±(x, λ) + q±(x)(σ±(x, λ))2 = q∓(x),

x ∈ [0, 1], λ ∈ Θh,R. (3.87)

Чтобы избежать громоздкого выражения для производной (σ±n (x, λ))′

при подстановке выражения (3.67) для σ±(x, λ) в уравнение (3.87),
проинтегрируем уравнение (3.87) (заменив в нем x на t) по t ∈ [0, x]:

σ±(x, λ)− σ±(0, λ) + cλ

x∫
0

σ±(t, λ)dt+

x∫
0

q±(t)(σ±(t, λ))2dt

=

x∫
0

q∓(t)dt, x ∈ [0, 1], λ ∈ Θh,R. (3.88)

Теперь подстановка правой части разложения (3.67) в (3.88) приводит
нас к уравнению

c±0 (x) +
c±1 (x)

cλ
+ · · ·+

c±n−1(x)

(cλ)n−1
+
c±n (x, λ)

(cλ)n
= 0, x ∈ [0, 1], λ ∈ Θh,R,

(3.89)
в котором

c±0 (x) :=

x∫
0

(σ±1 (t)− q∓(t)) dt, (3.90)

c±k (x) :=

x∫
0

σ±k+1(t) dt+ σ±k (x)− σ±k (0) +

k−1∑
j=1

x∫
0

q±(t)σ±j (t)σ±k−j(t) dt,

(3.91)
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при k ∈ {1, . . . , n− 1} и

c±n (x, λ) := cλ

x∫
0

σ±n (t, λ) dt+ σ±n (x, λ)− σ±n (0, λ) + σ±n (x)− σ±n (0)

+

n−1∑
j=1

x∫
0

q±(t)σ±j (t)σ±n−j(t) dt+

n∑
k=1

(cλ)−k
n∑
j=k

x∫
0

q±(t)σ±j (t)σ±n+k−j(t) dt

+

n∑
k=1

2(cλ)−k
x∫

0

q±(t)σ±k (t)σ±n (t, λ) dt+ (cλ)−n
x∫

0

q±(t)(σ±n (t, λ))2 dt.

(3.92)

Для оценки остатка в (3.89) установим равномерную асимптотику:

c±n (x, λ) = o(λ), λ→∞, Imλ > h, равномерно по x ∈ [0, 1]. (3.93)

Из асимптотики (3.70) с учетом ограниченности коэффициентов σ±k
и q± (см. (3.76)) получаем при λ → ∞, Imλ > h, равномерные по
x ∈ [0, 1] оценки :

cλ

x∫
0

σ±n (t, λ) dt = o(λ), (3.94)

σ±n (x, λ)− σ±n (0, λ) = o(1), (3.95)

σ±n (x)− σ±n (0) +

n−1∑
j=1

x∫
0

q±(t)σ±j (t)σ±n−j(t) dt = O(1), (3.96)

n∑
k=1

(cλ)−k
n∑
j=k

x∫
0

q±(t)σ±j (t)σ±n+k−j(t) dt = O(λ−1), (3.97)

n∑
k=1

2(cλ)−k
x∫

0

q±(t)σ±k (t)σ±n (t, λ) dt = o(λ−1), (3.98)

(cλ)−n
x∫

0

q±(t)(σ±n (t, λ))2 dt = o(λ−n). (3.99)

Объединяя оценки (3.94)–(3.99) с равенством (3.92), приходим к тре-
буемой асимптотике (3.93).
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Теперь фиксируя в (3.89) x = x0 ∈ [0, 1], умножая обе части полу-
ченного равенства на (cλ)n−1 и устремляя λ к бесконечности с учётом
асимптотики (3.93), приходим к равенствам

c±k (x) = 0, x ∈ [0, 1], k ∈ {1, . . . , n}. (3.100)

Дифференцируя равенства (3.100) с учётом определений (3.90) и
(3.91) и гладкости коэффициентов σ±k , приходим к соотношениям
(3.81) и (3.82), что завершает доказательство. �

Замечание 3.8. (i) Отметим, что рекуррентные формулы (3.82) для
коэффициентов σ±k (·) дают явный вид локальных полиномиальных ин-
тегралов движения для нелинейного уравнения Шредингера (см. [30]).

(ii) Формула (3.82) позволяет легко и явно вычислить выражения
σ±k (·) через элементы q∓ матрицы Q(·), что становится затруднитель-
ным, если пользоваться формулами (3.68) и (3.6)–(3.8). Например,

σ±4 = −(σ±3 )′ − 2q∓σ±1 σ
±
2 = −(q∓)′′′ + (q∓)2(q±)′ + 4q∓(q∓)′q±. (3.101)

Более того, можно получить явное выражение для σ±k в виде линейной
комбинации произведений функций q± и их производных в общем слу-
чае. Эта формула и ее приложения для получения явных результатов
о полноте корневых векторов для граничной задачи (1.1)–(1.4), также
анонсированные в [11], будет опубликовано в другом месте.

Замечание 3.9. Асимптотические разложения решений системы
(1.1), полученные в этом параграфе, играют важную роль в нахожде-
нии усовершенствованных асимптотических формул для собственных
значений и собственных функций соответствующей граничной зада-
чи. В этой связи отметим, что недавно L. Rzepnicki [31] нашел точ-
ные асимптотические формулы для отклонений λm − λ0m = δm + ρm
в случае граничной задачи Дирихле для 2 × 2-системы Дирака с Q ∈
Lp([0, 1];C2×2), 1 6 p < 2. Именно, δm явно выражено через коэф-
фициенты Фурье и преобразования Фурье функций Q12 и Q21 в слу-
чае {ρm}m∈Z ∈ `p

′/2(Z), где p′ – сопряженный показатель. Аналогич-
ный результат был получен для собственных векторов. Для операто-
ров Штурма–Лиувилля с сингулярными потенциалами А. Гомилко и
L. Rzepnicki получили аналогичные результаты в недавней статье [7].
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§4. Асимптотическое разложение
характеристического определителя

В этом параграфе мы применяем предложение 3.7 для получения
асимптотического разложения характеристического определителя
∆Q(·), задаваемого равенством (1.8), с явными, легко вычислимыми
коэффициентами. В свою очередь, мы продемонстрируем эту форму-
лу, получив новый общий результат о полноте в случае нерегулярных
граничных условий, который существенно дополняет [28, теорему 5.1]
и [14, предложение 4.5].

Напомним, что Φ(x, λ) = (ϕjk(x, λ))2j,k=1 – фундаментальное мат-
ричное решение системы (1.1), (однозначно) задаваемое начальным
условием Φ(0, λ) = I2 (см. (2.4)). Очевидно, что собственные значения
задачи (1.1)–(1.4) – это корни характеристического уравнения

∆Q(λ) := detU(λ) = 0,

где

U(λ) :=

(
U1(Φ1(x, λ)) U1(Φ2(x, λ))
U2(Φ1(x, λ)) U2(Φ2(x, λ))

)
=:

(
u11(λ) u12(λ)
u21(λ) u22(λ)

)
. (4.1)

С учетом обозначений (1.5) приходим к следующему выражению для
характеристического определителя:

∆Q(λ) = J12+J34e
i(b1+b2)λ+J32ϕ11(λ)+J13ϕ12(λ)+J42ϕ21(λ)+J14ϕ22(λ),

(4.2)
в котором ϕjk(λ) := ϕjk(1, λ).

Теорема 4.1. Пусть Q12, Q21 ∈Wn
1 [0, 1] и функции

σ±k (x), k ∈ {1, . . . , n},

заданы формулами (3.1), (3.81), (3.82). Тогда характеристический оп-
ределитель ∆(λ) системы (1.1) допускает следующие представления:

∆Q(λ) = eib1λ ·
(
J32 +

n∑
k=1

c+k
(cλ)k

+ o(λ−n)
)
· (1 + o(1)), Imλ→ +∞,

(4.3)

∆Q(λ) = eib2λ ·
(
J14 +

n∑
k=1

c−k
(cλ)k

+ o(λ−n)
)
· (1 + o(1)), Imλ→ −∞,

(4.4)
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где c = i(b1 − b2) и при k ∈ {1, . . . , n} имеем

c+k := −J13(−1)kσ−k (0) + J42σ
+
k (1)− J14

k−1∑
j=1

(−1)jσ−j (0)σ+
k−j(1), (4.5)

c−k := J13(−1)kσ−k (1)− J42σ+
k (0)− J32

k−1∑
j=1

(−1)jσ−j (1)σ+
k−j(0). (4.6)

Доказательство. Согласно теореме 3.1 существует матричное реше-
ние системы (1.1) вида (3.3), в котором функции u±1 (x,±λ) и u±2 (x,±λ)
допускают разложения (3.4) и (3.5), соответственно. Из условий (3.6),
(3.77) с одной стороны, и условий (3.83), (3.67), (3.69) – с другой, по-
лучаем

u±1 (0,±λ) = 1, u±2 (0,±λ) = σ±(0,±λ) = o(1), λ→∞. (4.7)

Подставляя эти выражения в (3.3), находим

Y (0, λ) =

(
1 σ−(0,−λ)

σ+(0, λ) 1

)
= I2 + o2(1), λ→∞, (4.8)

где o2(1) обозначает 2× 2-матрицу с o(1) элементами. Следовательно,

ω(λ) := det(Y (0, λ)) = 1−σ−(0,−λ)σ+(0, λ) = 1+o(1), λ→∞. (4.9)

Таким образом, для некоторого R > 0 имеем det(Y (0, λ)) 6= 0 при
|λ| > R и, значит, Y (x, λ) – фундаментальная матрица решений систе-
мы (3.2) при всех |λ| > R. Поэтому Y (x, λ) и Φ(x, λ) связаны тожде-
ством

Φ(x, λ) = Y (x, λ)[Y (0, λ)]−1, |λ| > R. (4.10)

Подставляя выражения (2.4), (3.3) и (4.8) в (4.10), при |λ| > R имеем:

ϕ11(λ) =
1

ω(λ)

(
eb

+λu+1 (1, λ)− eb
−λu−2 (1,−λ)σ+(0, λ)

)
, (4.11)

ϕ12(λ) =
1

ω(λ)

(
−eb

+λu+1 (1, λ)σ−(0,−λ) + eb
−λu−2 (1,−λ)

)
, (4.12)

ϕ21(λ) =
1

ω(λ)

(
eb

+λu+2 (1, λ)− eb
−λu−1 (1,−λ)σ+(0, λ)

)
, (4.13)

ϕ22(λ) =
1

ω(λ)

(
−eb

+λu+2 (1, λ)σ−(0,−λ) + eb
−λu−1 (1,−λ)

)
. (4.14)
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Подставляя равенства (4.11)–(4.14) в (4.2) и учитывая (3.1), получаем:

∆Q(λ) = J12 + J34e
i(b1+b2)λ

+
eib1λ

ω(λ)

(
J32u

+
1 (1, λ)− J13u+1 (1, λ)σ−(0,−λ)

+ J42u
+
2 (1, λ)− J14u+2 (1, λ)σ−(0,−λ)

)
+
eib2λ

ω(λ)

(
− J32u−2 (1,−λ)σ+(0, λ) + J13u

−
2 (1,−λ)

− J42u−1 (1,−λ)σ+(0, λ) + J14u
−
1 (1,−λ)

)
. (4.15)

Сначала рассмотрим случай

λ ∈ ΘR := {λ ∈ C : Imλ > R}. (4.16)

Ввиду условия (3.70), можно предполагать, что для этих значений λ
функция σ+(1, λ) корректно определена. С помощью соотношений
(3.83), (3.67), (3.69) и (3.70) перепишем множитель в скобках в тре-
тьем слагаемом из (4.15) следующим образом:

J32u
+
1 (1, λ)− J13u+1 (1, λ)σ−(0,−λ) + J42u

+
2 (1, λ)− J14u+2 (1, λ)σ−(0,−λ)

= u+1 (1, λ)(J32 − J13σ−(0,−λ) + J42σ
+(1, λ)− J14σ+(1, λ)σ−(0,−λ))

= u+1 (1, λ)

(
J32 − J13

n∑
k=1

σ−k (0)

(−cλ)k
+ J42

( n∑
k=1

σ+
k (1)

(cλ)k
+
σ+
n (1, λ)

(cλ)n

)
− J14

( n∑
k=1

σ−k (0)

(−cλ)k

)( n∑
k=1

σ+
k (1)

(cλ)k
+
σ+
n (1, λ)

(cλ)n

))

= u+1 (1, λ)

(
J32 +

n∑
k=1

(cλ)−k
(
−J13(−1)kσ−k (0) + J42σ

+
k (1)

−J14
k−1∑
j=1

(−1)jσ−j (0)σ+
k−j(1)

)
+ o(λ−n)

)
, Imλ→ +∞, λ ∈ ΘR.

(4.17)

Так же, как при получении формулы (3.58), используя равенство (3.9),
включение A±n ∈ X0

∞, лемму 2.1 и неравенство b2 − b1 > 0, выводим

|a±n (x,−λ)| = o(e(b2−b1) Imλ), Imλ→ +∞, λ ∈ ΘR, (4.18)



122 А. А. ЛУН¨ЕВ, М. М. МАЛАМУД

равномерно по x ∈ [0, 1]. Комбинируя (3.59) с (4.18), имеем

|b−n (1,−λ)| = o(e(b2−b1) Imλ), Imλ→ +∞, λ ∈ ΘR. (4.19)

Теперь с помощью соотношений (3.4), (3.5), (4.7), (4.9), (4.18) и (4.19)
можно оценить последнее слагаемое в (4.15):∣∣∣∣eib2λω(λ)

(
u−2 (1,−λ)(J32σ

+(0, λ)− J13) + u−1 (1,−λ)(J42σ
+(0, λ)− J14)

)∣∣∣∣
= e−b2 Imλ · (1 + o(1)) ·

∣∣∣∣(o(1) +
e(b2−b1) Imλ

λn
o(1)

)
· (o(1)− J13)

+

(
1 + o(1) +

e(b2−b1) Imλ

λn
o(1)

)
· (o(1)− J14)

∣∣∣∣ =
e−b1 Imλ

|λ|n
o(1) (4.20)

при Imλ→ +∞, λ ∈ ΘR. Так как b1 < 0 < b2, то∣∣∣J12 + J34e
i(b1+b2)λ

∣∣∣ =
e−b1 Imλ

|λ|n
o(1), Imλ→ +∞, λ ∈ ΘR. (4.21)

Подставляя (4.17), (4.20) и (4.21) в (4.15), придем к (4.3).
Теперь рассмотрим случай, когда Imλ 6 −R. Соотношение (4.4)

можно получить аналогично. Приведем только шаг, соответствующий
уравнению (4.17). При Imλ 6 −R функция σ−(1,−λ) корректно опре-
делена, и мы имеем

− J32u−2 (1,−λ)σ+(0, λ) + J13u
−
2 (1,−λ)

− J42u−1 (1,−λ)σ+(0, λ) + J14u
−
1 (1,−λ)

= u−1 (1,−λ)(J14 + J13σ
−(1,−λ)− J42σ+(0, λ)− J32σ−(1,−λ)σ+(0, λ))

= u+1 (1, λ)
(
J14 + J13

( n∑
k=1

σ−k (1)

(−cλ)k
+
σ−n (1,−λ)

(−cλ)n

)
− J42

n∑
k=1

σ+
k (0)

(cλ)k

−J32
( n∑
k=1

σ−k (1)

(−cλ)k
+
σ−n (1,−λ)

(−cλ)n

)( n∑
k=1

σ+
k (0)

(cλ)k

))
= u+1 (1, λ)

(
J14 +

n∑
k=1

(cλ)−k
(
J13(−1)kσ−k (1)− J42σ+

k (0)

−J32
k−1∑
j=1

(−1)jσ−j (1)σ+
k−j(0)

)
+ o(λ−n)

)
(4.22)

при Imλ→ −∞, Imλ 6 −R. Доказательство завершено. �



ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ РАЗЛОЖЕНИИ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ 123

Замечание 4.2. Продемонстрируем альтернативный метод получе-
ния формул (4.3)–(4.6), первоначально предложенный в [25] для опера-
торовШтурма–Лиувилля. Он основан на интегральном представлении
характеристического определителя, полученного для 2×2-системы ти-
па Дирака с интегрируемой потенциальной матрицей в [15] (см. (1.10)):

∆Q(λ) = ∆0(λ) +

1∫
0

g1(t)eib1λt dt+

1∫
0

g2(t)eib2λt dt, (4.23)

где функции g1, g2 ∈ L1[0, 1] выражаются через ядро оператора преоб-
разования.

Предполагая, что g1, g2 ∈Wn
1 [0, 1], и интегрируя по частям, получим

1∫
0

g1(t)eib1λt dt =

[
g1(t)

eib1λt

ib1λ

]1
0

− 1

ib1λ

1∫
0

g′1(t)eib1λt dt

=

n∑
k=1

g
(k−1)
1 (0)− g(k−1)1 (1)eib1λ

(−ib1λ)k
+

1

(−ib1λ)n

1∫
0

g
(n)
1 (t)eib1λt dt. (4.24)

Подставляя эту формулу в представление (4.23), имеем

∆Q(λ) = ∆0(λ)

+

n∑
k=1

g
(k−1)
1 (0)− g(k−1)1 (1)eib1λ

(−ib1λ)k
+

1

(−ib1λ)n

1∫
0

g
(n)
1 (t)eib1λt dt (4.25)

+

n∑
k=1

g
(k−1)
2 (0)− g(k−1)2 (1)eib2λ

(−ib2λ)k
+

1

(−ib2λ)n

1∫
0

g
(n)
2 (t)eib2λt dt, λ 6= 0.

В свою очередь, комбинируя эту формулу с формулой (1.9) для ∆0(λ),
замечая, что b1 < 0 < b2, и применяя лемму Римана–Лебега, полу-
чим желаемое асимптотическое разложение (1.11)–(1.12). Сравнивая
формулы (4.3)–(4.4) и (1.11)–(1.12), видим, что

c+k = −
(
b2 − b1
b1

)k
g
(k−1)
1 (1), c−k = −

(
b2 − b1
b2

)k
g
(k−1)
2 (1) (4.26)
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при k ∈ {1, . . . , n}. Заметим, однако, что найти явный вид значений
g
(k−1)
1 (1) и g

(k−1)
2 (1), непосредственно используя операторы преобра-

зования, достаточно трудно.
Это причина, объясняющая, почему в данной работе (а также в [11])

мы используем описанный выше подход для вычисления коэффициен-
тов c±k , развивая метод Марченко из [29].

Далее, напомним следующую абстрактную теорему о полноте для
операторов LU (Q), доказанную в [12]. Для граничной задачи (1.1)–
(1.4) она принимает следующий вид.

Теорема 4.3 (теорема 2.3 в [12]). Пусть существуют C,R > 0 и
m ∈ Z+ такие, что

|∆(it)| > Ce−b1t

tm
, |∆(−it)| > Ceb2t

tm
, t > R. (4.27)

Тогда система корневых функций граничной задачи (1.1)–(1.4) (опе-
ратора LU (Q)) полна и минимальна в L2([0, 1];C2).

Комбинируя теоремы 4.1 и 4.3, получим следующий общий резуль-
тат о полноте (ср. [11, теорема 3]).

Теорема 4.4 (теорема 3 в [11]). Пусть Q12(·), Q21(·) ∈ Wn
1 [0, 1] и

функции σ±1 (·), . . . , σ±n (·) заданы соотношениями (3.81), (3.82). По-
ложим c+0 := J32, c−0 := J14, и пусть числа c±k , k ∈ {1, . . . , n}, заданы
соотношениями (4.5)–(4.6). Пусть c+k+ 6= 0 и c−k− 6= 0 для некоторых
k+, k− ∈ {0, 1, . . . , n}. Тогда система корневых векторов граничной
задачи (1.1)–(1.4) полна и минимальна в L2([0, 1];C2).

Доказательство. Без ограничения общности можно предполагать,
что

c+k = 0, k ∈ {0, . . . , k+ − 1}, c−k = 0, k ∈ {0, . . . , k− − 1}. (4.28)

Так как c+k+ 6= 0 и c−k− 6= 0, из формул (4.3)–(4.6) и (4.28) вытекает, что

|∆(it)| > Ce−b1t

tk+
, |∆(−it)| > Ceb2t

tk−
, t > R, (4.29)

для некоторых C,R > 0. Значит, по теореме 4.3, система корневых век-
торов граничной задачи (1.1)–(1.4) полна и минимальна в L2([0, 1];C2).

�
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Замечание 4.5. Отметим, что из формул (3.81)–(3.82) вытекает, что
коэффициенты c±k – полиномы от производных Q(j)

12 (·), Q(j)
21 (·) в 0 и 1.

Таким образом, теорема 4.4 дает явное условие полноты. Однако явные
выражения для c±k для больших k довольно громоздки.

Более явные результаты о полноте, анонсированные также в [11],
включая специфические критерии полноты в случае аналитического
потенциала Q, будут опубликованы в другом месте.

§5. Приложение: уравнение Штурма–Лиувилля

Рассмотрим уравнение Штурма–Лиувилля

−y′′ + q(x)y = λ2y, q(·) ∈ C[0, 1], (5.1)

на отрезке [0,1]. Известно, что общие вырожденные граничные условия
для уравнения (5.1) эквивалентны условиям

U1(y) = y(0)− αy(1) = 0,

U2(y) = y′(0) + αy′(1) = 0,
(5.2)

с некоторым α ∈ C \ {0}.
Обозначим через c(x, λ) и s(x, λ) фундаментальную систему реше-

ний уравнения (5.1), удовлетворяющую начальным условиям

c(0, λ) = s′(0, λ) = 1, c′(0, λ) = s(0, λ) = 0. (5.3)

Собственные значения задачи (5.1)–(5.2) совпадают с нулями характе-
ристического детерминанта ∆(λ) := det(U(λ)), где

U(λ) :=

(
U1(c(1, λ)) U1(s(1, λ))
U2(c(1, λ)) U2(s(1, λ))

)
=

(
1− α · c(1, λ) −α · s(1, λ)
α · c′(1, λ) 1 + α · s′(1, λ)

)
.

(5.4)
Так как c(1, λ)s′(1, λ)− c′(1, λ)s(1, λ) = 1, то

∆(λ) = 1− α2 + α[s′(1, λ)− c(1, λ)]. (5.5)

Напомним основной результат работы [25].

Теорема 5.1. Пусть q ∈ Ck[0, 1] для некоторого k ∈ Z+ := N ∪ {0} и

q(k)(0) 6= (−1)kq(k)(1). (5.6)

Тогда система корневых векторов задачи (5.1)–(5.2) полна и мини-
мальна в L2[0, 1].
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Ключевой результат, необходимый для доказательства этой теоре-
мы, – это следующая асимптотическая формула для характеристиче-
ского определителя ∆(λ), также доказанная в [25].

Предложение 5.2. Пусть q ∈ Cn−1[0, 1] при некотором n ∈ N и
выполнены условия

q(k)(0) = (−1)kq(k)(1), k ∈ {0, 1, . . . , n− 2}. (5.7)

Тогда при λ→∞ справедливо асимптотическое соотношение

∆(λ) =

(
α
[
(−1)n−1q(n−1)(1)− q(n−1)(0)

]
(±2iλ)n+1

+
o(1)

λn+1

)
e±iλ, λ ∈ Ω∓ε , (5.8)

где 0 < ε < π/2 и

Ω±ε := {λ ∈ C \ {0} : ε 6 ± arg λ 6 π − ε}. (5.9)

Здесь мы приведем более простое и элегантное доказательство, ис-
пользуя асимптотические формулы для специальных решений уравне-
ния (5.1) из [29] при дополнительном условии гладкости q ∈Wn

2 [0, 1].

Лемма 5.3 ([29, лемма 1.4.1]). Пусть q ∈ Wn
2 [0, 1]. Тогда уравне-

ние (5.1) имеет решение y(x, λ) вида

y(x, λ) = eiλx
(
u0(x) +

u1(x)

2iλ
+ · · ·+ un(x)

(2iλ)n
+
un+1(x, λ)

(2iλ)n+1

)
, (5.10)

где

u0(x) = 1, uk+1(x) = −u′k(x) + u′k(0) +

x∫
0

q(t)uk(t) dt (5.11)

при k ∈ {0, 1, . . . , n}, а функция un+1(x, λ) и ее производная допускают
следующие представления:

un+1(x, λ) = un+1(x) +
1

2iλ

x∫
0

q(t)un+1(t) dt

−
x∫

0

(
u′n+1(x− t) +

1

2iλ
K

(0)
n+1(x, t)

)
e−2iλt dt, (5.12)

u′n+1(x, λ) = 2iλ

x∫
0

(
u′n+1(x− t) +

1

2iλ
K

(1)
n+1(x, t)

)
e−2iλt dt, (5.13)
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в которых

K
(0)
n+1(x, ·), K

(1)
n+1(x, ·), u′n+1(x− ·) ∈ L2[0, x], x ∈ [0, 1]. (5.14)

Замечание 5.4. Из (5.11) вытекает, что

uk ∈Wn+2−k
2 [0, 1], k ∈ {1, 2, . . . , n+ 1}

(см. [29, формула (1.4.5)]). Также отметим, что решение (5.10) зависит
от n.

Далее приведем следующий результат, являющийся незначительной
модификацией леммы 1.4.2 из [29].

Лемма 5.5. Пусть q ∈Wn
2 [0, 1]. Тогда решение (5.10) уравнения (5.1)

имеет вид

y(x, λ) = exp

(
iλx+

x∫
0

σ(t, λ) dt

)
, (5.15)

в котором

σ(x, λ) =

n∑
k=1

σk(x)

(2iλ)k
+
σn(x, λ)

(2iλ)n
, (5.16)

σ1(t) = q(t), σk+1(t) = −σ′k(t)−
k−1∑
j=1

σk−j(t)σj(t), k 6 n− 1, (5.17)

σn(0, λ) = 0, λ ∈ C \ {0}, (5.18)

σn(x, λ) = o(1), λ ∈ Ω−ε , x ∈ [0, 1]. (5.19)

Доказательство. Формулы (5.15), (5.16), (5.17) составляют содер-
жание утверждения [29, лемма 1.4.2]. Докажем соотношения (5.18)
и (5.19). Для удобства читателя воспроизведем некоторые части до-
казательства из [29, лемма 1.4.2]. Полагая

σ(x, λ) :=
d

dx
ln

(
u0(x) +

u1(x)

2iλ
+ · · ·+ un(x)

(2iλ)n
+
un+1(x, λ)

(2iλ)n+1

)
, (5.20)

получим представление (5.15) решения (5.10), из которого вытекает
равенство

y′(x, λ) = (iλ+ σ(x, λ))y(x, λ) (5.21)
и уравнение на функцию σ(x, λ):

σ′(x, λ) + 2iλσ(x, λ) + σ2(x, λ)− q(x) = 0. (5.22)
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Полагая

Pn(x, λ) = 1 +
u1(x)

2iλ
+ · · ·+ un(x)

(2iλ)n
, (5.23)

Qn(x, λ) = Pn(x, λ) +
un+1(x, λ)

(2iλ)n+1
, (5.24)

приходим к следующему представлению для y(x, λ) и σ(x, λ):

y(x, λ) = eiλxQn(x, λ), (5.25)

σ(x, λ) =
P ′n(x, λ)

Pn(x, λ)
+
u′n+1(x, λ)Pn(x, λ)− un+1(x, λ)P ′n(x, λ)

(2iλ)n+1Pn(x, λ)Qn(x, λ)
. (5.26)

Рациональная функция P ′n(x, λ)[Pn(x, λ)]−1 может быть разложена в
ряд по степеням (2iλ)−1 в окрестности бесконечности. Выделяя в этом
разложении первые n членов, получим

P ′n(x, λ)

Pn(x, λ)
=

n∑
k=1

σk(x)

(2iλ)k
+

1

(2iλ)n

∞∑
k=1

ϕk(x)

(2iλ)k
(5.27)

и

σ(x, λ) =

n∑
k=1

σk(x)

(2iλ)k
+
σn(x, λ)

(2iλ)n
, (5.28)

где

σn(x, λ) =

∞∑
k=1

ϕk(x)

(2iλ)k
+
u′n+1(x, λ)Pn(x, λ)− un+1(x, λ)P ′n(x, λ)

2iλPn(x, λ)Qn(x, λ)
. (5.29)

Заметим, что функции σk(x) и ϕk(x) – полиномы от функций u1(x),
. . . , un(x) и их производных. Кроме того, σk(x) зависит только от
функций u1(x), . . . , uk(x) и их производных. Значит, ввиду замеча-
ния 5.4, имеем σk ∈ Wn+1−k

2 [0, 1], k ∈ {1, 2, . . . , n} и ϕk ∈ W 1
2 [0, 1],

k ∈ N.
Из формул (5.11), (5.12), (5.13) вытекает, что

u1(0) = u2(0) = · · · = un(0) = 0, (5.30)

un+1(0, λ) = u′n+1(0, λ) = 0. (5.31)

Следовательно, Pn(0, λ) = 1 и

P ′n(0, λ)

Pn(0, λ)
=

n∑
k=1

u′k(0)

(2iλ)k
=

n∑
k=1

σk(0)

(2iλ)k
+

1

(2iλ)n

∞∑
k=1

ϕk(0)

(2iλ)k
. (5.32)
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Из этого следует, что u′k(0) = σk(0), k ∈ {1, 2, . . . , n} и ϕk(0) = 0, k ∈ N.
Теперь из (5.29) и (5.31) вытекает равенство σn(0, λ) = 0.

Заметим, что для λ ∈ Ω−ε и a > 0 мы имеем
∣∣e−iλa∣∣ = eImλa 6 1.

Кроме того,

| Imλ| > C|λ|, λ ∈ Ω−ε , (5.33)

для некоторого C = C(ε) > 0. Поэтому для x ∈ [0, 1] и f ∈ L2[0, x] в
силу неравенства Коши имеем:

∣∣∣∣
x∫

0

f(t)e−2iλt dt

∣∣∣∣ 6 ‖f‖L2[0,x]

( x∫
0

∣∣e−2iλt∣∣2 dt)1/2

= ‖f‖L2[0,x]

(
e4 Imλx − 1

4 Imλ

)1/2

6
C1‖f‖L2[0,x]√

|λ|
, λ ∈ Ω−ε , (5.34)

для некоторого C1 > 0. Следовательно, из (5.13), (5.14) и (5.34) выте-
кает

∣∣u′n+1(x, λ)
∣∣ 6 2|λ| ·

∣∣∣∣
x∫

0

u′n+1(x− t)e−2iλt dt
∣∣∣∣+

∣∣∣∣
x∫

0

K
(1)
n+1(x, t)e−2iλt dt

∣∣∣∣
6 C2

√
|λ|+ C3/

√
|λ|, λ ∈ Ω−ε , x ∈ [0, 1], (5.35)

где C2, C3 > 0 могут зависеть от x. Таким образом,

u′n+1(x, λ) = o(λ), λ ∈ Ω−ε , x ∈ [0, 1]. (5.36)

Аналогично из (5.12), (5.14) и (5.34) следует, что

un+1(x, λ)− un+1(x) = o(1), λ ∈ Ω−ε , x ∈ [0, 1]. (5.37)

Из (5.23), (5.24) и (5.37) ясно, что

Pn(x, λ) = 1 + o(1), P ′n(x, λ) = o(1), Qn(x, λ) = 1 + o(1),

λ ∈ Ω−ε , x ∈ [0, 1]. (5.38)

Далее, заметим, что равенство (5.27) влечет

∞∑
k=1

ϕk(x)

(2iλ)k
=(2iλ)n

(
P ′n(x, λ)

Pn(x, λ)
−

n∑
k=1

σk(x)

(2iλ)k

)
=

1

Pn(x, λ)

n∑
k=1

ψk(x)

(2iλ)k
, (5.39)
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где ψk – полином от uj , u
′
j и σj , j ∈ {1, . . . , n}. Следовательно,

ψk ∈W 1
2 [0, 1] и

∞∑
k=1

ϕk(x)

(2iλ)k
= o(1), λ ∈ Ω−ε , x ∈ [0, 1]. (5.40)

Подставляя (5.36), (5.37), (5.38) и (5.40) в (5.29), приходим к соотно-
шению

σn(x, λ) =o(1) +
o(λ) · (1 + o(1))− (o(1) + un+1(x)) · o(1)

2iλ · (1 + o(1)) · (1 + o(1))
= o(1),

λ ∈ Ω−ε , x ∈ [0, 1]. (5.41)

Доказательство завершено. �

Доказательство предложения 5.2. Положим

ω(x, λ) := 2iλ+ σ(x, λ)− σ(x,−λ). (5.42)

Так как σn(0, λ) = 0, то λnω(0, λ) – полином от λ. Значит, для достаточ-
но большого R выполнено ω(0, λ) 6= 0 для |λ| > R. Можно проверить,
что при |λ| > R справедливы следующие формулы:

s(x, λ) =
y(x, λ)− y(x,−λ)

ω(0, λ)
, (5.43)

c(x, λ) =
y(x, λ)[iλ− σ(0,−λ)] + y(x,−λ)[iλ+ σ(0, λ)]

ω(0, λ)
. (5.44)

Подставляя (5.43) и (5.44) в (5.5), получим

∆(λ) = 1− α2 + α
y(1, λ)[σ(1, λ) + σ(0,−λ)]− y(1,−λ)[σ(1,−λ) + σ(0, λ)]

ω(0, λ)
.

(5.45)
Заметим, что ω(0, λ) = −ω(0,−λ). Следовательно, ∆(λ) = ∆(−λ).

То есть достаточно доказать равенство (5.8) только при λ ∈ Ω−ε . Из
(5.16), (5.18) и (5.19) имеем:

σ(1, λ) + σ(0,−λ) =

n∑
k=1

σk(1) + (−1)kσk(0)

(2iλ)k
+
o(1)

λn
, λ ∈ Ω−ε . (5.46)

Докажем, что

σk(1) + (−1)kσk(0) = 0, k ∈ {1, . . . , n− 1}, (5.47)

σn(1) + (−1)nσn(0) = (−1)n−1q(n−1)(1)− q(n−1)(0). (5.48)



ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ РАЗЛОЖЕНИИ ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ 131

Для этого выведем некоторую явную формулу для σk(x). Из рекур-
рентных формул (5.17) вытекает, что

σk+1(x) = (−1)kqk(x) + Sk−2(x), (5.49)

где Sk−2(x) – полином от q(x), q′(x), . . . , q(k−2)(x). Например,

σ1(x) = q(x), (5.50)

σ2(x) = −q′(x), (5.51)

σ3(x) = q′′(x)− q(x)2, (5.52)

σ4(x) = −q′′′(x) + 2q(x)q′(x). (5.53)

Установим некоторые дополнительные свойства полинома Sk−2(x).
Пусть w(x) = cj · q(j1)(x) · q(j2)(x) · · · · · q(jp)(x), cj 6= 0, j1, . . . , jp ∈ Z+,
– некоторый моном. Назовем номер r(w) := j1 + j2 + · · ·+ jp порядком
монома w. Докажем индукцией по k, что порядок каждого монома
в σk+1(x) имеет ту же четность, что и k. Это утверждение очевидно
в случае k = 0: σ1(x) = q(x) и моном q(x) имеет нулевой порядок.
Предположим, что это верно для σ1(x), . . . , σk(x), и докажем это для
σk+1(x), где k ∈ N. Ввиду формулы (5.17), требуется доказать, что
порядок каждого монома в σ′k(x) имеет ту же четность, что и k, и то
же самое для σk−j(x)σj(x), j ∈ {1, . . . , k− 1}. Пусть w(x) – некоторый
моном от σk(x). По предположению, r(w) ≡ k − 1 (mod 2). Ясно, что
порядок каждого монома полинома w′(x) равен r(w) + 1 ≡ k (mod 2).
Следовательно, для мономов полинома σ′k(x) требуемое свойство уста-
новлено. Пусть теперь w(x) – некоторый моном от σk−j(x)σj(x). Тогда
w(x) = C(w)w1(x)w2(x) для некоторой константы C(w), где w1(x) –
некоторый моном от σk−j(x), а w2(x) – некоторый моном от σj(x). По
предположению, r(w1) ≡ k − j − 1 (mod 2) и r(w2) ≡ j − 1 (mod 2).
Следовательно,

r(w) ≡ r(w1) + r(w2) ≡ (k − j − 1) + (j − 1) ≡ k (mod 2). (5.54)

Что и требовалось.
Теперь мы готовы доказать соотношения (5.47) и (5.48). Пусть k ∈

{0, 1, . . . , n−1}. Пусть w(x) = cj ·q(j1)(x)·· · ··q(jp)(x) – моном от Sk−2(x).
Очевидно, j1, . . . , jp 6 k − 2 < n − 2. Теперь из соотношений (5.7) и
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r(w) ≡ k (mod 2) вытекает, что

w(1) = cj · q(j1)(1) · · · · · q(jp)(1)

= (−1)j1+···+jp · cj · q(j1)(0) · · · · · q(jp)(0)

= (−1)r(w)w(0) = (−1)kw(0)

и, следовательно,

Sk−2(1) = (−1)kSk−2(0), k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, (5.55)

что приводит к соотношению

σk+1(1) + (−1)k+1σk+1(0)

= (−1)kq(k)(1) + Sk−2(1)− q(k)(0) + (−1)k+1Sk−2(0)

= (−1)kq(k)(1)− q(k)(0). (5.56)

Теперь формулы (5.47) и (5.48) следуют непосредственно из (5.56)
и (5.7).

Подставляя выражения (5.47) и (5.48) в (5.46), получим

σ(1, λ) + σ(0,−λ) =
(−1)n−1q(n−1)(1)− q(n−1)(0)

(2iλ)n
+
o(1)

λn
, λ ∈ Ω−ε .

(5.57)

Далее, заметим, что

y(1, λ) = eiλ(1 + o(1)), λ ∈ Ω−ε , (5.58)

ω(0, λ) = 2iλ+ o(1), λ ∈ Ω−ε . (5.59)

Из (5.21) и (5.10) вытекает, что

y(1,−λ)[σ(1,−λ) + σ(0, λ)]

= y′(1,−λ) + iλy(1,−λ) + y(1,−λ)σ(0, λ)

= e−iλ
n∑
k=1

u′k(1) + uk(1)σ(0, λ)

(−2iλ)k

+
e−iλ(u′n+1(1,−λ) + un+1(1,−λ)σ(0, λ))

(−2iλ)n+1
. (5.60)

Из (5.16) и (5.18) получим

σ(0, λ) =

n∑
k=1

σk(0)

(2iλ)k
= o(1), λ ∈ Ω−ε . (5.61)
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Из (5.13), неравенства Коши и (5.33) получим∣∣e−iλu′n+1(1,−λ)
∣∣

6 eImλ

1∫
0

(
2|λ|

∣∣u′n+1(1− t)
∣∣+
∣∣∣K(1)

n+1(1, t)
∣∣∣)e−2 Imλt dt

6 eImλ
(

2|λ|
∥∥u′n+1

∥∥
L2[0,1]

+
∥∥∥K(1)

n+1(1, ·)
∥∥∥
L2[0,1]

)( 1∫
0

e−4 Imλt dt

)1/2

6 C1e
Imλ|λ|

(
e−4 Imλ − 1

−4 Imλ

)1/2

6 C2

√
|λ|e− Imλ, λ ∈ Ω−ε , (5.62)

для некоторых C1, C2 > 0. Так как

|e−iλ| = eImλ =
o(1)

|λ|m
e− Imλ, λ ∈ Ω−ε , m ∈ N, (5.63)

то аналогично из (5.12) вытекает, что

∣∣e−iλun+1(1,−λ)
∣∣ 6 eImλ ·

(
|un+1(1)|+ 1

2|λ|

1∫
0

|q(t)| · |un+1(t)| dt
)

+ eImλ

1∫
0

(∣∣u′n+1(1− t)
∣∣+

1

2|λ|

∣∣∣K(1)
n+1(1, t)

∣∣∣)e−2 Imλt dt

6
C3√
|λ|

e− Imλ, λ ∈ Ω−ε , (5.64)

для некоторого C3 > 0. Подставляя выражения (5.61), (5.62), (5.63)
и (5.64) в (5.60), получим

y(1,−λ)[σ(1,−λ) + σ(0, λ)] =
o(1)

λn
e− Imλ, λ ∈ Ω−ε . (5.65)

Подставляя выражения (5.57), (5.58), (5.59) и (5.65) в (5.45), приходим
к соотношению

∆(λ) = 1− α2 + α

(
eiλ(1 + o(1))

qn + o(1)

(2iλ)n
+
o(1)

λn
eiλ
)

× [2iλ+ o(1)]−1 =
αqn + o(1)

(2iλ)n+1
eiλ, λ ∈ Ω−ε , (5.66)
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где qn := (−1)n−1q(n−1)(1)− q(n−1)(0). Это завершает доказательство.
�
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Lunev A. A., Malamud M. M. On an asymptotic expansion of the cha-
racteristic determinant for 2× 2 Dirac type systems.

The paper is concerned with the asymptotic expansion of solutions to
the following 2× 2 Dirac type system

Ly = −iB−1y′ +Q(x)y = λy, B =

(
b1 0
0 b2

)
, y = col(y1, y2),

with a smooth matrix potential Q ∈ Wn
1 [0, 1] ⊗ C2×2 and b1 < 0 < b2.

If b2 = −b1 = 1, this equation is equivalent to the one-dimensional Dirac
equation.

These formulas are applied to get an asymptotic expansion of the charac-
teristic determinant of the boundary value problem associated with the
above equation subject to the general two-point boundary conditions. This
expansion directly yields a new completeness result for the system of root
functions of such a boundary-value problem with nonregular boundary
conditions.

Поступило 24 ноября 2023 г.Российский университет
дружбы народов им. П. Лумумбы;
Математический институт
им. С. М. Никольского,
Москва, Россия

Санкт-Петербургский
государственный университет,
Санкт-Петербург, Россия
E-mail : malamud3m@gmail.com


