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§1. Введение

В последние годы активно развивается такая область стохастиче-
ских процессов, как теория ветвящихся случайных блужданий (ВСБ).
Привлечение ВСБ позволяет изучить эволюцию систем частиц, кото-
рые могут не только размножаться, гибнуть, но и перемещаться по
пространству в различных средах по правилам, учитывающим фак-
тор случайности [1]. Такие процессы находят применение в различных
областях науки, например, в статистической физике [2, 3], теории го-
мополимеров [4] и др. Как отмечено в фундаментальном обзоре по
теории ветвящихся процессов [5], общая теория марковских случай-
ных процессов была заложена и в своих принципиальных положениях
развита А. Н. Колмогоровым в [6]. К марковским случайным процес-
сам со счетным числом состояний относятся рассматриваемые нами
далее ВСБ по многомерной решетке Zd, d ∈ N.

Одним из ключевых вопросов при анализе систем частиц в ВСБ яв-
ляется вопрос о предельном поведении характеристик, описывающих
эволюцию этих систем. В большинстве публикаций по данной темати-
ке доказательства соответствующих предельных теорем объединяют-
ся общим методом исследования, основанном на анализе асимптотики
целочисленных моментов популяций и субпопуляций частиц [7].

В настоящей работе рассматривается непрерывное по времени ВСБ
частиц конечного числа K различных типов по решетке Zd, d ∈ N.
Случайное блуждание частиц каждого типа, лежащее в основе про-
цесса, предполагается однородным, симметричным и неприводимым,
а источники ветвления располагаются, вообще говоря, во всех точках
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решетки. При этом предполагается также, что интенсивность ветвле-
ния частиц квждого типа стремится к нулю при удалении узла x ∈ Zd
от начала координат. На ветвление в каждой точке решетки налага-
ется условие симметричности – интенсивность превращения частицы
типа j, j = 1, 2, . . . ,K, в частицу типа m, m = 1, 2, . . . ,K, совпада-
ет с интенсивностью обратного превращения. Кроме того, налагается
дополнительное условие, гарантирующее экспоненциальный рост (по
времени) среднего числа частиц любого типа в каждой точке Zd. Точ-
ные условия на процессы блуждания и ветвления сформулированы
при описании модели ВСБ в §2.

Основным объектом изучения является численность частиц типа m
в момент времени t в произвольной фиксированной точке y0 ∈ Zd,
обозначаемая далее N (x, k, y0,m, t), при условии что в начальный мо-
мент времени t = 0 у нас имелась единственная частица типа k, k =
1, 2, . . . ,K, находящаяся в точке x ∈ Zd. Доказывается предельная
теорема о равномерной по x ∈ Zd сходимости в среднеквадратическом
нормированной величины N (x, k, y0,m, t) при t→∞ (теорема 3).

Как отмечалось выше, в подавляющем числе публикаций по данной
тематике при доказательстве предельных теорем для (нормированной)
численности частиц [7] использовался метод моментов, требующий на-
хождения асимптотики при t→∞ всех моментов численности частиц
N (x, k, y0,m, t). В настоящей работе для доказательства предельной
теоремы мы предлагаем использовать другой метод, основанный на
мартингальной технике. Такой подход (при определенных предполо-
жениях, строго формулируемых в §2) имеет свои очевидные преиму-
щества. Он позволяет, во-первых, для получения предельной теоремы
о численности частиц в каждой точке решетки ограничиться изучени-
ем двух ее первых моментов (существование остальных не требуется),
а во-вторых – обобщить результаты, полученные для ВСБ с конеч-
ным числом источников ветвления частиц, на модели c бесконечным
числом таких источников, в которых интенсивность рождения превы-
шает интенсивность гибели частиц. И самое главное — в отличие от
метода моментов, c помощью которого устанавливается сходимость по
распределению случайных величин, мартингальный подход позволяет
доказать более сильное утверждение о сходимости случайных величин
к пределу в среднеквадратическом таким же образом, как это доказано
для надкритических ветвящихся процессов (см. [8, теорема 5, §VII]).
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Впервые мартингальная техника для изучения ветвящихся процес-
сов Гальтона–Ватсона была использована Дубом. Дальнейшее разви-
тие мартингальные методы для изучения ветвящихся процессов и ВСБ
получили в работах Ватанабе, Иоффе и Биггинса, см. [9, 10] и библио-
графию в этих работах. При построении мартингалов в этих рабо-
тах использовалась характеристическая функция шага блуждания и,
соответственно, они давали возможность доказательства предельных
теорем для характеристических функций соответствующего процесса.
Мы далее конструируем мартингал другого типа, построение которого
базируется на использовании методов спектральной теории самосопря-
женных операторов (см. теорему 1 в §3).

Кратко опишем структуру статьи. В §2 напоминается определение
ВСБ по Zd с возможностью ветвления с различной интенсивностью
в каждой точке Zd. Без дополнительных предположений на интен-
сивности источников ветвления анализ поведения ВСБ с помощью
мартингальной техники оказывается затруднительным, и поэтому во
всех последующих разделах исследование проведено при выполнении
условия (6) о стремлении интенсивностей генерации частиц к нулю на
бесконечности. В этом случае важной характеристикой процесса ока-
зывается также условие (7), гарантирующее экспоненциальный рост
по времени математических ожиданий величин N (x, k, y0,m, t). В §3
предлагается рассмотреть ВСБ как марковский процесс, принимаю-
щий значения в пространстве всех конечных целочисленных мер на Zd.
Там же вводятся операторные семейства, порожденные ВСБ. §4 посвя-
щен доказательству теоремы 3 о сходимости в среднеквадратическом
нормированного числа частиц в произвольной фиксированной точке
Zd для ВСБ при t → ∞, которое основано на аппроксимации норми-
рованного числа частиц неотрицательным мартингалом, построенным
в §3.

Настоящая работа является обобщением работ авторов [11, 12] со
случая, когда в системе имеются частицы только одного типа, на слу-
чай частиц нескольких типов.

§2. Постановка задачи и предварительные сведения

Далее будем предполагать, что в изучаемом ВСБ имеется K ти-
пов частиц, которые мы будем нумеровать числами от 1 до K. Вре-
мя t > 0 предполагается непрерывным, а перемещение частицы типа
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k ∈ {1, . . . ,K} описывается случайным блужданием по Zd, d ∈ N, за-
даваемым матрицей переходных интенсивностей Ak = (ak(x, y))x,y∈Zd ,
на которую налагаются условия:

А1. ak(x, y) > 0 при x 6= y и ak(x, x) < 0,
∑
y a(x, y) = 0 (регуляр-

ность);
А2. ak(x, y) = ak(y, x) (симметричность);
А3. ak(x, y) = ak(0, y − x) = ak(y − x) (однородность по простран-

ству);
А4. для каждого z ∈ Zd найдется такой набор векторов z1, z2,

. . . , zr ∈ Zd, что z =
∑r
i=1 zi и ak(zi) 6= 0 при i = 1, . . . , r

(неприводимость).

Через ξ(k)
x (t) обозначим траекторию случайного блуждания части-

цы k-го типа с начальным условием ξ
(k)
x (0) = x. Как известно, см.,

например, [8], в условиях A1–A4 семейство ξ
(k)
x (t), x ∈ Zd, является

марковским. C этим семейством мы свяжем полугруппу операторов

P t0k : L2(Zd)→ L2(Zd), t > 0,

где оператор P t0k действует на функцию ϕ ∈ L2(Zd) следующим обра-
зом:

[P t0kϕ](x) = Eϕ(ξ(k)
x (t)). (1)

Строгий (формально-математический) вывод необходимых в дальней-
шем свойств полугруппы P t0 непосредственно из аксиом A1–A4 – ее
сильной непрерывности, дифференцируемости и прочих (возможно,
достаточно очевидных с содержательной “физической” точки зрения)
– является нетривиальной задачей. Однако, мы не останавливаемся на
соответствующих деталях, поскольку все необходимые свойства этой
полугруппы были получены в [1] с помощью (альтернативного теоре-
тико-групповому) подхода, основанного на представлении данной по-
лугруппы как фундаментального решения некоторого дифференци-
ального уравнения в банаховых пространствах Lp(Zd), где 1 6 p 6∞.
Такой подход позволяет получить все требуемые свойства полугруп-
пы P t0 практически автоматически как следствие соответствующих об-
щих теорем теории дифференциальных уравнений в банаховых про-
странствах [13]. Подробнее с теорией операторных полугрупп, порож-
денных марковскими семействами, можно ознакомиться, например,
в [14].
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В качестве области определения оператора P t0k нам будет удобно
выбрать именно L2(Zd), ниже мы покажем, что при всех t > 0 оператор
P t0k является сжимающим оператором в L2(Zd). Далее, для функции

u(t, x) = Eϕ(ξ(k)
x (t)) = [P t0kϕ](x)

выпишем обратное уравнение Колмогорова. Для этого заметим, что
при x ∈ Zd, t→ 0 имеет место соотношение

u(t, x)− u(t, 0) = [P t0kϕ](x)− ϕ(x)

= ϕ(x) (1 + t ak(0)) + t
∑
y 6=x

ak(x− y)ϕ(y) + o(t)− ϕ(x)

= t
(
ϕ(x) ak(0) +

∑
y 6=x

ak(x− y)ϕ(y)
)

+ o(t)

= t [Akϕ](x) + o(t),

где
[Akϕ](x) =

∑
y∈Zd

ak(x− y)ϕ(y).

Поэтому уравнение Колмогорова принимает вид

du

dt
= Aku, u(0, x) = ϕ(x). (2)

Далее нам будет удобнее проводить рассуждения не в терминах
уравнений, а в терминах функций от операторов. Из уравнения (2)
вытекает, что оператор Ak является генератором (инфинитезималь-
ным оператором) полугруппы P t0k. Более того, Ak является операто-
ром свертки: Akϕ = ak ∗ϕ. Соответственно, его (дискретное) преобра-
зование Фурье является оператором умножения:

[Âkϕ̂](p) = âk(p) ϕ̂(p),

где функции ϕ̂, âk определяются равенствами

ϕ̂(p) =
∑
y∈Zd

ϕ(y) ei(p,y), âk(p) =
∑
y∈Zd

ak(y) ei(p,y).

Из условия А1 следует, что âk(0) = 0, а из A2 и А3 следуют соотно-
шения

âk(p) = ak(0) +
∑
y 6=0

ak(y) cos(p, y) 6 ak(0) +
∑
y 6=0

ak(y) = 0.
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и

âk(p) = ak(0) +
∑
y 6=0

ak(y) cos(p, y) > ak(0)−
∑
y 6=0

ak(y) = 2 ak(0).

Из последних неравенств вытекает, что оператор Ak унитарно экви-
валентен оператору умножения на вещественную ограниченную функ-
цию âk(p) и, значит, является самосопряженным ограниченным опера-
тором в L2(Zd), а его спектр σ(Ak) содержится в интервале [−Sk, 0],
где Sk = − infp∈[−π,π]d âk(p) > 0. Из утверждения о спектре немедлен-
но вытекает, что для всех t > 0 оператор P t0k является сжимающим
оператором в L2(Zd).

Для описания ВСБ добавим к случайному блужданию механизм
ветвления. Мы будем предполагать, что частицы могут не только блу-
ждать по Zd, но и в некоторые случайные моменты они могут делить-
ся, т.е. превращаться в несколько других частиц, вообще говоря, раз-
личных типов. При этом в момент деления исходная частица исчезает,
а новые частицы появляются в той же самой точке, что и частица-
родительница. Мы будем предполагать, что процесс ветвления может
происходить в каждой точке Zd. Обозначим N0 = {0, 1, 2, . . . }, а через
1 обозначим вектор

1 = (1, 1, . . . , 1) ∈ NK0 .
Процесс ветвления в точке x ∈ Zd задается с помощью многомер-

ных инфинитезимальных производящих функций fk, k = 1, 2, . . . ,K,
определяемых соотношениями

fk(x, u) =

∞∑
α∈NK

0

bkα(x) (u1)α1 · · · (uK)αK ,

u = (u1, . . . , uK) ∈ [0, 1]K , x ∈ Zd,

в которых b1(x) 6 0, bα(x) > 0 при α 6= 1 и
∑
α∈NK

0
bα(x) = 0.

Через βkm(x) будем обозначать интенсивность генерации частиц ти-
па m одной частицей типа k, находящейся в точке x ∈ Zd. По опреде-
лению

βkm(x) =
∂fk

∂um
(x,1) =

∑
α∈NK

0

αm b
k
α(x).

Через β(x) будем обозначать матрицу K ×K вида

β(x) =
(
βkm(x)

)K
k,m=1

. (3)
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Для k ∈ {1, . . . ,K} через β(2)
k (x) обозначим матрицу

(
β

(2)
k (x)

)K
j,m=1

где (
β

(2)
k (x)

)
j,m

=
∂2fk

∂uj∂um
(x,1).

Всюду далее мы будем предполагать, что элементы этой матрицы рав-
номерно ограничены по x ∈ Zd.

Для ψ ∈ L2(Zd) через
(
β(2)ψ,ψ

)
будем обозначать вектор-функцию

(элемент (L2(Zd))K) вида(
β(2)ψ,ψ

)
(x) =

(
[
(
β(2)ψ,ψ

)
]1(x), . . . , [

(
β(2)ψ,ψ

)
]K(x)

)
,

где

[
(
β(2)ψ,ψ

)
]k(x) =

K∑
j,m=1

(
β

(2)
k (x)

)
j,m

ψj(x)ψm(x). (4)

Всюду далее будем предполагать, что для любых x,m, k выполнено
равенство

βkm(x) = βmk(x), (5)
и для любых m, k

βkm(x)→ 0 при ‖x‖ → ∞, (6)

где ‖ · ‖ – евклидова норма в L2(Zd).
Далее, будем предполагать, что для любых k,m найдется элемент

x ∈ Zd, такой что βkm(x) = βmk(x) > 0. Это условие (вместе с усло-
вием A4) обеспечивает неприводимость блуждания по типам частиц,
что означает, что за любое положительное время частица любого типа
может превратиться в частицу любого другого типа с положительной
вероятностью.

Как обычно, процесс ветвления предполагается независимым от
процесса блуждания.

Пусть h = (h1, . . . , hK) ∈
(
L2(Zd)

)K . На пространстве
(
L2(Zd)

)K
введем скалярное произведение и норму, полагая

(h, g) =
∑
x∈Zd

(h(x), g(x)), ‖h‖2 =
∑
x∈Zd

‖h(x)‖22.

Всюду далее пространство
(
L2(Zd)

)K мы будем при необходимости
естественным образом отождествлять с L2(Zd × {1, . . . ,K}), именно,
функцию h = (h1, . . . , hK) ∈

(
L2(Zd)

)K мы будем отождествлять с
функцией h̃ ∈ L2(Zd × {1, . . . ,K}) определяемой как h̃(x, k) = hk(x).
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Кроме приведенных выше условий далее мы будем также предпо-
лагать выполнение условия

sup
‖h‖=1

{
(Ah, h) +

∑
x∈Zd

(β(x)h(x), h(x))

}

= sup
‖h‖=1

{ K∑
k=1

(Akhk, hk) +
∑
x∈Zd

K∑
k,m=1

βkm(x)hk(x)hm(x)

}
> 0, (7)

где оператор

Ah = (A1h1, . . . ,AKhK), h = (h1, . . . , hK) ∈
(
L2(Zd)

)K
, (8)

действующий в
(
L2(Zd)

)K , описывает совокупное действие операто-
ров Ak.

Как будет показано далее, последнее условие гарантирует, что ВСБ
является надкритическим, то есть среднее число частиц в популяции
экспоненциально растет по t.

Обозначим через X(x,k)(t), t > 0, ВСБ, задаваемое оператором A
и производящей функцией f(x, u) = (f1(x, u), . . . , fK(x, u)), с усло-
вием X(x,k)(0) = δ(x,k) того, что в момент времени t = 0 в системе
имеется ровно одна частица типа k, находящаяся в точке x ∈ Zd.
Процесс X(x,k)(t) мы далее будем рассматривать как марковский про-
цесс, принимающий значения в пространствеMK , гдеM – простран-
ство всех конечных целочисленных мер на Zd. Всякий элемент M =
(M1, . . . ,MK) ∈MK имеет вид

M =

( r1∑
j=1

δ(y1j ,1), . . . ,

rK∑
j=1

δ(yKj ,K)

)
, (9)

где r1, . . . , rK ∈ N ∪ {0} и ykj ∈ Zd. Последнее представление означает,
что в системе имеется r1 частиц типа 1, которые находятся в точках
y1

1 , . . . , y
1
r1 , r2 частиц типа 2, которые находятся в точках y2

1 , . . . , y
2
r2 и

т.д. Важно отметить, что в представлении (9) точки ykj не обязательно
различны, что соответствует тому, что в одном узле решетки Zd может
находиться несколько частиц одновременно (причем как одного типа,
так и разных), и отличаются находящиеся в одном узле частицы од-
ного типа k только своими номерами в списке частиц {yk1 , yk2 , . . . , ykrk}.
Другими словами, каждое (ykj , k) соответствует отдельной частице, ко-
торую мы кодируем ее типом k, занятым ею узлом решетки ykj и ее
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номером j в списке в списке частиц типа k. Как будет ясно из даль-
нейшего, конкретный выбор нумерации частиц одного типа не играет
роли. Для M ∈MK символом {M} будем обозначать множество всех
частиц всех типов, которое запишем как

{M} = {(y1
1 , 1), . . . , (y1

r1 , 1), . . . , (yK1 ,K), . . . , (yKrK ,K)}, (10)

причем в этом представлении каждый узел решетки может встречать-
ся несколько раз, что соответствует тому, что в этом узле находится
несколько частиц.

Итак, процесс X(x,k)(t) мы рассматриваем как MK-значный мар-
ковский случайный процесс.

§3. Операторные семейства, порождаемые
ветвящимся случайным блужданием

Так как фазовое пространствоMK марковского процесса X(x,k)(t)
устроено достаточно сложно, мы не будем пытаться выписывать ана-
лог “классической” полугруппы (1) для этого процесса. Вместо этого
мы определим два более простых операторных семейства, описываю-
щие в совокупности динамику процесса X(x,k)(t), первое из которых
будет полугруппой, а второе уже нет (см. ниже леммы 2 и 4). Данный
подход близок к идее построения кратных стохастических интегралов
(см., например, [15]), хотя нам для наших целей будет достаточно огра-
ничиться интегралами кратности один и два. Напомним, что процесс
X(x,k)(t) мы рассматриваем как случайный процесс со значениями в
пространствеMK , при этом случайное множество {X(x,k)(t)} опреде-
ляется формулой (10).

Для каждых t > 0, x ∈ Zd и

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕK) ∈
(
L2(Zd)

)K (11)

определим случайные величины

It,x(ϕ) = (It,x,1(ϕ), . . . , It,x,K(ϕ)) (12)

и

I
(2)
t,x (ϕ) = (I

(2)
t,x,1(ϕ), . . . , I

(2)
t,x,K(ϕ)), (13)
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полагая при k = 1, . . . ,K

It,x,k(ϕ) =
∑

(y,m)∈{X(x,k)(t)}

ϕm(y), (14)

I
(2)
t,x,k(ϕ) =

∑
{(y,m),(z,l)}⊂{Xx,k(t)}, (y,m) 6=(z,l)

ϕm(y)ϕl(z) (15)

(в последней формуле суммирование проводится по всем двухчастич-
ным подмножествам множества {X(x,k)(t)}). По определению имеем

I0,x,k(ϕ) = ϕk(x), I
(2)
0,x,k(ϕ) = 0. (16)

Из (14) и (15) легко выводится соотношение

(It,x,k(ϕ))2 = 2I
(2)
t,x,k(ϕ) + It,x,k(ϕ2), (17)

где вектор-функция ϕ2 определяется как

ϕ2 = (ϕ2
1, . . . , ϕ

2
K).

Для любого t>0 определим оператор P t, полагая для ϕ∈(L2(Zd))K

[P tϕ](x) = E It,x(ϕ) = (E It,x,1(ϕ), . . . ,E It,x,K(ϕ)).

Заметим, что в силу (16) для всех ϕ мы имеем P 0ϕ = ϕ.
Далее нам понадобится одно полезное свойство векторнозначного

случайного процесса It,x(ϕ). Через Ft обозначим σ–алгебру, порож-
денную процессами X(x,k)(t), k = 1, . . . ,K.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Для любых 0 6 t < T и x ∈ Zd справедливо соотношение

E (IT,x(ϕ)|Ft) = It,x(PT−tϕ).

Доказательство. Покажем, что для всех k = 1, . . . ,K выполнено

E (IT,x,k(ϕ) | Ft) = It,x,k(PT−tϕ).

Так как процесс X(x,k)(t) является марковским, имеем

E (IT,x,k(ϕ) | Ft) = E (IT,x,k(ϕ) |X(x,k)(t)).

Вычислим сначала условное математическое ожидание

E (IT,x,k(ϕ) |X(x,k)(t) = M),

где M ∈MK .
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Пусть

M =

 r1∑
j=1

δ(y1j ,1), . . . ,

rK∑
j=1

δ(yKj ,K)


для некоторых r1, . . . , rK ∈ N0. Тогда, в силу (10),

{M} =
{

(y1
1 , 1), . . . , (y1

r1 , 1), . . . , (yK1 ,K), . . . , (yKrK ,K)
}
.

Далее, разбивая сумму IT,x,k(ϕ) на r1+r2+· · ·+rK кластеров частиц,
отвечающих общему “предку” (ym,m), получаем

E
(
IT,x,k(ϕ)

∣∣X(x,k)(t) = M) =

K∑
m=1

rm∑
j=1

[PT−tϕ]m(ymj ).

Наконец, подставляя в правую часть последнего равенства M =
X(x,k)(t) и пользуясь определением (14), получаем утверждение лем-
мы. �

Лемма 2. Семейство операторов P t является полугруппой, то есть
для всех s, t > 0 справедливо соотношение

P t+s = P tP s.

Доказательство. В силу леммы 1,

E (It+s,x(ϕ) | Ft) = It,x(P sϕ).

Отсюда, вычисляя математическое ожидание от левой и правой частей
последнего равенства, получаем утверждение леммы. �

Будем рассматривать оператор P t для всех t на области опреде-
ления D(P t) =

(
L2(Zd)

)K . Для ϕ ∈
(
L2(Zd)

)K через ‖ϕ‖ обозначим
норму

‖ϕ‖2 =
∑
y∈Zd

K∑
k=1

|ϕk(y)|2.

Введем диагональный оператор матричного умножения B, действу-
ющий на функцию ϕ = (ϕ1, . . . , ϕK) ∈

(
L2(Zd)

)K следующим образом:

[Bϕ](x) = β(x)ϕ(x),

где для любого x ∈ Zd матрица β(x) определяется равенством (3). Да-
лее, аналогично тому, как это делалось для полугруппы P t0 , найдем
генератор полугруппы P t. Заметим, что поскольку всюду речь идет
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только об ограниченных операторах в
(
L2(Zd)

)K , нет никаких техни-
ческих проблем с определением генератора.

Лемма 3. Генератор полугруппы P t есть оператор A + B, то есть
для всех ϕ ∈ L2(Rd) и x ∈ Rd справедливо

lim
t→0+

[P tϕ](x)− ϕ(x)

t
= [Aϕ](x) + β(x)ϕ(x) = [(A+ B)ϕ](x).

Доказательство. При t→ 0+ для любого k = 1, . . . .K имеем

[P tϕ]k(x)− ϕk(x) = E It,x,k(ϕ)− ϕk(x)

= ϕk(x) (1 + tak(0) + o(t)) (1 + t bk1(x) + o(t))

+ t
∑
y 6=x

ak(y − x)ϕk(y) + t

K∑
m=1

∑
α6=1

αmb
k
α(x)ϕm(x) + o(t)− ϕ(x)

= t
∑
y∈Zd

ak(y − x)ϕk(y) + t

K∑
m=1

βkm(x)ϕm(x) + o(t).

Из последней формулы следует утверждение леммы. �

Заметим, что утверждение леммы 3 эквивалентно операторному
тождеству

P t = etH, где H = A+ B.

Далее нам потребуются некоторые свойства спектра оператора H.
Прежде всего отметим, что H является ограниченным оператором в(
L2(Zd)

)K . Кроме того, оператор H представляет собой компактное
возмущение оператора A (см. [16, гл. 4, § 6]). Из [17, теорема 3 гл. 9]
вытекает, что существенный спектр оператора A совпадает с суще-
ственным спектром оператора H. Как мы ранее показали, спектр A
содержится в интервале [−S, 0], где S = max(S1, . . . , SK) > 0. Соответ-
ственно, положительный спектр возмущенного оператора H может со-
стоять только из собственных значений конечной кратности, возможно
сгущающихся к нулю. Последнее означает, что для любого δ > 0 в мно-
жестве [δ,∞) может находиться только конечное число точек спектра.

Далее мы всегда будем предполагать, что квадратичная форма опе-
ратора H принимает положительные значения, то есть выполнено ус-
ловие
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λ0 = sup
‖h‖=1

{ K∑
k=1

∑
x,y∈Zd

ak(x− y)hk(x)hk(y) +
∑
x∈Zd

(β(x)h(x), h(x))

}
= sup
‖h‖=1

{
(A+ B)h, h)

}
> 0. (18)

Условие (18) гарантирует (см. [17, глава 10, §1]), что у оператора
H имеется положительное собственное значение. Из теоремы Крейна–
Рутмана (см. [18] и [19]) тогда следует, что число λ0 является простым
собственным значением оператора H, которому соответствует строго
положительная собственная функция ϕ0 ∈

(
L2(Zd)

)K (то есть такая,
что для любого x ∈ Zd и для любого m ∈ {1, 2, . . . ,K} выполнено
[ϕ0]m(x) > 0).

Сформулируем и докажем важное для дальнейшего утверждение.

Теорема 1. Пусть ϕ – собственная функция оператора H=A+B,
отвечающая собственному значению λ. Тогда для любого x ∈ Zd про-
цесс

η(t, x) = e−λtIt,x(ϕ) = e−λt(It,x,1(ϕ), . . . , It,x,K(ϕ)), η(0, x) = ϕ(x),

является Ft-мартингалом со значениями в RK .

Доказательство. Заметим, прежде всего, что из условия (18) выте-
кает, что у оператора H имеется хотя бы одно собственное значение
λ > 0. Так как ϕ является собственной функцией оператора H, отвеча-
ющей собственному значению λ, то для всех s > 0 функция ϕ автома-
тически является собственной функцией оператора esH, отвечающей
собственному значению eλs, что означает справедливость соотношения
P sϕ = eλsϕ (про определение функции от самосопряженного операто-
ра см. подробнее [17, глава 6]).

Далее, пусть 0 6 t < T . В силу леммы 1, имеем

E (η(T, x) | Ft) = E (e−λT IT,x(ϕ) | Ft) = e−λT It,x(PT−tϕ)

= e−λT eλ(T−t)It,x(ϕ) = e−λtIt,x(ϕ) = η(t, x).

Теорема доказана. �

Рассмотрим старшее собственное значение λ0 оператора H и от-
вечающую ему собственную функцию ϕ0. Как уже было отмечено,
это собственное значение является простым (единичной кратности),
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а функция ϕ0 может быть выбрана строго положительной. Из тео-
ремы 1 вытекает, что процесс η(t, x) = e−λ0t It,x(ϕ0) является в этом
случае Ft-мартингалом. Более того, этот мартингал является покоор-
динатно неотрицательным, а тогда из теоремы Дуба (см. [8, глава 3])
следует, что с вероятностью единица существует предел

η(∞, x) = lim
t→∞

η(t, x). (19)

Далее мы покажем, что предел в (19) существует не только почти
наверное, но и в среднеквадратическом.

Пусть
η(t, x) = (η(t, x, 1), . . . , η(t, x,K)).

Чтобы доказать сходимость в среднеквадратическом, нам нужно оце-
нить величину

E ‖η(t, x)‖2 =

K∑
k=1

E |η(t, x, k)|2.

В силу (17), для этого достаточно оценить для всех k = 1, . . . ,K

величину E I
(2)
t,x,k(ϕ0). С этой целью для каждого t > 0 определим опе-

ратор Qt, полагая

[Qtϕ](x) = E I
(2)
t,x (ϕ) = (E I

(2)
t,x,1, . . . ,E I

(2)
t,x,K).

Отметим, что семейство операторов Qt уже не является полугруп-
пой. Следующее утверждение дает полезную замену полугруппового
свойства.

Лемма 4. Для всех неотрицательных s, t справедливо соотношение

Qt+s = P tQs +QtP s. (20)

Доказательство. Для произвольной ϕ ∈
(
L2(Zd)

)K вычислим услов-
ное математическое ожидание

E (I
(2)
t+s,x,k(ϕ) |X(x,k)(t) = M),

где M ∈MK .
Пусть

M =

( r1∑
j=1

δ(y1j ,1), . . . ,

rK∑
j=1

δ(yKj ,K)

)
для некоторых r1, . . . , rK ∈ N0. Тогда, в силу (10)
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{M} =
{

(y1
1 , 1), . . . , (y1

r1 , 1), . . . , (yK1 ,K), . . . , (yKrK ,K)
}
.

Далее, частицы, присутствующие в системе в момент времени t+ s
разобьем на R = r1 + · · ·+rK кластеров, отвечающих общему “предку”
(y
kj
j , kj), а, в свою очередь, сумму I

(2)
t+s,x(ϕ) разобьем на суммы про-

изведений ϕl(yl)ϕm(zm), где (yl, l), (zm,m) принадлежат одному кла-
стеру и аналогичные суммы, где (yl, l), (zm,m) принадлежат разным
кластерам. Получим соотношение

E
(
I

(2)
t+s,x,k(ϕ) |X(x,k)(t) = M

)
=

R∑
j=1

E I
(2)
s,yj ,kj

(ϕ)

+
∑
j 6=m

E Is,yj ,kj (ϕ)E Is,ym,km(ϕ) =

R∑
j=1

[Qsϕ]kj (yj) + I
(2)
t,x,k(P sϕ).

Теперь, подставляя в правую часть последнего равенстваM = X(x,k)(t)
и вычисляя математическое ожидание, получаем утверждение лем-
мы. �

Лемма 5. Функция [Qtϕ](x) удовлетворяет уравнению
d

dt
[Qtϕ](x) = [HQtϕ](x) +

1

2
(β(2)(x)[P tϕ](x), [P tϕ](x)).

Доказательство. Заметим сначала, что для любых ψ ∈
(
L2(Zd)

)K ,
x ∈ Zd, k ∈ {1, . . . ,K} справедливо соотношение

lim
∆t→0+

[Q∆tψ]k(x)

∆t
=

1

2

∑
α

K∑
j=1

αj (αj − 1) bkα(x)ψj(x)2

+
1

2

∑
α

∑
j 6=m

αj αm ψj(x)ψm(x) =
1

2
(β

(2)
k (x)ψ(x), ψ(x)).

Полагая в (20) t = ∆t, s = t, получаем

d

dt
Qtϕ(x) = lim

∆t→0+

[Q∆t+tϕ](x)− [Qtϕ](x)

∆t

= lim
∆t→0+

[P∆tQtϕ](x)− [Qtϕ](x)

∆t
+ lim

∆t→0+

[Q∆tP tϕ](x)

∆t

= [HQtϕ](x) +
1

2
(β(2)(x)[P tϕ](x), [P tϕ](x)).
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Лемма доказана. �

Из лемм 2 и 5 вытекает, что функции u1(t, x) = E It,x(ϕ) = P tϕ(x)

и u2(t, x) = E I
(2)
t,x (ϕ) = Qtϕ(x) являются решениями следующей систе-

мы уравнений
du1

dt
= Hu1,

du2

dt
= Hu2 +

1

2
(β2(x)u1, u1),

с начальными условиями u1(0, x) = ϕ(x) и u2(0, x) = 0.
Решая эту систему, получаем

u1(t, x) = P tϕ(x) =
[
etHϕ

]
(x), (21)

u2(t, x) =
1

2

t∫
0

[
e(t−s)H(β2( · )u1(s, · ), u1(s, · )

)]
(x) ds. (22)

Пусть, как и выше, λ0 > 0 – старшее собственное значение, а ϕ0 > 0
– отвечающая ему нормированная собственная функция оператора H.
Обозначим через λ1, где λ1 < λ0, правую границу оставшегося спектра.

Нам понадобятся два простых неравенства: для любой функции ϕ ∈(
L2(Zd)

)K справедливо

‖etHϕ‖ 6 etλ0‖ϕ‖, (23)

а для любой функции ϕ, принадлежащей ортогональному дополнению
к ϕ0,

‖etHϕ‖ 6 etλ1‖ϕ‖. (24)
Кроме того, мы будем неоднократно использовать неравенство: для

любого ψ ∈
(
L2(Zd)

)K
max
x∈Zd

‖ψ(x)‖ 6 ‖ψ‖.

Теорема 2. Справедливо соотношение

lim
t→∞

sup
x∈Zd

E ‖η(t, x)− η(∞, x)‖2 = 0. (25)

Доказательство. Покажем, что для всех k = {1, . . . ,K} семейство
случайных функций η(t, x, k) равномерно по x ∈ Zd фундаментально
в L2(Ω) при t→∞, т.е. для него выполнено

sup
x∈Zd

E (η(t2, x, k)− η(t1, x, k))2 −→
t1,t2→∞

0. (26)



188 Н. В. СМОРОДИНА, Е. Б. ЯРОВАЯ

Пусть t2 > t1 > 0. Так как процесс η(t, x) – Ft-мартингал, то для
любого фиксированного x ∈ Zd мы имеем

E (η(t2, x, k)−η(t1, x, k))2 = E (η(t2, x, k))2−2E (η(t2, x, k) ·η(t1, x, k))

+ E (η(t1, x, k))2 = E (η(t2, x, k))2 −E (η(t1, x, k))2. (27)

Для t > 0 вычислим величину

E (η(t, x, k))2 = e−2λ0tE (It,x,k(ϕ0))2.

В силу (17), имеем

e−2λ0tE (It,x,k(ϕ0))2 = 2e−2λ0tE I
(2)
t,x,k(ϕ0) + e−2λ0tE It,x,k(ϕ2

0). (28)

Из (23) следует, что

r(t) = sup
x

(
e−2λ0tE It,x,k(ϕ2

0)
)
6 ‖e−2λ0tE It,·,k(ϕ2

0)‖

= e−2λ0t‖etHϕ2
0‖ →

t→∞
0. (29)

Вычислим первое слагаемое в правой части (28). Для этого восполь-
зуемся формулой (22) при ϕ = ϕ0. В этом случае u1(t, x) = eλ0tϕ0(x), а

u2(t, x) = E I
(2)
t,x (ϕ0) =

1

2

t∫
0

[
e(t−s)H(β2ϕ0, ϕ0

)]
(x) e2λ0s ds.

Соответственно, мы имеем

2e−2λ0tE I
(2)
t,x,k(ϕ0) =

t∫
0

[
e(t−s)H(β2ϕ0, ϕ0

)]
k
(x) e−2λ0(t−s) ds

=

t∫
0

[
esH
(
β2ϕ0, ϕ0

)]
k
(x) e−2λ0s ds. (30)

Используя (27), (28), (29) и (30), получаем

E (η(t2, x, k)− η(t1, x, k))2 6
∥∥∥ t2∫
t1

esH
(
β2ϕ0, ϕ0

)
e−2λ0s ds

∥∥∥
+ r(t1) + r(t2), (31)

где r(t)→ 0 при t→∞.
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Оценим теперь первое слагаемое в правой части (31). Используя
(23), получаем∥∥∥∥

t2∫
t1

esH
(
β2ϕ0, ϕ0

)
e−2λ0s ds

∥∥∥∥ 6
t2∫
t1

∥∥esH(β2ϕ0, ϕ0

)∥∥e−2λ0s ds

6 ‖(β2ϕ0, ϕ0)‖
t2∫
t1

e−λ0s ds 6
‖β2‖∞
λ0

(e−λ0t1 − e−λ0t2).

Из последнего неравенства вытекает (26) и, соответственно, суще-
ствование равномерного по x ∈ Zd предела в L2(Ω) у функции η(t, x)
при t → ∞. Этот предел при всех x совпадает п.н. с η(∞, x) так как
и из сходимости в L2(Ω) и из сходимости почти наверное вытекает
сходимость по вероятности. �

§4. Предельная теорема для числа частиц m-го типа в
точке решетки

Пусть, как и в предыдущих параграфах, Xx,k(t) – ветвящееся слу-
чайное блуждание, удовлетворяющее начальному условию Xx,k(0) =
δ(x,k) (т.е. в начальный момент времени у нас имеется единственная
частица типа k находящаяся в точке x ∈ Zd), а y0 ∈ Zd – фиксиро-
ванная точка решетки. Через N (x, k, y0,m, t) обозначим число частиц
типа m ветвящегося блуждания Xx,k(t) в точке y0 в момент времени t.

Для случайного процесса N (x, k, y0,m, t) справедлива следующая
предельная теорема.

Теорема 3. Справедливо соотношение

lim
t→∞

sup
x∈Zd

E
(
e−λ0tN (x, k, y0,m, t)− (ϕ0(y0))mη(∞, x, k)

)2
= 0.

Доказательство. Прежде всего, заметим, что справедлива формула

N (x, k, y0,m, t) = It,x,k(ψ),

где вектор-функция ψ=(ψ1, . . . , ψK) определяется как ψm(y)=I{y0}(y),
а ψl(y) = 0 при l 6= m (здесь I{y0} – индикаторная функция одноточеч-
ного множества {y0}).
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Разложим функцию ψ на ее проекцию (в
(
L2(Zd)

)K) на одномерное
подпространство, содержащее функцию ϕ0, и на ортогональное допол-
нение к этому подпространству:

ψ = (ϕ0(y0))mϕ0 + ϕ.

Далее, имеем

N (x, k, y0,m, t) = It,x,k(ψ) = (ϕ0(y0))m It,x,k(ϕ0) + It,x,k(ϕ),

и, соответственно,

e−λ0tN (x, k, y0,m, t) = (ϕ0(y0))m η(t, x, k) + e−λ0t It,x,k(ϕ). (32)

Из (25) вытекает, что для доказательства утверждения теоремы до-
статочно показать, что второе слагаемое в правой части (32) равно-
мерно по x ∈ Zd стремится к нулю в L2(Ω) при t→∞.

Для t > 0 вычислим величину

e−2λ0tE (It,x,k(ϕ))2.

В силу (17) имеем

e−2λ0tE (It,x,k(ϕ))2 = 2 e−2λ0tE I
(2)
t,x,k(ϕ) + e−2λ0tE It,x,k(ϕ2). (33)

Из (23) следует, что

r(t) = sup
x
|e−2λ0tE It,x,k(ϕ2)| 6 ‖e−2λ0tE It,·,k(ϕ2)‖

= e−2λ0t‖etHϕ2‖ →
t→∞

0.

Теперь нам достаточно показать, что L2(Zd)-норма первого слагае-
мого в (33) стремится к нулю. Обозначим это первое слагаемое через
v(t, x, k). В силу (22), имеем

v(t, x, k) = 2e−2λ0tE I
(2)
t,x,k(ϕ) = e−2λ0t

t∫
0

[
e(t−s)H(β2 e

sHϕ, esHϕ
)]
k
(x) ds.

Далее, пользуясь (23), (24) (напомним, что ϕ лежит в ортогональ-
ном дополнении к ϕ0), получаем

‖v(t, · )‖ 6 e−2λ0t

t∫
0

∥∥e(t−s)H(β2 e
sHϕ, esHϕ

)∥∥ ds
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6 ‖β2‖∞‖ϕ‖2e−2λ0t

t∫
0

eλ0(t−s)e2λ1s ds

= ‖β2‖∞‖ϕ‖2e−λ0t

t∫
0

eλ1s ds.

Так как 0 6 λ1 < λ0, то последнее выражение стремится к нулю при
t→∞, что и завершает доказательство теоремы. �
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Smorodina N. V., Yarovaya E. B. On one limit theorem for branching
random walks with a finite number of particle types.

We consider a branching random walk on the lattice Zd, d ∈ N, in which
at any point of Zd a particle of every type can die or produce an arbitrary
number of offsprings of different types. The walk of a particle of each type
on Zd is described by a symmetric homogeneous and irreducible random
walk. We assume that the branching intensity of particles of any type at
a point x ∈ Zd tends to zero as ‖x‖ → ∞, and an additional condition
is fulfilled on the parameters of the branching random walk, guaranteeing
exponential in time growth of the mean number of particles of each type
at each point Zd. Under these assumptions we prove the limit theorem
on the convergence of normalised number of particles of each type at an
arbitrary fixed point y0 ∈ Zd as t → ∞ to the limit in mean square. The
proof is based on an approximation of the normalised number of particles
by some non-negative martingale.
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