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§1. Введение

Обозначим через H двумерный оператор Шрёдингера

(Hf)(x) = −1

2
(∆ f)(x) + V (x) f(x),

где V (x) – неотрицательная и ограниченная непрерывная функция,
степенным образом убывающая на бесконечности, именно

V (x) = O (‖x‖−α), α > 2. (1)

Мы рассматриваем оператор H на области определения Dom (H) =
W 2

2 (R2) – пространстве Соболева функций, квадратично интегрируе-
мых на плоскости R2 и имеющих квадратично интегрируемые первую
и вторую обобщенные производные (см. [9, с. 146]). Отметим, что на
его области определения оператор Шрёдингера является самосопря-
женным и положительно определенным оператором. При этих усло-
виях спектр оператора H абсолютно непрерывный и заполняет поло-
жительную полуось [0,∞) (см. [7, с. 20 и 32]).

Через Rλ = (H−λ I)−1 обозначим резольвенту оператора H. В слу-
чае если спектральный параметр λ ∈ C не принадлежит спектру опе-
ратора H, область определения резольвенты Rλ совпадает с L2(R2).
В противном случае соответствующая область определения Dom (Rλ)
представляет из себя некоторое плотное в L2(R2) множество (этот во-
прос подробнее рассмотрим в §4).

Известно, что резольвента оператора H допускает представление
в виде преобразования Лапласа по τ полугруппы операторов Pτ =
e−τH, τ > 0 (подробнее см. [5, с. 354]). Именно, если Reλ < 0, то тогда
при всех f ∈ L2(R2) выполнено
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(H− λ I)−1 f(x) =

∞∫
0

eλ τ [e−τH f(x)] dτ. (2)

Далее, для операторной полугруппы Pτ = e−τH имеет место веро-
ятностное представление (формула Фейнмана–Каца)

Pτ f(x) = E f(wx(τ)) e
−
τ∫
0

V (wx(s)) ds
, (3)

где через wx(τ) обозначен случайный процесс wx(τ) = x−w(τ) (здесь
w(τ) = (w1(τ), w2(τ)), τ > 0, – стандартный двумерный винеровский
процесс).

Подставляя (3) в (2), окончательно при всех f ∈ Cb(R2) ∩ L2(R2)
получим

(H− λ I)−1 f(x) = E

∞∫
0

eλ τ f(wx(τ)) e
−
τ∫
0

V (wx(s)) ds
dτ. (4)

Таким образом, резольвента оператора H допускает представление
в виде потраекторного усреднения случайного оператора

Aλ : f 7−→
∞∫
0

eλ τ f(wx(τ)) e
−
τ∫
0

V (wx(s)) ds
dτ. (5)

Заметим, что траектория двумерного винеровского процесса заме-
тает на плоскости множество нулевой лебеговой меры и, значит, опера-
тор Aλ не может быть продолжен до непрерывного оператора на всем
пространстве L2(R2).

Целью данной работы является построение другого семейства слу-
чайных операторов, усреднение которого также дает вероятностное
представление резольвенты оператора H, но, в отличие от (5), опера-
торы этого семейства с вероятностью единица допускают продолжение
до непрерывных интегральных операторов в L2(R2). Настоящая ста-
тья является продолжением [8], в которой аналогичный вопрос рас-
сматривался для случая V (x) ≡ 0.

Структура работы следующая. Во втором параграфе приводятся
необходимые сведения из математической теории рассеяния. В третьем
параграфе строится семейство случайных линейных операторов {Rtλ}
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(t > 0,Reλ 6 0). Показывается, что при каждом t > 0 и Reλ 6 0 опера-
тор Rtλ с вероятностью единица является непрерывным интегральным
оператором в L2(R2) вида

Rtλ f(x) =

∫
R2

rtλ(x, y) f(y) dy,

а также исследуются свойства его ядра rtλ(x, · ). В четвертом пара-
графе доказывается, что потраекторные усреднения соответствующих
случайных операторов сходятся при t → ∞ к резольвенте оператора
H. Именно, если Reλ 6 0, то тогда при всех f ∈ Dom (Rλ) выполнено

(H− λ I)−1 f(x) = (L2) lim
t→∞

E

∫
R2

rtλ(x, y) f(y) dy. (6)

Также показывается, что в случае Reλ < 0 семейство ядер rtλ(x, · )
можно определить для случая t = ∞, так что при всех f ∈ L2(R2)
справедливо

(H− λ I)−1 f(x) = E

∫
R2

r∞λ (x, y) f(y) dy.

§2. Основные сведения

Под обобщенными собственными функциями оператораH будем по-
нимать непрерывные и ограниченные решения уравнения Шрёдингера

−1

2
∆x ϕ(x, k) + V (x)ϕ(x, k) =

‖k‖2

2
ϕ(x, k), k ∈ R2, (7)

которые удовлетворяют асимптотическим соотношениям

v(x, k) := ϕ(x, k)− ei(x,k) = O(‖x‖− 1
2 ), (8)

∂ v(x, k)

∂ ‖x‖
− i ‖k‖ v(x, k) = o(‖x‖− 1

2 ), ‖x‖ → ∞ (9)

(условия излучения).
Известно, что соответствующее непрерывное и ограниченное реше-

ние уравнения (7) в то же время удовлетворяет уравнению Липпмана–
Швингера (см. [1, с. 252])

ϕ(x, k) = ei(x,k) +
i

2

∫
R2

H
(1)
0 (‖k‖ ‖x− y‖)V (y)ϕ(y, k) dy (10)
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(здесь H(1)
0 (r) – функция Ханкеля первого рода нулевого порядка (по-

дробнее см. [11, с. 645–647])). Уравнение (10) используется в квантовой
механике при описании рассеяния частиц в потенциальном поле.

Следующим шагом мы покажем, что при каждом k ∈ R2 \{0} урав-
нение (10) имеет единственное непрерывное и ограниченное решение,
которое удовлетворяет условиям излучения (8) и (9).

Справедливо утверждение.

Теорема 1. Пусть V (x) – неотрицательная и ограниченная непре-
рывная функция, для которой выполнено условие (1). Тогда при каж-
дом k ∈ R2 \ {0} существует единственное непрерывное и ограничен-
ное решение уравнения (10), удовлетворяющее условиям излучения
(8) и (9).

Доказательство. Обсудим основную идею доказательства теоремы
(в работе [7] приведено полное доказательство, но для трехмерного
случая).

Через B обозначим банахово пространство функций

B = {f : f ∈ C(R2), lim
R→∞

sup
‖x‖=R

|f(x)| = 0}

с нормой
‖f‖B = sup

x∈R2

|f(x)|.

Определим ограниченный интегральный оператор T‖k‖ : B → B, по-
лагая

T‖k‖ f(x) =
i

2

∫
R2

H
(1)
0 (‖k‖ ‖x− y‖)V (y) f(y) dy. (11)

С учетом (8), (10) и (11) получим

v(x, k) = h(x, k) + T‖k‖ v(x, k), (12)

где функция h(x, k) определена формулой

h(x, k) =
i

2

∫
R2

H
(1)
0 (‖k‖ ‖x− y‖)V (y) ei(k,y) dy. (13)

Нетрудно показать, что при каждом k ∈ R2 \ {0} функция h( · , k)
принадлежит пространству B.
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Следующим шагом, используя теорему Арцела–Асколи (см. напри-
мер [4, с. 114]), можно показать, что оператор T‖k‖ является компакт-
ным оператором в банаховом пространстве B. Таким образом, опера-
тор I−T‖k‖ обратим в B тогда и только тогда, когда ядро соответству-
ющего оператора тривиально Ker (I − T‖k‖) = 0 (cм. [6, с. 286–288]).

Действуя аналогично тому, как это было сделано в [7, с. 15, лем-
ма 4.4], можно показать то, что уравнение v(x, k) = T‖k‖ v(x, k) имеет
лишь тривиальное решение. Таким образом, при всех k ∈ R2\{0} урав-
нение (12) имеет единственное решение v( · , k) ∈ B. Cоответственно,
существует единственное непрерывное и ограниченное решение ϕ( · , k)
уравнения Липпмана–Швингера (10), которое при ‖x‖ → ∞ имеет
асимптотику ϕ( · , k) ∼ ei(x,k).

Можно также показать, что соответствующее решение удовлетво-
ряет условиям излучения (8) и (9). �

Обсудим некоторые важные свойства функции ϕ(x, k), которые по-
надобятся нам в дальнейшем.

Справедливы следующие утверждения

Лемма 1. 1. При всех k ∈ R2 \ {0} выполнено ϕ( · , k) ∈ C(R2).
2. При всех x ∈ R2 выполнено ϕ(x, · ) ∈ C(D), где D – произвольный

компакт в R2, который не содержит начало координат.

Доказательство. Доказательство первого утверждения леммы вы-
текает из теоремы 1. Доказательство второго утверждения приведено
в [7, с. 18, теорема 3]. �

Лемма 2. Существует число M > 0, такое что при всех x ∈ R2 и
k ∈ R2 \ {0} выполнено неравенство |ϕ(x, k)| 6M .

Доказательство. Из соотношений (8) и (12) следует то, что функция
ϕ(x, k) может быть представлена в виде

ϕ(x, k) = (I− T‖k‖)−1 h(x, k) + ei(x,k), (14)

где h(x, k) = T‖k‖ e
i(x,k).
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Используя известные асимптотики для функции Ханкеля H
(1)
0 (r)

(подробнее см. [11, с. 645–647]), получим оценку для операторной нор-
мы ‖T‖k‖‖B→B

‖T‖k‖‖B→B = sup
f∈B: ‖f‖B=1

‖T‖k‖ f‖B

6
C0

2‖k‖ 1
2

sup
x∈R2

∫
R2

‖y‖− 1
2 V (x+ y) dy =

a

‖k‖1/2
,

(15)

где константа C0 определена формулой

C0 = sup
r>0
|H(1)

0 (r)| r1/2.

Далее, если выполнено условие ‖T‖k‖‖B→B < 1, то тогда оператор
(I− T‖k‖)−1 может быть представлен в виде ряда Неймана

(I− T‖k‖)−1 =

∞∑
n=0

Tn‖k‖, (16)

где через Tn‖k‖ обозначена композиция из n операторов T‖k‖. Соответ-
ственно, с учетом (14) и (16) выражение для функции ϕ(x, k) примет
вид

ϕ(x, k) =

∞∑
n=0

Tn‖k‖ e
i(x,k). (17)

Далее, фиксируем число R > 0 такое, что R > a2. Тогда с учетом
(15), (17), а также неравенства

sup
x∈R2

|Tn‖k‖ e
i(x,k)| 6 ‖T‖k‖‖nB→B, (18)

при всех x ∈ R2 и k ∈ R2 : ‖k‖ > R получим

|ϕ(x, k)| 6
∞∑
n=0

an

‖k‖n/2
6 C.

Таким образом, функция |ϕ(x, k)| ограничена некоторой константой
при всех x ∈ R2 и k ∈ R2 : ‖k‖ > R.

Теперь рассмотрим случай ‖k‖ < R. В [7, с. 18, теорема 3] показа-
но, что функция |ϕ(x, k)| ограничена при всех x ∈ R2 и k ∈ D (здесь
D – произвольный компакт, который не содержит начало координат).
Соответствующий результат вытекает из того, что функция v( · , k) =
(I−T‖k‖)−1 h( · , k) непрерывна по k (в топологии пространства B) при
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всех k ∈ D. Используя принцип предельного поглощения, можно по-
казать, что функция v( · , k) ограничена при k → 0. Таким образом,
функция |ϕ(x, k)| ограничена при всех x ∈ R2 и k ∈ R2 : ‖k‖ < R �

Лемма 3. Существуют числа m > 0 и δ > 0, такие что при всех
x ∈ R2 и ‖k‖ > m выполнено неравенство

|ϕ(x, k)| > δ.

Доказательство. Положимm := 9 a2 (константа a определена в фор-
муле (15)). Тогда c учетом (15), (17) и (18) при всех x ∈ R2 и ‖k‖ > m
получим

sup
x∈R2

|ϕ(x, k)− ei(x,k)| 6
∞∑
n=1

‖Tk‖nB→B =
‖Tk‖B→B

1− ‖Tk‖B→B
6

1

2
,

что завершает доказательство леммы. �

Также нам понадобится информация об асимптотическом поведе-
нии функции ϕ(x, k).

Лемма 4. Существуют константы C > 0 и q > 0, такие что при
всех ‖k‖ > q выполнено неравенство

sup
x∈R2

|ϕ(x, k)− ei(x,k)| 6 C

‖k‖1/2
. (19)

Доказательство. Справедливость утверждения леммы вытекает из
(15), (17) и (18). �

Далее, определим оператор F : L2(R2)→ L2(R2), полагая

F : (F f)(k) = (L2) lim
M→∞

1

2π

∫
‖x‖<M

f(x)ϕ(x, k) dx.

Соответственно, эрмитово сопряженный оператор F∗ определяется
формулой

F∗ : (F∗ g)(x) = (L2) lim
M→∞

1

2π

∫
‖k‖<M

g(k)ϕ(x, k) dk.

Определенный таким образом оператор F будем называть обобщен-
ным преобразованием Фурье. Если V (x) ≡ 0, то тогда обобщенное пре-
образование Фурье совпадает со стандартным преобразованием Фурье
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в L2(R2), поскольку в этом случае справедливо

ϕ(x, k) = ei(x,k).

Также отметим, что оператор F – унитарный оператор в L2(R2)

F F∗ = F∗ F = Id.

Нам в дальнейшем понадобится следующее важное свойство обоб-
щенного преобразования Фурье.

Лемма 5. Пусть при некотором α ∈ [0, 1/2) измеримая функция g(k)
удовлетворяет условию∫

R2

(1 + ‖k‖2α) |g(k)|2 dk <∞.

Тогда функция (F∗g)(x) принадлежит классу Соболева Wα
2 (R2).

Доказательство. Доказательство аналогичного утверждения приве-
дено в [2, с. 149, лемма 3]. �

Преобразование F играет роль диагонализующего преобразования
для оператора Шрёдингера

H = −1

2
∆ + V,

сплетая его в L2(R2) c оператором умножения на функцию независи-
мой переменной ‖k‖

2

2

H = F∗ ‖k‖
2

2
F .

Данное свойство позволяет эффективно строить функции от опера-
тора H. Именно, пусть F – произвольная измеримая функция. Тогда
в L2(R2) операторное уравнение F (H) f(x) = h(x) равносильно урав-
нению F (‖k‖

2

2 ) · (Ff)(k) = (Fh)(k).
Из этого свойства вытекает одно важное соотношение, которое да-

лее будет использоваться нами при построении случайного интеграль-
ного оператора Rtλ : L2(R2)→ L2(R2).

Справедливо утверждение

Лемма 6. При всех x, k ∈ R2 и t > 0 справедливо соотношение

ϕ(x, k) e−
t‖k‖2

2 = Eϕ(wx(t), k) e
−

t∫
0

V (wx(s)) ds
. (20)



148 А. К. НИКОЛАЕВ

Доказательство. Справедливость (20) вытекает из формулы (3) и
сплетающего свойства оператора F . �

§3. Определение оператора Rtλ.
Определим функцию ψ = ψ(x, r), (x, r) ∈ R2 × [m,∞), полагая

ψ(x, r) =
1

2π

∫
S1

ϕ (x, r θ)

ϕ (0, r θ)
dS(θ), (21)

где dS – элемент длины дуги единичной окружности, а число m опре-
делено в лемме 3.

Из лемм 1, 2, 3, 4 и 6 вытекает то, что функция ψ(x, r) удовлетворяет
условиям:

1. При всех x ∈ R2 и r > m выполнено неравенство

|ψ(x, r)| 6M.

2. Существует константа C > 0, такая что при всех r > m выполнено
неравенство

sup
x∈R2

|ψ(x, r)− J0 (‖x‖r)| 6 C

r1/2
, (22)

где

J0(r) =
1

2π

2π∫
0

eir cosϕ dϕ

– функция Бесселя первого рода нулевого порядка.
3. При всех t > 0, x ∈ R2 и r > m справедливо соотношение

ψ(x, r) e−
tr2

2 = Eψ(wx(t), r) e
−

t∫
0

V (wx(s)) ds
.

Далее, при всех t > 0 и λ ∈ C, Reλ 6 0 определим случайную
функцию gtλ(x, k), полагая

gtλ(x, k)=


(2π)−1

t∫
0

eλτϕ (wx(τ), k) e
−
τ∫
0

V (wx(s)) ds
dτ, ‖k‖<m,

(2π)−1ϕ(x, k)
t∫
0

eλτ ψ (w0(τ), ‖k‖) e
−
τ∫
0

V (w0(s)) ds
dτ,

‖k‖>m.
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Следующим шагом мы покажем, что при всех x ∈ R2 и α ∈ [0, 1/2)

случайная функция rtλ(x, · ) := (F∗gtλ) (x, · ) с вероятностью единица
принадлежит классу Соболева Wα

2 (R2) (случай α = 0 соответствует
тому, что rtλ(x, · ) ∈ L2(R2)).

Справедливо утверждение:

Теорема 2. 1. Если Reλ 6 0, то тогда при всех α ∈ [0, 1/2) и x ∈ R2

случайная функция rtλ(x, · ) = (F∗gtλ) (x, · ) с вероятностью единица
принадлежит классу Соболева Wα

2 (R2).
2. Если Reλ < 0, то тогда при всех x ∈ R2 существует случайная

функция r∞λ (x, · ). Она с вероятностью единица принадлежит классу
Соболева Wα

2 (R2).

Доказательство. Из леммы 5 следует, что для доказательства пер-
вого утверждения теоремы достаточно показать конечность интеграла

I = 4π2 ·E
∫
R2

(1 + ‖k‖2α)|gtλ(x, k)|2 dk. (23)

Интеграл I может быть представлен в виде суммы интегралов

I1 =E

∫
‖k‖<m

(1 + ‖k‖2α)

∣∣∣∣
t∫

0

eλτ ϕ (wx(τ), k)e
−
τ∫
0

V (wx(s)) ds
dτ

∣∣∣∣2 dk (24)

и

I2 = E

∫
‖k‖>m

(1 + ‖k‖2α)

∣∣∣∣
t∫

0

eλτ ψ(w0(τ), ‖k‖) e
−
τ∫
0

V (w0(s)) ds
dτ

∣∣∣∣2
× |ϕ(x, k)|2 dk (25)

соответственно.
Покажем конечность интегралов I1 и I2. Из утверждения леммы 2

немедленно вытекает оценка для интеграла I1
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I1 6 (Mt)2
∫

‖k‖6m

(1 + ‖k‖2α) dk

= 2π (Mt)2
m∫
0

(1 + r2α) r dr

= π (mM t)2 (1 +
1

α+ 1
m2α),

(26)

где M = supx,k∈R2 |ϕ(x, k)|.
В случае Reλ < 0 оценка интеграла I1 равномерна по t и имеет вид

I2 6 π
(mM

Reλ

)2
(1 +

1

α+ 1
m2α). (27)

Теперь оценим интеграл I2. Используя теорему Фубини, а также
соотношение

∣∣∣∣
t∫

0

f(τ) dτ

∣∣∣∣2 = 2 ·
∫

0<τ2<τ1<t

Re [f(τ1) f(τ2)] dτ1dτ2, (28)

получим

I2 = 2 ·
∫

‖k‖>m

|ϕ(x, k)|2 (1 + ‖k‖2α)

×
(

Re

∫
0<τ2<τ1<t

eλτ1 eλτ2 E [ψ (w0(τ1), ‖k‖)ψ (w0(τ2), ‖k‖)

× e
−
τ1∫
0

V (w0(s1)) ds1
e
−
τ2∫
0

V (w0(s2)) ds2
] dτ1 dτ2

)
dk. (29)

Вычислим математическое ожидание, стоящее под знаком интегра-
ла в (29). Используя свойства условных математических ожиданий,
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при условии τ1 > τ2 получим

E
[
ψ (w0(τ1), ‖k‖)ψ (w0(τ2), ‖k‖) e

−
τ1∫
0

V (w0(s1)) ds1
e
−
τ2∫
0

V (w0(s2)) ds2]
= E

[
ψ (w0(τ2), ‖k‖) e

−
τ2∫
0

V (w0(s2)) ds2

×E (ψ (w0(τ1), ‖k‖) e
−
τ1∫
0

V (w0(s1)) ds1
|F6τ2)

]
. (30)

Далее, с учетом марковского свойства процесса w0(τ), а также свой-
ства 3 функции ψ(x, r), имеем

E
(
ψ (w0(τ1), ‖k‖) e

−
τ1∫
0

V (w0(s1)) ds1
|F6τ2

)
= e
−
τ2∫
0

V (w0(s2)) ds2
·E
(
ψ (wy(τ1− τ2), ‖k‖) e

−
τ1−τ2∫

0

V (wy(s1)) ds1)∣∣∣
y=w0(τ2)

= e
−
τ2∫
0

V (w0(s2)) ds2
· ψ (w0(τ2), ‖k‖) · e−

(τ1−τ2)‖k‖2
2 . (31)

Подставляя (31) в (30), окончательно получим

E
[
ψ (w0(τ1), ‖k‖)ψ (w0(τ2), ‖k‖)e

−
τ1∫
0

V (w0(s1)) ds1
e
−
τ2∫
0

V (w0(s2)) ds2]
= e−

(τ1−τ2)‖k‖2
2 E |ψ (w0(τ2), ‖k‖)|2 e

−2
τ2∫
0

V (w0(s2)) ds2
. (32)

С учетом (32) выражение для интеграла I2 примет вид

I2 =2

∫
‖k‖>m

(1 + ‖k‖2α)

( t∫
0

e2Reλτ2E|ψ(w0(τ2), ‖k‖)|2e
−2

τ2∫
0

V (w0(s2)) ds2

×
[
Re

t∫
τ2

eλ(τ1−τ2) e−
(τ1−τ2)‖k‖2

2 dτ1

]
dτ2

)
|ϕ(x, k)|2 dk. (33)

Далее, оценим математическое ожидание, стоящее в (33). Используя
условие V (x) > 0, неравенство

|a+ b|2 6 2 (|a|2 + |b|2), a, b ∈ C,
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а также свойство 2 функции ψ(x, r), получим оценку

E |ψ(w0(τ2), ‖k‖)|2 e
−2

τ2∫
0

V (w0(s2)) ds2

6 2E |ψ(w0(τ2), ‖k‖)− J0(‖w(τ2)‖ ‖k‖)|2 + 2E |J0(‖w(τ2)‖ ‖k‖)|2

6 C1 ‖k‖−1 + 2 e−τ2 ‖k‖
2

I0(τ2 ‖k‖2).

Используя асимптотику для модифицированной функции Бесселя
I0(r) (подробнее см. [3, с. 228]), получим

E |ψ(w0(τ2), ‖k‖)|2e
−2

τ2∫
0

V (w0(s2)) ds2
6 C1 ‖k‖−1 + C2 ‖k‖−1 τ2−

1
2 . (34)

С учетом (33), (34), а также неравенства

Re

t∫
τ2

eλ(τ1−τ2) e−
(τ1−τ2)‖k‖2

2 dτ1 6
2

|‖k‖
2

2 − λ|
,

окончательно получим оценку интеграла I2

I2 6 (C1 t+ C2 t
1/2)

∞∫
m

(1 + q2α)
2

| q22 − λ|
dq <∞, (35)

справедливую при всех λ ∈ C, Reλ 6 0, 0 6 t <∞ и 0 6 α < 1/2.
Из неравенств (26) и (35) следует справедливость утверждения п. 1

настоящей теоремы.
Если Reλ < 0, то тогда соответствующая оценка интеграла I2 при-

мет вид

I2 6
C1

|Reλ|

∞∫
m

(1 + q2α)
1

| q22 − λ|
dq

+ C2

∞∫
m

(1 + q2α)

( ∞∫
0

e2Reλ ττ−1/2 dτ

)
1

| q22 − λ|
dq <∞. (36)

Из оценок (27) и (36) следует то, что в метрике пространства Hα
(0 6 α < 1/2) измеримых случайных функций g = g(x, ω) с нормой

‖g‖2α = E

∫
R2

(1 + ‖k‖2α) |(Fg)(k, ω)|2 dk
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существует предел

r∞λ (x, · ) = (Hα) lim
t→∞

rtλ(x, · ),

который (как функция координаты) при каждом x∈R2 и λ∈C, Reλ<0
с вероятностью единица принадлежит классу Соболева Wα

2 (R2). �

Далее, при всех t > 0 и λ ∈ C, Reλ 6 0 на множестве функций
f ∈ L2(R2) определим случайный интегральный оператор Rtλ, полагая

Rtλ f(x) =

∫
R2

rtλ(x, y) f(y) dy.

Докажем, что случайный оператор Rtλ с вероятностью единица яв-
ляется ограниченным оператором в L2(R2).

Справедливо утверждение

Теорема 3. При каждом 0 6 t < ∞ случайный оператор Rtλ с веро-
ятностью единица является ограниченным интегральным операто-
ром в L2(R2), причем в случае Reλ < 0 данное свойство остается
справедливым и при t =∞.

Доказательство. Запишем оператор Rtλ в виде

Rtλf(x)=
1

2π

∫
‖k‖6m

( t∫
0

eλτϕ (wx(τ), k)e
−
τ∫
0

V (wx(s)) ds
dτ

)
(Ff)(k)dk

+
1

2π

∫
‖k‖>m

ϕ(x, k)

( t∫
0

eλτ ψ (w0(τ), ‖k‖)e
−
τ∫
0

V (w0(s)) ds
dτ

)
(Ff)(k)dk.

(37)

Далее, обозначим через Bm(0) множество {k ∈ R2 : ‖k‖ 6 m}.
Пространство L2(R2) можно представить в виде прямой суммы под-
пространств

L0(R2) = {f ∈ L2(R2) : supp (Ff)(k) ⊆ Bm(0)}
и

L1(R2) = {f ∈ L2(R2) : supp (Ff)(k) ∩Bm(0) = ∅}.
Для доказательства теоремы достаточно показать, что сужения опе-
ратора Rtλ на подпространства L0(R2) и L1(R2) являются ограничен-
ными операторами.
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Из (37) вытекает, что сужение оператора Rtλ на подпространство
L1(R2) можно представить в виде композиции операторов F∗ R̂tλ F , где
случайный оператор R̂tλ на своей области определения задан формулой

(R̂tλ g)(k) =

t∫
0

eλτ ψ (w0(τ), ‖k‖) e
−
τ∫
0

V (w0(s)) ds
dτ · g(k).

Из свойства 1 функции ψ(x, r) следует то, что с вероятностью еди-
ница оператор R̂tλ является ограниченным оператором (как оператор
умножения на ограниченную функцию). Тогда в силу изометрии обоб-
щенного преобразования Фурье F , сужение оператора Rtλ на подпро-
странство L1(R2) с вероятностью единица также является ограничен-
ным оператором.

Далее, заметим, что сужение оператора Rtλ на функции f ∈ L0

имеет вид

(Rtλ f)(x) =

t∫
0

eλ τ f(wx(τ)) e
−
τ∫
0

V (wx(s)) ds
dτ. (38)

Оценим L2 - норму случайной функции (Rtλ f)( · , w( · )). Используя
(38) и неравенство Коши–Буняковского (оцениваем квадрат модуля
интеграла (38)), получим

‖(Rtλ f)( · , w( · ))‖2L2
= lim
M→∞

∫
‖x‖<M

dx |(Rtλ f)(x,w( · ))|2

6 t lim
M→∞

∫
‖x‖<M

dx

( t∫
0

dτ |f(wx(τ))|2
)
.

Отметим, что использование нами неравенства Коши–Буняковского
оправдано, поскольку функция f ∈ L0 является ограниченной (про-
странство L0 содержится в пространстве гладких и ограниченных фун-
кций C∞b (R2)).

Используя теорему Фубини, окончательно получим

‖(Rtλ f)( · , w( · ))‖2L2
6 t lim

M→∞

t∫
0

dτ

∫
‖x‖<M

dx |f(wx(τ))|26 t2 ‖f‖2L2
.
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Теперь рассмотрим случай Reλ<0. Для функции |(R∞λ f)(x,w( · ))|2
верна оценка

|(R∞λ f)(x,w( · ))|2 6
( ∞∫

0

eReλ τ dτ

)
·
( ∞∫

0

eReλ τ |f(wx(τ))|2 dτ
)

=
1

|Reλ|

∞∫
0

eReλτ |f(wx(τ))|2 dτ,

что, как и в предыдущей выкладке, является следствием неравенства
Коши–Буняковского.

Снова используя теорему Фубини, получим

‖(R∞λ f)( · , w( · ))‖2L2
6

1

|Reλ|
· lim
M→∞

∞∫
0

eReλτ

( ∫
‖x‖<M

|f(wx(τ))|2 dx
)
dτ

6
1

|Reλ|2
‖f‖2L2

. �

§4. Представление резольвенты

Как и выше обозначим через H = − 1
2 ∆ + V двумерный оператор

Шрёдингера. Отметим, что оператор H является самосопряженным
и положительно определенным на его области определения и имеет
лишь непрерывный спектр, сосредоточенный на положительной полу-
оси σ (H) = [0,∞).

Через Rλ = (H−λ I)−1 обозначим резольвенту оператора H. В слу-
чае λ /∈ σ (H) область определения оператора Rλ совпадает с L2(R2).
В противном случае соответствующая область определения имеет вид

Dom (Rλ) = {f(x) ∈ L2(R2) :
(Ff)(k)
‖k‖2
2 − λ

∈ L2(R2)}.

В импульсном представлении (то есть после обобщенного преобра-
зования Фурье) оператору Rλ соответствует унитарно эквивалентный
ему оператор умножения на функцию (‖k‖

2

2 −λ)−1 (подробнее про уни-
тарную эквивалентность см. [10, с. 101]).

Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 4. 1. Если Reλ < 0, то тогда при всех f ∈ L2 (R2) выпол-
нено

Rλ f(x) = E

∫
R2

r∞λ (x, y) f(y) dy.

2. Если Reλ = 0 и λ 6= 0, то тогда при всех f ∈ L2 (R2) выполнено

Rλ f(x) = (L2) lim
t→∞

E

∫
R2

rtλ(x, y) f(y) dy.

3. Если λ = 0, то тогда при всех f ∈ D (R0) выполнено

R0 f(x) = (L2) lim
t→∞

E

∫
R2

rt0(x, y) f(y) dy.

Доказательство. Используя унитарность оператора F и теорему Фу-
бини, получим

E

∫
R2

rtλ(x, y) f(y) dy =

∫
R2

(E gtλ(x, k)) (Ff)(k) dk. (39)

Вычислим величину E gtλ(x, k). Используя лемму 6, в случае ‖k‖ <
m получим

E gtλ(x, k) =
1

2π

t∫
0

eλτ Eϕ(wx(τ), k) e
−
τ∫
0

V (wx(s)) ds
dτ

=
1

2π
ϕ(x, k)

e t (λ−
‖k‖2

2 ) − 1

λ− ‖k‖
2

2

. (40)

Аналогично, используя свойство 3 функции ψ(x, r), в случае ‖k‖>m
имеем

E gtλ(x, k) =
1

2π
ϕ(x, k) ·

t∫
0

eλτ Eψ(w0(τ), ‖k‖) e
−
τ∫
0

V (w0(s)) ds
dτ

=
1

2π
ϕ(x, k)

e t (λ−
‖k‖2

2 ) − 1

λ− ‖k‖
2

2

. (41)
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Подставляя (40), (41) в (39), получаем

E

∫
R2

rtλ(x, y) f(y) dy =
1

2π

∫
R2

ϕ(x, k)
et (λ−

‖k‖2
2 )

λ− ‖k‖
2

2

(Ff)(k) dk

+
1

2π

∫
R2

ϕ(x, k)
1

‖k‖2
2 − λ

(Ff)(k) dk = I1(t, λ, x) + I2(λ, x). (42)

Если Reλ < 0, то тогда I1(∞, λ, x) = 0, что завершает доказатель-
ство пункта 1 теоремы.

Далее, напомним, что спектр оператора H сосредоточен на положи-
тельной полуоси σ (H) = [0,∞). Обозначим через H(t, λ, k) функцию

H(t, λ, k) =
et (λ−

‖k‖2
2 )

λ− ‖k‖
2

2

.

Заметим, что при каждом t > 0, Reλ 6 0, λ 6= 0 и k ∈ R2 справед-
ливо неравенство

|H(t, λ, k)| 6 1

|Imλ|
, (43)

а при почти всех k ∈ R2 имеет место сходимость

lim
t→∞

H(t, λ, k) = 0. (44)

Таким образом, по теореме Лебега о мажорируемой сходимости,
функция I1(t, λ, · ) при t → ∞ имеет предел (в метрике пространства
L2(R2)) равный 0, что завершает доказательство второго пункта тео-
ремы.

Докажем теперь утверждение п. 3 теоремы. Поскольку 0 ∈ σ (H),
мы уже не можем использовать оценку (43). Вместо этого заметим то,
что

(Ff)(k)
‖k‖2
2

∈ L2(R2)

(последнее по определению означает то, что f(x) ∈ D (H−1)). Сно-
ва используя теорему Лебега о мажорируемой сходимости, получаем
справедливость утверждения пункта 3 теоремы. �
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operators of this family are integral operators in L2(R2). The properties
of the kernels of the corresponding operators are also investigated.
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