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§1. Описание модели

В настоящей работе изучается процесс ветвящегося случайного блу-
ждания по Z+ = {0, 1, 2, . . . }. Под случайным блужданием в данном
случае понимается однородный марковский процесс на фазовом про-
странстве Z+ с непрерывным временем t. Такой процесс задается своей
матрицей переходных интенсивностей A =

(
a(n,m)

)
n,m∈Z+

(см., напр.,
[3]), на которую мы налагаем условия:
A1. a(n,m) = 0 при |n−m| > 2;
A2. a(n,m) > 0 при |n−m| = 1, n 6= 0; a(n, n) < 0 при n 6=0; a(0,m)=0
и ∑

m∈Z+

a(n,m) = a(n, n− 1) + a(n, n) + a(n, n+ 1) = 0.

(в последней формуле мы используем соглашение a(0,−1) = 0);
A3. a(n,m) = a(m,n);
A4. sup

n,m∈Z+

|a(n,m)| <∞.

Условия А1 и А2 означают, что частица может переходить только
в соседние точки Z+, то есть при каждой смене положения частицы
ее координата изменяется на единицу, и при старте из любого состо-
яния n ∈ Z+ любое состояние m ∈ Z+ достижимо, то есть случайное
блуждание является неприводимым. Условие a(0,m) = 0, которое со-
ответствует тому, что нулевая строка матрицы A состоит из нулей,
означает, что нуль на решетке Z+ является поглощающим состояни-
ем, то есть частица с ненулевой вероятностью может перейти в нуль,
однако там мгновенно погибает.

Ключевые слова: марковский ветвящийся процесс, ветвящиеся случайные
блуждания, матрицы Якоби, ортогональные многочлены.
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Таким образом, в отличие от [5], где рассматривался случай отраже-
ния в нуле (частица, находящаяся в нуле, через экспоненциальное вре-
мя возвращалась в единицу), траектория данного случайного блужда-
ния может начинаться только из точки n ∈ Z+ \ {0} = {1, 2, 3, . . . }.

Для ϕ,ψ ∈ `2(Z+) через (ϕ,ψ) будем обозначать соответствующее
скалярное произведение

(ϕ,ψ) =
∑
m∈Z+

ϕ(m)ψ(m).

Через ˚̀
2(Z+) обозначим подпространство `2(Z+) векторов, у кото-

рых нулевая координата равна нулю, то есть
˚̀

2(Z+) = {x ∈ `2(Z+) : x ⊥ ~e0}.

Для n ∈ Z+ \ {0} через ξn(t) обозначим траекторию случайного
блуждания с начальным условием ξn(0) = n. Если в некоторый мо-
мент времени t0 частица оказывается в нулевом состоянии, то есть,
ξn(t0) = 0, то для всех t > t0 частица остается в нулевом состоянии,
то есть ξn(t) = 0. Марковское семейство ξn(t) стандартным образом
определяет полугруппу операторов

P t0 : ˚̀
2(Z+)→ ˚̀

2(Z+), t > 0,

где оператор P t0 действует на функцию ϕ ∈ ˚̀
2(Z+) как

[P t0ϕ](n) = Eϕ
(
ξn(t)

)
. (1)

Через A обозначим генератор (инфинитезимальный оператор) по-
лугруппы P t0 . Найдем явное выражение для оператора A. При t→ 0+
имеем

[P t0ϕ](n)−ϕ(n)=ϕ(n)
(
1 + ta(n, n)) + t

∑
m∈Z+\{n}

a(n,m)ϕ(m) + o(t)−ϕ(n)

= t
(
a(n, n)ϕ(n) +

∑
m∈Z+\{n}

a(n,m)ϕ(m)
)

+ o(t)

= t [Aϕ](n) + o(t),

где

[Aϕ](n) =
∑
m∈Z+

a(n,m)ϕ(m)

= a(n, n− 1)ϕ(n− 1) + a(n, n)ϕ(n) + a(n, n+ 1)ϕ(n+ 1)
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есть оператор, задаваемый матрицей A в стандартном базисе в `2(Z+).
Для описания ветвящегося случайного блуждания добавим к слу-

чайному блужданию механизм ветвления. Будем предполагать, что
источники ветвления находятся в каждой точке n ∈ Z+ \ {0}. В связи
с тем, что в нуле происходит гибель частиц, характеристики источни-
ка в нуле не повлияют на процесс, поэтому сразу будем считать, что
в нуле источника ветвления нет. В рассматриваемой нами модели ис-
точник ветвления описывается последовательностью коэффициентов
dk(n), k ∈ N ∪ {0}, удовлетворяющих условиям

d1(n) 6 0, dk(n) > 0 при k 6= 1 и
∞∑
k=0

dk(n) = 0.

Для точки нуль dk(0) = 0 для всех k ∈ N ∪ {0}.
Данная последовательность коэффициентов однозначно определя-

ется своей инфинитезимальной производящей функцией

κ(n, u) =

∞∑
k=0

dk(n)uk, u ∈ [0, 1], n ∈ Z+.

Размножение и гибель частиц в источнике ветвления в каждой точ-
ке n ∈ Z+ \ {0} задается процессом Гальтона–Ватсона, где dk(n) –
интенсивность деления на k потомков.

Через β(n) будем обозначать интенсивность источника в точке n ∈
Z \ {0}. По определению β(n) = κ′(n, 1) =

∑∞
k=1 k dk(n). Отметим, что

интенсивность в нуле β(0) = 0. Всюду ниже предполагаем выполнение
условия

‖β‖∞ = sup
n∈Z+

|β(n)| <∞. (2)

Процесс ветвления предполагается независимым от процесса блуж-
дания.

Таким образом, каждая частица, находящаяся в момент времени t
в некоторой точке n ∈ Z+ \ {0}, независимо от остальных частиц в
системе, может за малое время h перейти с вероятностью p(h, n,m) =
a(n,m)h+ o(h) в точку m 6= n, или произвести k 6= 1 потомков, нахо-
дящихся в этой же точке n, с вероятностью pk(h, n) = dk(n)h + o(h),
или сохраниться (то есть никаких изменений не произойдет) с вероят-
ностью

1−
∑

m∈Z+\{n}

a(n,m)h−
∑

k∈Z+\{1}

dk(n)h+ o(h).
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Отметим, что в литературе такие процессы также носят название
однородных марковских ветвящихся процессов на фазовом простран-
стве Z+ (см. [4, глава V, §3]), но мы, следуя [7], будем называть их
ветвящимися случайными блужданиями.

Обозначим через Xn(t), t > 0, процесс, задаваемый оператором A
и производящей функцией κ(n, u), с условием Xn(0) = δn того, что в
момент времени t = 0 в системе имеется ровно одна частица, находя-
щаяся в точке n ∈ Z+ \{0}, где δn – дельта-мера в точке n. Как и в [6],
процесс Xn(t) мы далее будем рассматривать как марковский процесс,
принимающий значения в пространствеM всех конечных целочислен-
ных мер на Z+ \ {0}. Всякий элемент M ∈M имеет вид

M =

k∑
j=1

δmj , (3)

где k ∈ N ∪ {0} и mj ∈ Z+ \ {0}. Важно отметить, что в представле-
нии (3) точки mj не обязательно различны, что соответствует тому,
что в одной точке Z+ \ {0} может находиться несколько частиц одно-
временно, и отличаются находящиеся в одной точке частицы только
своими номерами в списке частиц {m1,m2, . . . ,mk}. Другими словами,
каждоеmj соответствует отдельной частице, которую мы кодируем за-
нятой ей точкой mj и ее номером j в списке. Так как далее мы будем
рассматривать только cимметрические функции от Xn(t), конкретный
выбор нумерации частиц не играет роли. Для M ∈ M символом {M}
будем обозначать множество всех частиц, это множество мы будем за-
писывать как

{M} = {m1,m2, . . . ,mk}, (4)
причем в этом представлении каждая точка Z+ \{0} может встречать-
ся несколько раз, что соответствует тому, что в этой точке находится
несколько частиц.

Итак, ветвящееся случайное блуждание Xn(t) мы рассматриваем
как M-значный марковский случайный процесс, определяемый усло-
вием того, что в начальный момент времени имеется единственная
частица в точке n ∈ Z+ \ {0}. Нас будет интересовать величина, рав-
ная среднему числу частиц Nn(t,m) в некоторой точке m ∈ Z+ \ {0} в
момент времени t > 0, а также асимптотическое поведение этой вели-
чины при t→∞.

Ниже мы покажем, что исследование величин Nn(t,m) связано с
исследованием некоторой матрицы Якоби. В терминах ортогональных
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многочленов, соответствующих этой матрице, будут получены точные
значения для величин Nn(t,m) в общей модели, а далее эти результа-
ты будут применены к некоторым конкретным моделям, для которых
величины Nn(t,m) будут выражены в терминах специальных функций
и будет найдено асимптотическое поведение Nn(t,m) при t→∞.

Автор выражает глубокую благодарность Н. В. Смородиной за по-
становку задачи и внимание к работе.

§2. Полугруппа операторов, порождаемая ветвящимся
случайным блужданием

Определим еще одну полугруппу операторов. Напомним, что про-
цесс Xn(t) мы рассматриваем как марковский случайный процесс со
значениями в пространствеM, при этом случайное множество {Xn(t)}
определяется формулой (4).

Для каждых t > 0, n ∈ Z+ \ {0} и ϕ ∈ ˚̀
2(Z+) определим случайную

величину It,n(ϕ), полагая

It,n(ϕ) =
∑

m∈{Xn(t)}

ϕ(m) =

∫
Z+\{0}

ϕdXn(t). (5)

По определению I0,n(ϕ) = ϕ(n).

Для каждого t > 0 определим оператор P t : ˚̀
2(Z+)→ ˚̀

2(Z+). Этот
оператор действует на ϕ ∈ ˚̀

2(Z+) как

[P tϕ](n) = E It,n(ϕ). (6)

Лемма 1. Семейство операторов P t является полугруппой, то есть
для всех s, t > 0 справедливо соотношение

P t+s = P tP s.

Доказательство. Используя (5) и тот факт, что Xn(t) является мар-
ковским процессом, получаем

[P t+sϕ](n) = E It+s,n(ϕ) = EE
{
It+s,n(ϕ)

∣∣Xn(t)
}

= E
{ ∑
m∈{Xn(t)}

E Is,m(ϕ)

}
= E

{ ∑
m∈{Xn(t)}

[P sϕ](m)

}
= E It,n(P sϕ) = [P tP sϕ](n). �
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Определим диагональный оператор B, задаваемый в стандартном
базисе в `2(Z+) матрицей

0 0 0 . . .
0 β(1) 0 . . .
0 0 β(2) . . .
. . . . . . . . . . . .

 .

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 2. Генератор полугруппы P t есть оператор A + B, то есть
для всех ϕ ∈ ˚̀

2(Z+), n ∈ Z+ \ {0} справедливо

lim
t→0+

[P tϕ](n)− ϕ(n)

t
= [Aϕ](n) + β(n)ϕ(n).

Доказательство. При t→ 0+ имеем

[P tϕ](n)− ϕ(n) = E It,n(ϕ)− ϕ(n)

= ϕ(n)
(
1 + t a(n, n) + o(t)

)(
1 + t b1(n) + o(t)

)
+ t

∑
m∈Z+\{n}

a(n,m)ϕ(m) + t
∑

k∈Z+\{1}

k bk(n)ϕ(n) + o(t)− ϕ(n)

= t
∑
m∈Z+

a(n,m)ϕ(m) + t

∞∑
k=0

ϕ(n) + o(t)

= t [Aϕ](n) + t β(n)ϕ(n) + o(t).

Из последней формулы мгновенно следует утверждение леммы. �

Заметим, что утверждение леммы 2 эквивалентно операторному
тождеству (см., например, [2, глава 8, §2])

P t = etH, где H = A+ B,
где оператор A отвечает блужданию, а диагональный оператор B от-
вечает ветвлению.

В нашей модели оператор H в стандартном базисе в `2(Z+) задается
матрицей

H =


0 0 0 0 . . .
b0 a1 b1 0 . . .
0 b1 a2 b2 . . .
0 0 b2 a3 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 , (7)
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где последовательности {ak}, {bk} для всех k ∈ Z+ определяются ра-
венствами

ak = a(k, k) + β(k), bk = a(k + 1, k) > 0.

Важно отметить (и далее мы будем это использовать), что верно и
обратное, всякая матрица H вида (7) с условием bk > 0 для любого
k ∈ Z+ может быть однозначно представлена в виде суммы матриц,
отвечающих операторам блуждания и ветвления, именно,

H =


0 0 0 . . .
b0 −(b0 + b1) b1 . . .
0 b1 −(b1 + b2) . . .
. . . . . . . . . . . .



+


0 0 0 . . .
0 a1 + b0 + b1 0 . . .
0 0 a2 + b1 + b2 . . .
. . . . . . . . . . . .

 . (8)

Из условий А3, А4 и (2) вытекает, что оператор H является само-
сопряженным ограниченным оператором в ˚̀

2(Z+).
Функция u(n, t) = [P tϕ](n) является решением задачи Коши

∂u

∂t
= Hu,

u(n, 0) = ϕ(n).

Рассмотрим в качестве ϕ индикаторную функцию одноточечного
множества {m}, где m ∈ Z+ \ {0},

I{m}(k) = δmk, где δmk — символ Кронекера.

Из (5) следует, что It,n(I{m}) есть число частиц в точке m в момент
времени t при условии того, что в начальный момент времени в системе
имелась ровно одна частица, находящаяся в точке n. Соответственно,
в этом случае среднее число частиц Nn(t,m) в точке m есть

Nn(t,m) = E It,n(I{m}) = [P tI{m}](n) = [etHI{m}](n). (9)

Таким образом, исследование среднего числа частиц в точке сво-
дится к нахождению экспоненты оператора H.

Обзор литературы, связанной с данной задачей, представлен в [5].
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В случае, когда нуль является отражающим, а не поглощающим со-
стоянием, задача решена в работе [5]. Рассматривался самосопряжен-
ный ограниченный оператор в `2(Z+), который в стандартном базисе
задавался матрицей Якоби

a0 b0 0 0 . . .
b0 a1 b1 0 . . .
0 b1 a2 b2 . . .
0 0 b2 a3 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 ,

с которой связаны ортогональные многочлены {Pn(λ)}∞n=0. Как извест-
но из теории ортогональных многочленов и матриц Якоби (см. [1, гла-
ва I]), с матрицей (7) связано и другое семейство ортогональных много-
членов {Qn(λ)}∞n=1, которые еще носят название многочленов второго
рода. Семейство многочленов второго рода в точности соответствует
модели, в которой нуль является поглощающим состоянием.

§3. Формула для среднего числа частиц Nn(t,m)

Сначала приведем необходимые сведения из теории якобиевых мат-
риц и ортогональных многочленов. Подробное изложение данной тео-
рии можно найти, например, в [1].

Для каждого λ ∈ σ(H) решаем задачу на собственные значения:

HQ(λ) = λQ(λ), где Q(λ) =
(
0, 1/b0, Q2(λ), . . .

)T
, (10)

Из (10) и явного вида (7) матрицы H получаем рекуррентное соот-
ношение для {Qn(λ)}∞n=0:

bn−1Qn−1(λ) + anQn(λ) + bnQn+1(λ) = λQn(λ), n = 1, 2, . . . , (11)

где Q0(λ) = 0, Q1(λ) = 1/b0.
Нетрудно показать, что Qn(λ) является многочленом от λ. Далее

через R[λ] будем обозначать пространство всех многочленов от λ с
вещественными коэффициентами.

Приведем некоторые свойства многочленов {Qn(λ)}∞n=0.

Лемма 3. Для всех n ∈ Z+ \ {0} справедливы следующие утвержде-
ния:
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1. degQn(λ) = n− 1.

2. Коэффициент при λn−1 в многочлене Qn(λ) равен
1

b0b1 · · · bn−1
.

Доказательства см., например, [1, глава I, §§1–2].
Теперь рассмотрим матрицу H̊, полученную из матрицы H путем

вычеркивания нулевой стоки и нулевого стобца, то есть

H̊ =


a1 b1 0 0 . . .
b1 a2 b2 0 . . .
0 b2 a3 b3 . . .
0 0 b3 a4 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 . (12)

Матрица (12) является якобиевой матрицей, а потому ей соответству-
ем семейство ортогональных многочленов первого рода {P̊n(λ)}∞n=0,
которые ортогональны по мере ρ̊ (подробнее см. [1]). Справедливы сле-
дующие утверждения.

Лемма 4. Пусть Q(λ) – решение уравнения (10). Тогда для любых
n ∈ Z+ \ {0} справедливо соотношение

Qn(λ) =
1

b0
P̊n−1(λ).

Лемма 5. Многочлены {Qn(λ)}∞n=1 ортонормированы по мере b20ρ̊.

Доказательства см., например, [1, глава I, §§1–2].
Таким образом, установлена связь ортогональных многочленов пер-

вого и второго рода и найдена мера, по которой ортонормированы мно-
гочлены {Qn(λ)}∞n=1.

Следующим шагом, как и в [5], построим аналог преобразования
Фурье. Именно, мы построим унитарный оператор, сплетающий опе-
ратор H и оператор умножения на λ в L2(R, b20ρ̊). Для этого cначала
определим отображение V на стандартном базисе в ˚̀

2(Z+), полагая

V : ~en 7→ Qn(λ), n ∈ Z+ \ {0}.
Далее продолжим это отображение по линейности на множество L

всех конечных линейных комбинаций векторов ~en, n ∈ Z+ \ {0}.
В силу лемм 4 и 5, построенный оператор V : L → R[λ] ⊂ L2(R, b20ρ)

является изометрическим. Продолжим его на замыкание L, то есть на
все ˚̀

2(Z+), тогда V (˚̀2(Z+)) совпадет с замыканием R[λ] в L2(R, b20ρ̊).
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В нашем случае (напомним, что σ(H) ⊂ [B1, B2]) множество мно-
гочленов плотно в L2(R, b20ρ̊), а потому замыкание R[λ] совпадает с
L2(R, b20ρ̊) (см. [1, глава I, §1, глава II, §§2–3]). Таким образом, опера-
тор V является унитарным оператором (или, другими словами, изо-
метрическим изоморфизмом пространств ˚̀

2(Z+) и L2(R, b20ρ̊)).
Покажем теперь, что V диагонализует H. Справедливо следующее

утверждение.

Лемма 6. Для f ∈ L2(R, b20ρ̊)

[VHV ∗f ](λ) = λf(λ).

Доказательство. Утверждение леммы эквивалентно тому, что для
произвольного g ∈ ˚̀

2(Z+) выполнено [VHg](λ) = λ[V g](λ). Ясно, что
это соотношение достаточно проверить для g = ~en и всех n ∈ Z+ \ {0}.
Для n = 1 имеем

[VHe1](λ) = V [a1~e1 + b1~e2](λ)

= a1Q1(λ) + b1Q2(λ) = λQ1(λ) = λ[V ~e1](λ).

А при n > 2

[VHen](λ) = V [bn−1~en−1 + an~en + bn~en+1](λ)

= bn−1Qn−1(λ) + anQn(λ) + bnQn+1(λ) = λQn(λ)

= λ[V ~en](λ). �

Из леммы 6 и определения функции от самосопряженного операто-
ра (см., например, [2, глава 6, §§1–3]) вытекает соотношение

[V etHV ∗f ](λ) = etλf(λ),

то есть оператор etH диагонализуется с помощью оператора V и ста-
новится оператором умножения на etλ.

Определим скалярное произведение для f, g ∈ L2(R, b20ρ̊), полагая

(f, g)b20ρ̊ =

∫
R

f(λ) g(λ) b20 ρ̊(dλ).

С помощью леммы 6 можем получить формулу для среднего числа
частиц Nn(t,m). Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, n ∈ Z+ \ {0}, — ветвящееся
случайное блуждание на Z+ c поглощением в нуле, соответствую-
щая ему матрица H (и оператор H) задаются формулой (7). Тогда
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для среднего числа Nn(t,m) частиц в точке m ∈ Z+ \ {0} в момент
времени t > 0 справедливо равенство

Nn(t,m) =

∫
R

etλQm(λ)Qn(λ) b20 ρ̊(dλ).

Доказательство. Заметим, что функция I{m} является вектором ~em
в пространстве `2(Z+). Соответственно, в силу (9) имеем

Nn(t,m) = EIt,n(I{m}) = [etHI{m}](n) =
[
V ∗
(
etλQm(λ)

)]
(n)

=
(
etλQm(λ), Qn(λ)

)
b20ρ̊

=

∫
R

etλQm(λ)Qn(λ) b20 ρ̊(dλ). �

Используя лемму 4, можем переформулировать утверждение теоре-
мы 1 с помощью многочленов первого рода для укороченной матрицы.

Следствие 1. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, n ∈ Z+ \ {0}, – ветвящееся
случайное блуждание на Z+ c поглощением в нуле, соответствую-
щая ему матрица H (и оператор H) задаются формулой (7). Тогда
для среднего числа Nn(t,m) частиц в точке m ∈ Z+ \ {0} в момент
времени t > 0 справедливо равенство

Nn(t,m) =

∫
R

etλ P̊m−1(λ) P̊n−1(λ) ρ̊(dλ).

Из последней формулы следует, что величина Nn(t,m) не зависит
от b0. Этот эффект можно объяснить следующим образом. Рассмотрим
представление (8) для матрицы нашей модели ветвящегося случайного
блуждания. С одной стороны, b0 отвечает за вероятность перехода из
единицы в нуль, с другой стороны, b0 влияет на интенсивность ветв-
ления в единице. Получается, увеличивая b0, мы увеличиваем вероят-
ность перехода в поглощающее состояние, но, вместе с тем, увеличива-
ется и интенсивность появления новых частиц в единице. Следствие 1
показывает, что эти величины соизмеримы и параметр b0 не влияет на
среднее число частиц в точках.
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§4. Примеры

4.1. Многочлены Чебышева II рода. Рассмотрим операторH, ко-
торый в стандартном базисе `2(Z+) задается матрицей

H =
1

2


0 0 0 0 . . .
2b0 0 1 0 . . .
0 1 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .



=
1

2


0 0 0 0 . . .
2b0 −(2b0 + 1) 1 0 . . .
0 1 −2 1 . . .
0 0 1 −2 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

+


0 0 0 0 . . .

0 2b0+1
2

0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 ,

(13)

где b0 есть произвольная положительная постоянная.
Заметим, что правая часть (13) соответствует представлению (8)

матрицы H в виде суммы матриц, где первая из них отвечает за блуж-
дание, а вторая – за ветвление.

Для данной модели из теоремы 1 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, n ∈ Z+ \ {0}, – ветвящееся
случайное блуждание на Z+ с поглощением в нуле, соответствую-
щая ему матрица H (и оператор H) задаются формулой (13). Тогда
для среднего числа частиц Nn(t,m) в точке m ∈ Z+ \ {0} в момент
времени t > 0 справедливо равенство

Nn(t,m) = Im−n(t)− Im+n(t),

где

In(t) =
1

π

π∫
0

et cos θ cosnθ dθ, n ∈ Z, (14)

– функция Инфельда (модифицированная функция Бесселя I рода).

Доказательство. Укороченная матрица для матрицы (13) имеет вид

H̊ =
1

2


0 1 0 0 . . .
1 0 1 0 . . .
0 1 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 . (15)
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На основании результатов работы [5, теорема 2] известно, что орто-
гональные многочлены, соответствующие данной матрице, суть мно-
гочлены Чебышева II рода

P̊n(λ) =
sin (n+ 1) arccosλ

√
1− λ2

,

которые ортонормированы по мере

ρ(dλ) =
2

π
I[−1,1](λ)

√
1− λ2 dλ.

Используя следствие 1 и [5, теорему 2], получаем

Nn(t,m) =

∫
R

etλ P̊m−1(λ) P̊n−1(λ) ρ̊(dλ) = Im−n(t)− Im+n(t). �

Следствие 2. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, n ∈ Z+ \ {0}, — ветвящееся
случайное блуждание на Z+ с поглощением в нуле, удовлетворяю-
щий условиям теоремы 2. Тогда для среднего числа частиц Nn(t,m)
в точке m ∈ Z+ \ {0} справедливо асимптотическое равенство при
t→∞

Nn(t,m) =
2mnet

t
√

2πt

(
1 +O

(
1

t

))
.

Доказательство. Воспользуемся асимптотикой для функции Инфе-
льда из [5]

In(t) =
et
√

2πt

[ k−1∑
j=0

(−1)j(n, j)

(2t)j
+O

(
1

tk

)]
при t→∞, (16)

где символ Ганкеля (n, j) определяется формулой

(n, j) =
(4n2 − 12)(4n2 − 32) . . . (4n2 − (2j − 1)2)

22jj!
.

Тогда главный член для Nn(t,m) имеет вид

Nn(t,m) = In−m − In+m =
2mnet

t
√

2πt

(
1 +O

(
1

t

))
. �

Используя (16), можно найти и следующие члены асимптотического
разложения.



122 А. В. ЛЮЛИНЦЕВ

Далее положим

H1 =
1

2


0 0 0 0 . . .

2b0 0 1 0 . . .
0 1 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 , H̊1 =
1

2


0 1 0 0 . . .
1 0 1 0 . . .
0 1 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 .

(17)
Введем еще матрицу, отвечающую ветвлящемуся случайному блужда-
нию с отражением в нуле

H2 =
1

2


0 1 0 0 . . .
1 0 1 0 . . .
0 1 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 . (18)

Мы можем сравнить эти две модели, рассмотрев случай, когда в
начальный момент частица находится в некоторой точке n ∈ Z+ \ {0}
и начинает блуждать с отражением в нуле (соответствует матрице H2,
исследован в [5]), и случай, когда в начальный момент времени части-
ца находится n ∈ Z+ \ {0} и начинает блуждать с поглощением в нуле
(соответствует матрице H1, исследован в теореме 2 и следствии 2 на-
стоящей работы). Нас будет интересовать отношение среднего числа
частиц в данных моделях при больших временах. Справедливо следу-
ющее утверждение.

Следствие 3. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, n ∈ Z+ \ {0}, – ветвящееся
случайное блуждание на Z+ с поглощением в нуле, соответствую-
щая ему матрица H1 (и оператор H1) задаются формулой (17). Для
процесса Xn(t) через NX

n (t,m) обозначим среднее число частиц в точ-
ке m ∈ Z+ \ {0} в момент времени t > 0. Пусть Yn(t), Yn(0) = δn,
n ∈ Z+ \ {0}, – ветвящееся случайное блуждание на Z+ с отраже-
нием в нуле, соответствующая ему матрица H2 (и оператор H2)
задаются формулой (18). Для процесса Yn(t) через NY

n (t,m) обозна-
чим среднее число частиц в точке m ∈ Z+ \ {0} в момент времени
t > 0. Тогда спрведливо следующее равенство

lim
t→+∞

NX
n (t,m)

NY
n (t,m)

=
mn

(m+ 1)(n+ 1)
.



МАРКОВСКИЕ ВЕТВЯЩИЕСЯ СЛУЧАЙНЫЕ БЛУЖДАНИЯ 123

Доказательство. Воспользуемся следствием 2 и асимптотическим
равенством для NY

n (t,m) из [5]

lim
t→+∞

NX
n (t,m)

NY
n (t,m)

= lim
t→+∞

2mnet

t
√

2πt

(
1 +O

(
1
t

))
2(m+1)(n+1)et

t
√

2πt

(
1 +O

(
1
t

)) =
mn

(m+ 1)(n+ 1)
. �

4.2. Многочлены Чебышева I рода. Рассмотрим теперь опера-
тор H, который в стандартном базисе `2(Z+) задается матрицей

H =
1

2


0 0 0 0 . . .

2b0 0
√
2 0 . . .

0
√
2 0 1 . . .

0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .



=
1

2


0 0 0 0 . . .

2b0 −(2b0 +
√
2)
√
2 0 . . .

0 1 −2 1 . . .
0 0 1 −2 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

+


0 0 0 0 . . .

0 2b0+
√

2
2

0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 ,

(19)

где b0 есть произвольная положительная постоянная.
Заметим, что правая часть (19) соответствует представлению (8)

матрицы H в виде суммы матриц, где первая из них отвечает за блуж-
дание, а вторая – за ветвление.

Для данной модели из теоремы 1 вытекает следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, n ∈ Z+ \ {0}, – ветвящееся
случайное блуждание на Z+ с поглощением в нуле, соответствую-
щая ему матрица H (и оператор H) задаются формулой (19). Тогда
для среднего числа частиц Nn(t,m) в точке m ∈ Z+ \ {0} в момент
времени t > 0 справедливо равенство

Nn(t,m) =


I0(t), n = m = 1;√

2 Im−1(t), n = 1, m > 1;√
2 In−1(t), n > 1, m = 1;

Im−n(t) + Im+n−2(t), n,m > 1,

где функция Инфельда In(t) определяется формулой (16).
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Доказательство. Укороченная матрица для матрицы (19) имеет вид

H̊ =
1

2


0
√

2 0 0 . . .√
2 0 1 0 . . .

0 1 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 . (20)

На основании результатов работы [5, теорема 2] известно, что орто-
гональные многочлены, соответствующие данной матрице, суть мно-
гочлены Чебышева I рода

P0(λ) = 1, Pn(λ) =
√

2 cos (n arccosλ), n = 1, 2, . . . ,

которые ортонормированы по мере

ρ(dλ) =
1

π
I[−1,1](λ)

dλ
√

1− λ2
.

Используя следствие 1 и [5, теорему 2], получаем

Nn(t,m) =

∫
R

etλ P̊m−1(λ) P̊n−1(λ) ρ̊(dλ)

=


I0(t), n = m = 1;√

2 Im−1(t), n = 1, m > 1;√
2 In−1(t), n > 1, m = 1;

Im−n(t) + Im+n−2(t), n,m > 1.
�

Следствие 4. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, n ∈ Z+ \ {0}, – ветвящееся
случайное блуждание на Z+ с поглощением в нуле, удовлетворяю-
щее условиям теоремы 2. Тогда для среднего числа частиц Nn(t,m)
в точке m ∈ Z+ \ {0} справедливо асимптотическое равенство при
t→∞

Nn(t,m)=



et
√
2πt

(
1+

1

8t
+O

(
1

t2

))
, n=m=1;

√
2et
√
2πt

(
1−

4(m− 1)2 − 1

8t
+O

(
1

t2

))
, n=1,m>1;

√
2et
√
2πt

(
1−

4(n− 1)2 − 1

8t
+O

(
1

t2

))
, n>1,m=1;

2et
√
2πt

(
1−

4(m− 1)2 + 4(n− 1)2 − 1

8t
+O

(
1

t2

))
, n,m > 1.

.
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Доказательство. Применяя к результату теоремы 3 асимптотиче-
ское равенство (16) для функции Инфельда, получаем утверждение
следствия. �

Используя (16), можно найти и следующие члены асимптотического
разложения.

Далее положим

H1 =
1

2


0 0 0 0 . . .

2b0 0
√

2 0 . . .

0
√

2 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 , H̊1 =
1

2


0
√

2 0 0 . . .√
2 0 1 0 . . .

0 1 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 .

(21)
Введем еще матрицу, отвечающую ветвлящемуся случайному блужда-
нию с отражением в нуле

H2 =
1

2


0
√

2 0 0 . . .√
2 0 1 0 . . .

0 1 0 1 . . .
0 0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

 . (22)

Мы можем сравнить эти две модели, рассмотрев случай, когда в на-
чальный момент частица находится в некоторой точке n ∈ Z+ \ {0} и
начинает блуждать с отражением в нуле (соответствует матрице H2,
исследован в [5]), и случай, когда в начальный момент частица на-
ходится в n ∈ Z+ \ {0} и начинает блуждать с поглощением в нуле
(соответствует матрице H1, исследован в теореме 3 и следствии 4 дан-
ной работы). Нас будет интересовать отношение среднего числа частиц
в данных моделях при больших временах. Справедливо следующее
утверждение.

Следствие 5. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, n ∈ Z+ \ {0}, – ветвящееся
случайное блуждание на Z+ с поглощением в нуле, соответствую-
щая ему матрица H1 (и оператор H1) задаются формулой (21). Для
процесса Xn(t) через NX

n (t,m) обозначим среднее число частиц в точ-
ке m ∈ Z+ \ {0} в момент времени t > 0. Пусть Yn(t), Yn(0) = δn,
n ∈ Z+ \ {0}, – ветвящееся случайное блуждание на Z+ с отраже-
нием в нуле, соответствующая ему матрица H2 (и оператор H2)
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задаются формулой (22). Для процесса Yn(t) через NY
n (t,m) обозна-

чим среднее число частиц в точке m ∈ Z+ \ {0} в момент времени
t > 0. Тогда спрведливо следующее равенство

lim
t→+∞

NX
n (t,m)

NY
n (t,m)

=


1
2 , n = m = 1;
1√
2
, n = 1,m > 1;

1√
2
, n > 1,m = 1;

1, n,m > 1.

.

Доказательство. Воспользуемся следствием 4 и асимптотическим
равенством для NY

n (t,m) из [5]. �

4.3. Многочлены Лежандра. Наконец, рассмотрим оператор H,
который в стандартном базисе в `2(Z+) задается матрицей

H =



0 0 0 0 0 . . .

b0 0
1

√
1 · 3

0 0 . . .

0
1

√
1 · 3

0
2

√
3 · 5

0 . . .

0 0
2

√
3 · 5

0
3

√
5 · 7

. . .

0 0 0
3

√
5 · 7

0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


, (23)

где b0 есть произвольная положительная постоянная.
Заметим, что правая часть (23) соответствует представлению (8)

матрицы H в виде суммы матриц, где первая из них отвечает за блуж-
дание, а вторая — за ветвление.

Для данной модели из теоремы 1 вытекает следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, n ∈ Z+ \ {0}, – ветвящееся
случайное блуждание на Z+ с поглощением в нуле, соответствую-
щая ему матрица H (и оператор H) задаются формулой (23). Тогда
для среднего числа частиц Nn(t,m) в точке m ∈ Z+ \ {0} в момент
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времени t > 0 справедливо равенство

Nn(t,m) =
1

2

1∫
−1

etλ Pm−1(λ)Pn−1(λ) dλ

=

√
2m− 1

√
2n− 1

2 (2m− 2)!! (2n− 2)!!

1∫
−1

etλ
dm−1

dλm−1
(λ2 − 1)m−1 d

n−1

dλn−1
(λ2 − 1)n−1 dλ,

где Pn(λ) – многочлены Лежандра

Pn(λ) =

√
2n+ 1

(2n)!!

dn

dλn
(λ2 − 1)n, n ∈ Z+. (24)

Доказательство. Укороченная матрица для матрицы (23) имеет вид

H̊ =



0
1

√
1 · 3

0 0 . . .

1
√

1 · 3
0

2
√

3 · 5
0 . . .

0
2

√
3 · 5

0
3

√
5 · 7

. . .

0 0
3

√
5 · 7

0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .


. (25)

На основании результатов работы [5, теорема 3] известно, что орто-
гональные многочлены, соответствующие данной матрице, суть мно-
гочлены Лежандра (25), которые ортонормированы по мере

ρ(dλ) =
1

2
I[−1,1](λ) dλ.

Используя следствие 1 и [5, теорему 3], получаем

Nn(t,m) =

√
2m− 1

√
2n− 1

2(2m− 2)!!(2n− 2)!!

1∫
−1

etλ
dm−1

dλm−1
(λ2 − 1)m−1 d

n−1

dλn−1
(λ2 − 1)n−1 dλ. �

Следствие 7. Пусть Xn(t), Xn(0) = δn, n ∈ Z+ \ {0}, – ветвящееся
случайное блуждание на Z+ с поглощением в нуле, удовлетворяю-
щее условиям теоремы 2. Тогда для среднего числа частиц Nn(t,m)
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в точке m ∈ Z+ \ {0} справедливо асимптотическое равенство при
t→∞

Nn(t,m) =
et
√

2m− 1
√

2n− 1

2t

(
1 +O

(
1

t

))
.

Доказательство. Применяя к результату теоремы 4 результаты ра-
боты [5, следствие 3], получаем утверждение следствия. �

Аналогичным образом можно провести асимптотическое сравнение
моделей с поглощением и отражением в нуле.
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Lyulintsev A. V. Markov branching random walks on Z+ with absorp-
tion at zero.

We consider a homogeneous Markov process with continuous time on
Z+ = {0, 1, 2, . . . }, which we interpret as the motion of a particle. A
particle can only move to neighboring points Z+, that is, each time the
particle’s position changes, its coordinate changes by one. The process is
equipped with a branching mechanism. Branch sources can be located at
each point of Z+. At the moment of branching, new particles appear at
the branch point and then begin to evolve independently of each other
(and of other particles) according to the same laws as the initial particle.
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Point zero on the lattice Z+ is an absorbing state, that is, a particle with
a non-zero probability can go to zero, but it instantly dies there. Such a
branching random walk is associated with the Jacobian matrix. In terms
of orthogonal polynomials of the second kind corresponding to the matrix,
formulas are obtained for the average number of particles at an arbitrary
fixed point of Z+\{0} at time t > 0. The results are applied to some specific
models, an exact value for the average number of particles is obtained in
terms of special functions, and its asymptotic behavior is found at large
times.
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