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§1. Введение

В настоящей работе рассматривается ветвящееся случайное блуж-
дание (ВСБ) на решетке Zd с иммиграцией и источниками ветвления,
расположенными периодически. Опишем нашу модель подробнее.

1.1. Описание модели. Напомним, как определяется ветвящийся
процесс с иммиграцией (подробнее см. [1]). Процессами с иммиграци-
ей называются ветвящиеся процессы, в которых кроме размножения
и превращения частиц происходит постоянный приток частиц извне,
управляемый случайным механизмом, не зависящим от имеющихся в
системе частиц. Пусть в системе имеются частицы только одного типа.
Каждая частица независимо от других и независимо от своего возрас-
та за время h→ 0 может разделиться на k частиц с вероятностью

p(h, k) = δk1 + bkh+ o(h),

где δkj – символ Кронекера. Описанный процесс является марковским
и носит название ветвящегося процесса с непрерывным временем. Кро-
ме того, независимо от состояния системы, с вероятностью

q(h, k) = δk0 + ckh+ o(h)

за время h→ 0 возникает k частиц извне. Эти новые частицы в даль-
нейшем эволюционируют по законам описанного выше ветвящегося
марковского процесса с непрерывным временем.

Мы предполагаем, что коэффициенты {bk}∞k=0 и {ck}∞k=0 удовлетво-
ряют условиям:

(i) b1 6 0, bk > 0 для k 6= 1,
∞∑
k=0

bk = 0,
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(i′) c0 6 0, ck > 0 для k 6= 0,
∞∑
k=0

ck = 0.

Определим интенсивность ветвления β источника и интенсивность
иммиграции α в источнике, полагая

(ii) β =
∞∑
k=0

kbk <∞,

(ii′) α =
∞∑
k=0

kck <∞.

Ветвящийся процесс с иммиграцией можно рассматривать как част-
ный случай ветвящегося процесса с двумя типами частиц. Для этого,
кроме изучаемых частиц, которые мы будем называть частицами ти-
па T1, удобно ввести еще одну фиктивную частицу типа T0 (см. [17]).
Зададим вероятности превращений частиц за малое время h→ 0 сле-
дующим образом:

P(T0 → T0) = 1 + c0h+ o(h);

P(T0 → T0 + kT1) = ckh+ o(h), k 6= 0;

P(T1 → T1) = 1 + b1h+ o(h);

P(T1 → kT1) = bkh+ o(h), k 6= 1.

Тогда иммиграцию можно представить происходящей за счет раз-
множения фиктивной частицы T0, которая, производя новые частицы
типа T1, сама не исчезает и не размножается. В построенном ветвя-
щемся процессе типы T0 и T1 составляют классы сообщающихся типов,
{T0} – незамкнутый класс, {T1} – замкнутый класс.

Пусть в начальный момент времени t = 0 в системе имеется одна
частица типа T0. Черезm(t) обозначим среднее число реальных частиц
в системе в момент времени t > 0. В работе [17] доказано следующее
утверждение.

Теорема 1. Справедливо соотношение

m(t) =

{
α
β (eβt − 1), если β 6= 0;

αt, если β = 0.

В настоящей работе мы добавим к ветвящемуся процессу с иммигра-
цией механизм блуждания на решетке Zd, при этом параметры ветв-
ления и иммиграции будут зависеть от точки решетки.

Итак, теперь опишем ВСБ с иммиграцией. Пусть имеются части-
цы одного типа. Каждая существующая в данный момент в некоторой
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точке w ∈ Zd частица за время h → 0 независимо от своего проис-
хождения и возраста и независимо от других частиц может иметь сле-
дующую судьбу: частица может или переместиться в пространстве в
некоторую точку u ∈ Zd с вероятностью

a1(w, u)h+ o(h),

или погибнуть и произвести k 6= 1 новых частиц, расположенных в
точке w, с вероятностью

bk(w)h+ o(h),

или сохраниться (то есть никаких изменений с частицей не произой-
дет) с вероятностью

1−
∑
u6=w

a1(w, u)h−
∑
k 6=1

bk(w)h+ o(h).

Через A1 = {a1(v, u)}v,u∈Zd обозначим матрицу переходных интен-
сивностей. Предположим, что элементы матрицы A1 удовлетворяют
следующим условиям:

(1) a1(v, u) > 0, v 6= u;
(2) a1(v, v) 6 0;
(3)

∑
u∈Zd

a1(v, u) = 0 для любого v ∈ Zd;

(4) для любых v, u ∈ Zd существует путь v = u0, u1, . . . , un = u,
такой что a1(ui, ui+1) > 0 при всех i = 0, . . . , n− 1 (неприводи-
мость).

Кроме того, независимо от имеющихся в системе частиц, в некото-
рой точке v ∈ Zd (назовем эту точку центром иммиграции) с вероят-
ностью

δk0 + ck(v)h+ o(h)

за время h → 0 возникают k новых частиц. Блуждание центра им-
миграции задается с помощью матрицы переходных интенсивностей
A0 = {a0(v, u)}v,u∈Zd , элементы которой удовлетворяют тем же свой-
ствам, что и элементы матрицы A1.

Также предположим, что коэффициенты {bk(v)}∞k=0 и {ck(v)}∞k=0

удовлетворяют свойствам (i), (ii) и (i’), (ii’) соответственно при каждом
фиксированном v.
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Далее мы будем рассматривать блуждание, ветвление и иммигра-
цию, параметры которых являются периодическими относительно не-
которой решетки. Для этого нам потребуется ввести дополнительную
структуру на Zd.

Пусть {gk}dk=1 – набор линейно независимых векторов в Zd. Будем
называть решеткой множество вида:

Γ = {g ∈ Zd : g =

d∑
i=1

nigi, ni ∈ Z}.

Введем отношение эквивалентности на Zd: вершины u, v ∈ Zd эквива-
лентны, если u−v ∈ Γ. Фактор-пространство Ω = Zd/Γ будем называть
множеством фундаментальных вершин, так как его можно отожде-
ствить с множеством попарно неэквивалентных элементов {v1, . . . , vp}.
Отметим, что

p = card Ω <∞, (1)

и любой элемент u ∈ Zd единственным образом представим в виде
суммы:

u = ωu + γu,

где ωu ∈ Ω, а γu ∈ Γ.
Потребуем дополнительно, чтобы элементы матрицы A0 и A1 удо-

влетворяли следующим условиям:
(5) a1(v, u) = a1(u, v) = a1(u+ g, v + g) при любом g ∈ Γ;
(6)

∑
g∈Γ

||g||2|a1(v, u+ g)| <∞, где ‖ · ‖ – евклидова норма в Rd;

(5′) a0(v, u) = a0(u, v) = a0(u+ g, v + g) при любом g ∈ Γ;
(6′)

∑
g∈Γ

||g||2|a0(v, u+ g)| <∞.

Условия (5, 5′) являются условиями периодичности блуждания и
означают инвариантность коэффициентов матриц A0 и A1 относитель-
но сдвига на любой элемент из множества Γ. Условия (6, 6′) обеспечи-
вают конечность дисперсии скачков случайных блужданий.

Нас будет интересовать поведение среднего числа частиц в системе
при t → ∞ при условии, что в начальный момент времени t = 0 в
системе нет частиц.

Как и для ветвящегося процесса с иммиграцией, данная модель яв-
ляется частным случаем ветвящегося случайного блуждания с двумя
типами частиц. Для этого, кроме изучаемых частиц, которые мы будем
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называть частицами типа T1, снова введем одну фиктивную частицу
типа T0.

Блуждание частиц типа Ti, i = 0, 1, зададим с помощью матрицы
переходных вероятностей Ai = {ai(v, u)}v,u∈Zd . Вероятность превра-
щения частиц в некоторой точке w за время h→ 0 зададим следующим
образом:

Pw(T0 → T0) = 1 + c0(w)h+ o(h);

Pw(T0 → T0 + kT1) = ck(w)h+ o(h), k 6= 0;

Pw(T1 → T1) = 1 + b1(w)h+ o(h);

Pw(T1 → kT1) = bk(w)h+ o(h), k 6= 1.

Таким образом, любая частица типа T1, находящаяся в точке v в
момент времени t, за малое время h может или перейти в точку u с
вероятностью p(h, v, u) = a1(v, u)h+ o(h), или погибнуть и произвести
k 6= 1 потомков типа T1 с вероятностью pk(h, v) = bk(v)h + o(h), или
сохраниться (остаться собой без делений и перемещений по решетке)
с вероятностью

1−
∑
v 6=u

a1(v, u)h−
∑
k 6=1

bk(v)h+ o(h).

Частица типа T0, находящаяся в точке v в момент времени t, за малое
время h с вероятностью p̃(h, v, u) = a0(v, u)h + o(h) может перейти в
точку u, или с вероятностью qk(h, v) = ck(v)h+ o(h) произвести k 6= 0
частиц типа T1 и при этом остаться живой, или с вероятностью

1−
∑
v 6=u

a0(v, u)h−
∑
k 6=0

ck(v)h+ o(h)

остаться сама собой в точке v.
Обозначим через mc(t, v, u), где c ∈ {0, 1}, среднее число частиц ти-

па T1 в точке u в момент времени t при условии, что в начальный
момент времени была одна частица типа Tc в точке v. Таким образом,
задача о поведении среднего числа частиц для ветвящегося случайного
блуждания с иммиграцией эквивалентна исследованию асимптотиче-
ского поведения m0(t, v, u) при t→∞.

1.2. Основные результаты. Для исследования асимптотического
поведения m0(t, v, u) при t→∞ мы используем методы спектральной
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теории операторов. Ниже будет показано, что данная задача сводится
к исследованию спектра оператора

Â =

(
A0 0
0 A1

)
+

(
0 Q0

0 Q1

)
, (2)

где первое слагаемое является самосопряженным оператором, кото-
рый отвечает за случайные блуждания, а второе – его возмущением,
отвечающим за ветвление и иммиграцию. Также будет показано, что
асимптотическое поведение m0(t, v, u) определяется структурой пра-
вого края спектра данного оператора.

Оператор (2) является ограниченным периодическим оператором,
действующим из (l2(Zd))2 в (l2(Zd))2, а потому для изучения его спек-
тра будем пользоваться теорией разложения оператора в прямой ин-
теграл. Разложение в прямой интеграл является естественным обоб-
щением дискретного преобразования Фурье (см. [16]). Ниже мы пока-
жем, что оператор (2) унитарно эквивалентен оператору умножения
на матрицу Â(θ) размером 2p × 2p, где p определено (1), а параметр
θ принадлежит Ω̃ (см. формулу (7)). Также мы покажем, что верх-
няя граница спектра maxσ(Â) оператора (2) совпадает со старшим
собственным значением матрицы Â(0).

Как и для ветвящегося процесса с иммиграцией, классификация
ветвящегося случайного блуждания с иммиграцией определяется толь-
ко параметрами ветвления. В зависимости от значения величины
maxσ(A1 +Q1) (верхняя граница спектра оператора A1 +Q1) введем
следующую классификацию: будем говорить, что если
maxσ(A1 + Q1) > 0, то процесс является надкритическим; если
maxσ(A1 +Q1) = 0, то – критическим; если maxσ(A1 +Q1) < 0, то –
докритическим.

Далее мы покажем, что для среднего числа частиц m0(t, v, u) при
t→∞ в надкритическом и докритическом случаях справедливо соот-
ношение

m0(t, v, u) = C(v, u, d) · e
maxσ(Â)·t

td/2
(1 + o(1)) .

1.3. История вопроса. В настоящее время ветвящиеся случайные
блуждания являются одной из наиболее популярных моделей при рас-
смотрении систем, способных к эволюции путем делений (размноже-
ния), гибели, рождения, перемещений, а также миграций. Сейчас эта
область интенсивно развивается, а ее развитие находит применение во
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все более и более разнообразных сферах (см. [2–5]). Так, на сегодняш-
ний день появляется все больше статей с применением ВСБ в медицине
(скорость инфицирования населения), информатике (методы распро-
странения информации) и др.

В работах [6, 7, 8] были рассмотрены модели с одним типом ча-
стиц и конечным числом источников ветвления одного типа. Матрица
переходных интенсивностей A = {a(v, u)} в данных работах предпола-
галась однородной, то есть при всех u, v ∈ Zd выполнено:

a(v, u) = a(u, v) = a(0, u− v).

Эволюция частиц задавалась с помощью процесса Бьенеме–Гальтона–
Ватсона (см. [1, 9]). Для такой модели ВСБ были получены условия
экспоненциального роста среднего числа частиц в произвольной точке
пространства при t→∞.

В работе [10] рассматривалось ВСБ с источниками ветвления трех
типов: источники без нарушения симметричности блуждания в точ-
ке гибели и размножения частицы, источники с нарушением симмет-
ричности блуждания за счет введения параметра, отвечающего за от-
ношение между блужданием и ветвлением в источнике, и “псевдо-
источники” с нарушением только симметричности блуждания.

Далее, в работах [11, 12, 13] была рассмотрена модель ветвящегося
случайного блуждания с одним типом частиц и с бесконечным чис-
лом периодически расположенных источников. В предложенной мо-
дели матрица переходных интенсивностей предполагалась периодиче-
ской относительно некоторой решетки Γ (см. свойство (5)). Для изу-
чения среднего числа частиц в системе был использован подход, осно-
ванный на разложении оператора, описывающего эволюцию локаль-
ной численности частиц, в прямой интеграл операторов. Мы обобщим
данный подход на случай ветвящегося случайного блуждания с имми-
грацией.

Ранее ВСБ с иммиграцией на Zd были рассмотрены в [14]. В дан-
ной работе исследовалась модель с бесконечным числом одинаковых
источников, причем интенсивность деления частицы на n потомков
считалась экспоненциально убывающей с ростом n функцией, а интен-
сивность рождаемости предполагалась меньше интенсивности смерт-
ности. При заданных условиях было доказано существование пределов
у первых двух моментов численности частиц в системе при t → ∞, а
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также исследовались условия существования устойчивого состояния
системы с иммиграцией.

§2. Вывод основного уравнения

Обозначим через l2(Zd) пространство суммируемых с квадратом
комплексных функций f : Zd → C с нормой

‖f‖2l2(Zd) =
∑
v∈Zd

|f(v)|2 <∞.

Далее введем пространство (l2(Zd))2, которое будем при необходи-
мости отождествлять с пространством l2(Zd × {0, 1}). Именно, функ-
цию ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ (l2(Zd))2 мы будем отождествлять с функцией
ϕ̃ ∈ l2(Zd × {0, 1}), определяемой как ϕ̃(v, c) = ϕc(v).

Обозначим через X(v,c)(t), t > 0, ВСБ с иммиграцией при условии,
что в начальный момент времени t = 0 в системе была только одна
частица типа Tc, c ∈ {0, 1}, находящаяся в точке v ∈ Zd.

Далее мы будем рассматривать X(v,c)(t) как марковский процесс со
значениями в пространствеM, гдеM – пространство всех конечных
целочисленных мер на Zd × {0, 1}. Любой элемент M ∈M имеет вид

M =
( q0∑
j=1

δ(x0
j ,0),

q1∑
j=1

δ(x1
j ,1)

)
, (3)

где qc ∈ N∪{0} – число частиц типа Tc в системе, c ∈ {0, 1}, а xcj ∈ Zd

– их координаты с учетом возможных повторений. Формула (3) озна-
чает, что в системе имеется q0 частиц типа T0, которые находятся в
точках x0

1, x
0
2, . . . , x

0
q0 , и q1 частиц типа T1, которые находятся в точках

x1
1, x

1
2, . . . , x

1
q1 . Заметим, что в нашей модели величина q0 принимает

только два значения: 0 или 1, в зависимости от типа частицы, суще-
ствующей в начальный момент времени t = 0. Обозначим

{
X(v,c)(t)

}
множество пар вида (xcj , c), маркирующее все частицы, находящиеся в
системе.

Для всех t > 0, v ∈ Zd и ϕ ∈ (l2(Zd))2 определим случайную вели-
чину

It,v(ϕ) = (It,v,0(ϕ), It,v,1(ϕ)),

где
It,v,c(ϕ) =

∑
(x,r)∈{X(v,c)(t)}

ϕ(x, r), c = 0, 1. (4)
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Определим теперь семейство операторов {P̂ t}t>0, действующих на
функцию ϕ = (ϕ0, ϕ1)T ∈ (l2(Zd))2, как

[P̂ tϕ](v) = E It,v(ϕ) =
(
E It,v,0(ϕ), E It,v,1(ϕ)

)T
.

Лемма 1. Семейство операторов {P̂ t}t является полугруппой, т.е.
для любых s, t > 0 выполнено

P̂ t+s = P̂ tP̂ s.

Доказательство. Через Ft обозначим σ-алгебру, порожденную про-
цессами X(v,c)(t), c = 0, 1. Так как данные процессы марковские, то
для любых t, s > 0 и v ∈ Zd

E(It+s,v,c(ϕ)|Ft) = E(It+s,v,c(ϕ)|X(v,c)(t)).

Пусть M ∈M. Вычислим условное математическое ожидание

E(It+s,v,c(ϕ)|Ft) = E(It+s,v,c(ϕ)|X(v,c)(t) = M)

при

M = (

q0∑
j=1

δ(x0
j ,0),

q1∑
j=1

δ(x1
j ,1)).

Представим It+s,v,c(ϕ) как сумму q0 + q1 слагаемых, каждое из ко-
торых отвечает общему «предку» в момент времени t:

E(It+s,v,c(ϕ)|X(v,c)(t) = M) =

q0∑
j=1

[P̂ sϕ]0(x0
j ) +

q1∑
j=1

[P̂ sϕ]1(x1
j ).

Из последнего равенства и (4) вытекает соотношение

E(It+s,v,c(ϕ)|Ft) = It,v,c(P̂
sϕ),

и, соответственно, соотношение

E(It+s,v(ϕ)|Ft) = It,v(P̂
sϕ).

Вычисляя математическое ожидание от левой и правой частей по-
следнего равенства, получаем утверждение леммы. �

Лемма 2. Генератором полугруппы P̂ t является оператор

Â : (l2(Zd))2 → (l2(Zd))2,
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определенный формулой:

Â =

(
A0 0
0 A1

)
+

(
0 Q0

0 Q1

)
, (5)

где операторы A0, A1, Q0, Q1 : l2(Zd) → l2(Zd) определяются следую-
щим образом:

Aif(v) =
∑
u∈Zd

ai(v, u)f(u), i = 0, 1,

Q0f(v) = α(v)f(v),

Q1f(v) = β(v)f(v).

Доказательство. При t→ 0 имеем[
P̂ tϕ

]
0
(v) = ϕ0(v)(1 + a0(v, v)t+ c0(v)t) +

∑
u6=v

ϕ0(u)a0(v, u)t+

+
∑
k 6=0

(ϕ0(v) + kϕ1(v))ck(v)t+ o(t);

[
P̂ tϕ

]
1
(v) = ϕ1(v)(1 + a1(v, v)t+ b1(v)t) +

∑
u 6=v

ϕ1(u)a1(v, u)t+

+
∑
k 6=1

ϕ1(v)kbk(v)t+ o(t).

Из последних двух формул мгновенно следует утверждение леммы.
�

Через eÂt обозначим экспоненту от оператора Â (определение функ-
ции от оператора см. в [18, глава 6]). Из леммы 2 вытекает соотношение(

m0(t, v, u)
m1(t, v, u)

)
= eÂt

(
0

δu(v)

)
, (6)

где, как и раньше, mc(t, v, u) обозначает среднее число частиц типа T1

в точке u в момент времени t при условии, что в начальный момент
времени t = 0 в системе находилась только одна частица типа c в точке
v. Формула (6) показывает, что для изучения асимптотического пове-
дения mc(t, v, u) при t→∞ необходимо изучить спектр оператора Â.
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§3. Спектральный анализ оператора Â

Обозначим невозмущенную часть оператора Â через

Â0 =

(
A0 0
0 A1

)
.

Лемма 3. Оператор Â0 : (l2(Zd))2 → (l2(Zd))2 – неположительный.

Доказательство. Неположительность операторовA0 иA1 для конеч-
ного числа ненулевых коэффициентов a0(v, ·), a1(v, ·) доказана в [15].
Случай бесконечного числа коэффициентов, не обращающихся в нуль,
рассмотрен в [13].

Обозначим через GAi
= (Zd, EAi

), i = 0, 1, граф с множеством вер-
шин Zd и множеством ребер

EAi
=
{

(v, u) : ai(v, u) > 0, v, u ∈ Zd
}
.

Определим пространство функций l2(EAi , Ai), действующих на ребрах
графа GAi

, i = 1, 2, как пространство функций h : EAi
→ C с нормой:

‖h‖EAi
=

∑
(vk,vl)∈EAi

|h(vk, vl)|2ai(vk, vl).

В [13] показано, что существуют операторы d0 : l2(Zd)→ l2(EA0
, A0) и

d1 : l2(Zd) → l2(EA1
, A1), такие что A0 = −d∗0d0 и A1 = −d∗1d1, тогда

оператор Â можно представить в виде:

Â0 = −
(
d0 0
0 d1

)(
d∗0 0
0 d∗1

)
.

Из последнего представления немедленно следует неположитель-
ность оператора Â0. �

Оператор Â является периодическим, поэтому для исследования
спектра оператора воспользуемся методом разложения оператора в
прямой интеграл, описанным в [16, глава XIII.16].

Введем необходимые обозначения. Пусть 〈 · , · 〉 – стандартное ска-
лярное произведение в Rd. Введем множество векторов {g̃j}di=1 таким
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образом, что 〈g̃j , gi〉 = 2πδij , где δij – символ Кронекера. Будем назы-
вать множество {g̃j}dj=1 двойственным базисом, задающим двойствен-
ную ячейку Ω̃, определяемую следующим образом:

Ω̃ =
{
θ ∈ Rd : θ =

d∑
j=1

θj g̃j , 0 6 θj < 1, j = 1, 2, . . . , d
}
. (7)

Прямым интегралом H гильбертовых пространств (l2(Ω))2 назы-
вают пространство классов эквивалентности измеримых квадратично
интегрируемых векторных полей, наделенное скалярным произведе-
нием

(u, v)H =

∫
Ω̃

〈u(θ), v(θ)〉(l2(Ω))2 dθ.

Для прямого интеграла обычно используется символическое обозна-
чение

H =

∫
Ω̃

⊕(l2(Ω))2 dθ.

Говорят, что оператор Â разложен в прямой интеграл операторов
на пространстве H, если при всех θ ∈ Ω̃ существует операторознач-
ная функция Â(θ) : (l2(Ω))2 → (l2(Ω))2, такая что для всех ψ ∈ H
выполнено:

(Âψ)(θ) = Â(θ)ψ(θ),

при этом Â(θ) называется оператором в слое.
Для оператора Â, разложенного в прямой интеграл, используется

обозначение

Â =

∫
Ω̃

⊕Â(θ) dθ.

Теорема 2. Оператор Â, определенный в (5), унитарно эквивален-
тен прямому интегралу операторов в слое, т.е. существует унитар-
ный оператор Û : (l2(Zd))2 → H, такой что

ÛÂÛ−1 =

∫
Ω̃

⊕Â(θ) dθ.
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Оператор Â(θ) : (l2(Ω))2 → (l2(Ω))2 имеет вид:

Â(θ) =

(
A0(θ) 0

0 A1(θ)

)
+

(
0 Q̃0

0 Q̃1

)
,

где

Ai(θ)=
∑
u∈Ω

ãi(v, u, θ)f(u), ãi(v, u, θ) =
∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉ai(v + g, u), i=0, 1;

(Q̃0f)(v) = α(v)f(v);

(Q̃1f)(v) = β(v)f(v).

Доказательство. Рассмотрим оператор Û : (l2(Zd))2 → H, опреде-
ленный как

Û =

(
U0 0
0 U0

)
, (8)

где оператор U0 определен формулой:

(U0f)(v, θ) = |Ω̃|− 1
2

∑
g∈Γ

e−i〈g,θ〉f(v + g).

Можно показать, что обратный к оператору Û действует по прави-
лу:

Û−1 =

(
U−1

0 0
0 U−1

0

)
, (9)

где (U−1
0 f̃)(v) = 1

|Ω̃|

∫̃
Ω

f̃(v, θ)ei〈v,θ〉 dθ.

В [13] показано, что U0 является унитарным оператором из l2(Zd)
в H1, где H1 – пространство прямого интеграла пространств l2(Ω), то
есть для всех f ∈ l2(Zd) выполнено равенство ‖U0f‖2H1

= ‖f‖2l2(Zd), а
значит,

‖Ûϕ‖2H = ‖ϕ‖2(l2(Zd))2

для всех ϕ ∈ (l2(Zd))2.
Из [13, теорема 2] следует, что для i = 0, 1

(U0Aif)(v, θ) = Ai(θ)(U0f)(v, θ),

(U0Qif)(v, θ) = Q̃i(U0f)(v, θ),
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а значит,

(ÛÂ0ϕ)(v, c, θ) =

(
(U0A0ϕ1)(v, θ) 0

0 (U0A1ϕ2)(v, c, θ)

)
= Â0(θ)(Ûϕ)(v, c, θ).

Аналогичное равенство верно для
(

0 Q0

0 Q1

)
, т.е.

(
Û

(
0 Q0

0 Q1

)
ϕ

)
(v, c, θ) =

(
0 Q̃0

0 Q̃1

)
(Ûϕ)(v, c, θ). �

Заметим, что операторы A1(θ)+Q̃1 и A0(θ) являются самосопряжен-
ными конечномерными операторами при любом θ ∈ Ω̃. Через {λi(θ)}pi=1

и {λ0
i (θ)}

p
i=1 обозначим собственные числа, отвечающие операторам

A1(θ) + Q̃1 и A0(θ) соответственно. Далее мы считаем, что собствен-
ные значения упорядочены по убыванию, то есть

λ1(θ) > · · · > λp(θ),

0 > λ0
1(θ) > · · · > λ0

p(θ).

Лемма 4. Старшее собственное значение оператора A0(0) равно 0.

Доказательство. Рассмотрим функцию f : l2(Ω)→ l2(Ω), такую что

f(vj) = 1

при всех j = 1 . . . , p. По определению,

λ0
1(0) = sup

h∈l2(Ω)

〈A0(0)h, h〉l2(Ω)

〈h, h〉l2(Ω)

>
〈A0(0)f, f〉l2(Ω)

〈f, f〉l2(Ω)

.

Так как

(A0(0)f)(v) =
∑
u∈Ω

ã0(v, u, 0)f(u),

где

ã0(v, u, 0) =
∑
g∈Γ

a0(v + g, u),
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и в силу свойства a0(v, u) = a0(v + g, u+ g), получим

(A0(0)f)(v) =
∑
u∈Ω

∑
g∈Γ

a0(v + g, u)f(u) =
∑
u∈Ω

∑
g∈Γ

a0(v, u− g)

=
∑
u∈Zd

a0(v, u) = 0.

Таким образом, λ0
1(0) > 0, но так как оператор A0(0) неположитель-

ный, то это означает, что λ0
1(0) = 0.

�

Лемма 5. Старшие собственные значения λ0
1(0) и λ1(0) операторов

A0(0) и A1(0) + Q̃1 соответственно являются простыми.

Доказательство можно найти в [13].
Известно (см. [19]), что спектр оператора Â(θ) равен объединению

спектров операторов A1(θ) + Q̃1 и A0(θ), то есть

σ(Â(θ)) =

p⋃
j=1

{λ0
j (θ)} ∪ {λj(θ)}.

Коэффициенты операторов являются непрерывными функциями
θ ∈ Ω̃ и, следовательно, собственные значения λ0

i (θ) и λj(θ) непре-
рывны по переменной θ ∈ Ω̃ при всех j = 1, . . . , p. Тогда, согласно [16,
XIII.85], спектр оператора Â состоит из 2p возможно перекрывающих-
ся спектральных зон

p⋃
j=1

λ0
j (Ω̃) ∪ λj(Ω̃),

где λ0
j (Ω̃) и λj(Ω̃) обозначают область значений функций λ0

j (θ) и λj(θ)
соответственно.

Далее покажем, что основной вклад в поведение операторной экс-
поненты (6) при t → ∞ вносит верхняя граница спектра Â, которая
совпадает с максимумом из старших собственных значений операто-
ров A0(0) и A1(0) + Q̃1. Для спектра оператора A1 + Q1 справедлива
следующая теорема (см. [13]).

Теорема 3. Для правого края спектра оператора A1+Q1 справедливы
следующие утверждения:

a) максимум функции λ1(θ) достигается только при θ = 0;
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b) расстояние от правого края спектра оператора A1 +Q1 до пра-
вого края второй спектральной зоны строго положительно, т.е.

λ1(0)− sup
θ∈Ω̃

λ2(θ) > 0;

c) гессиан функции λ1(θ) не обращается в нуль при θ = 0, т.е.

Hess λ1(0) 6= 0;

d) число λ1(0) не является собственным значением оператора A1+
Q1, т.е. правый край спектра не вырожден.

Замечание 1. Аналогичное утверждение справедливо и для правого
края спектра оператора A0.

§4. Асимптотическое поведение среднего числа
частиц

Теорема 4. Пусть λ1(0) > 0 – старшее собственное значение опера-
тора A1(0) + Q̃1. Тогда для любых u, v ∈ Zd существует константа
C(u, v, d), такая что

m0(v, u, t) = C(v, u, d) · e
λ1(0)t

td/2
(1 + o (1)) , t→∞.

Доказательство. Напомним, что(
m0(v, u, t)
m1(v, u, t)

)
= P̂ t

(
0

δu(v)

)
= eÂt

(
0

δu(v)

)
,

где mi(v, u, t) – среднее число частиц в системе в точке u в момент
времени t при условии, что в начальный момент времени t = 0 была
одна частица типа Ti.

Далее имеем:(
m0(v, u, t)
m1(v, u, t)

)
= Û−1ÛeÂtÛ−1Û

(
0

δu(v)

)
= Û−1eÂ(θ)tÛ

(
0

δu(v)

)
.

В последней формуле операторы Û и Û−1 определены формулами (8)
и (9).

Напомним, что через {λi(θ)}pi=1 и {λ0
i (θ), }

p
i=1 обозначены собствен-

ные числа, отвечающие операторам A1(θ)+Q̃1 и A0(θ) соответственно.
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Представим функцию Û

(
0

δu(v)

)
(θ) в виде:

Û

(
0

δu(v)

)
(θ) =

1

|Ω̃|1/2
e−i〈γu−γv,θ〉dωu

1 (θ)Ψ1(ωv, θ) + Ψ̃(ωv, θ), (10)

где Ψ1( · , θ) – собственный вектор матрицы Â(θ), отвечающий стар-
шему собственному значению λ1(θ), dωu

1 (θ) = 〈δωu
( · ),Ψ1( · , θ)〉(l2(Ω))2 –

коэффициент разложения, а Ψ̃( · , θ) – проекция вектора Û
(

0
δu( · )

)
(θ)

на ортогональное дополнение к вектору Ψ1( · , θ). Выберем δ > 0 так,
чтобы для любого θ ∈ Ω̃ выполнялось

λ2(θ) 6 λ1(0)− δ.

Далее применим оператор eÂ(θ)t к правой части формулы (10) и заме-
тим, что справедливо

‖eÂ(θ)tΨ̃(ωv, θ)‖(l2(Ω))2 6 e
(λ1(0)−δ)t‖Ψ̃(ωv, θ)‖(l2(Ω))2

и
eÂ(θ)tΨ1(ωv, θ) = eλ1(θ)tΨ1(ωv, θ).

Теперь используя пункт (c) теоремы 3 и метод Лапласа асимптоти-
ческой оценки интегралов (см. [20]), получаем, что при t→∞

m0(v, u, t) = C(v, u, d) · e
λ1(0)t

td/2
(1 + o (1)) . �

Теорема 5. Пусть λ1(0) < 0 – старшее собственное число оператора
A1(0) + Q̃1. Тогда для любых u, v ∈ Zd существует константа C̃ =

C̃(u, v, d), такая что

m0(v, u, t) = C̃(v, u, d) · 1

td/2
(1 + o (1)) , t→∞.

Доказательство. Так как λ1(0) < 0, то правой границей спектра опе-
ратора Â является λ0

1(0) = 0. Тогда, повторяя доказательство теоремы
4 и заменяя λ1(θ) на λ0

1(θ), получаем, что

m0(v, u, t) = C̃(v, u, d) · 1

td/2
(1 + o (1)) , t→∞. �
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Lukashova I. I. Periodic branching random walk on Zd with immigration.
We consider a continuous-time branching random walk with immigra-

tion on Zd with branching sources located periodically. The asymptotic
behavior of the mean number of particles at an arbitrary point is obtained
for t→∞ in the supercritical and subcritical cases.
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