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§1. Введение

Условие компактности является необходимым условием существо-
вания равномерно состоятельных оценок в непараметрическом оцени-
вании [11]. Оно естественно возникает и когда исследуются некоррект-
ные задачи с детерминированной помехой [5]. Таким образом, компакт-
ность является условием, позволяющим построить равномерно состоя-
тельные оценки. Как следует из данной работы, это же предположение
является необходимым и для равномерной состоятельности альтерна-
тив в одной из естественных постановок непараметрической проверки
гипотез.

Скажем, что множество альтернатив равномерно состоятельно, ес-
ли для него существует равномерно состоятельная последовательность
(или равномерно состоятельное семейство) статистических критериев
проверки гипотез.

Равномерная состоятельность непараметрических множеств альтер-
натив исследовались многими различными методами и во многих со-
вершенно различных постановках задач. Довольно полный обзор мож-
но найти в [6].

Нами исследуется эта задача, когда гипотеза является простой и
множества альтернатив сближаются с гипотезой с ростом объема вы-
борки (или при мощности гауссовского шума, стремящейся к нулю).
Решение задачи базируется на результатах Ле Кама и Шварц [21]. Ле
Кам и Шварц [21] нашли необходимые и достаточные условия суще-
ствования равномерно состоятельных оценок и критериев, когда мно-
жество оцениваемых параметров и соответственно альтернатив не за-
висит от объема выборки n. Эти условия довольно громоздки и даны
в терминах n-кратных прямых произведений вероятностных мер для
всех n. Простая форма этих условий возникает в случае, если вероят-
ностные меры статистического эксперимента являются компактными
в топологии слабой сходимости на множестве всех вероятностных мер
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или, другими словами, если плотности вероятностных мер являются
равномерно интегрируемыми. Согласно лемме 2.3 в [10], если множе-
ство вероятностных мер компактно в топологии слабой сходимости ве-
роятностных мер, то оно компактно в любой другой топологии слабой
сходимости, такой что это множество является в ней пространством
Хаусдорфа. Это позволяет указать необходимые и достаточные усло-
вия равномерной состоятельности в терминах простых естественных
топологий слабой сходимости для распространенных статистических
моделей проверки гипотезы о плотности распределения, обнаружения
сигнала в гауссовском белом шуме, проверки гипотезы об интенсив-
ности пуассоновского процесса, проверки гипотезы о ковариационном
операторе гауссовского процесса и других [6]. Данные результаты мож-
но рассматривать как естественное дополнение к предыдущим много-
численным интересным исследованиям по состоятельности непарамет-
рических критериев [1, 3, 9, 12, 11, 15, 16, 18, 22]. Как уже говорилось,
в [6] множества альтернатив не зависели от размера выборки (мощно-
сти шума и т.п.).

Долгое время необходимые и достаточные условия равномерной со-
стоятельности для множеств альтернатив, сближающихся с гипотезой
с ростом объема выборки и, соответственно, мощности гауссовского
шума стремящейся к нулю, оставались неясными. Были построены
специальные примеры неразличимости простой гипотезы и сближа-
ющихся множеств альтернатив. Первый такой результат был получен
Ле Камом [20]. Для задачи проверки гипотезы о плотности распреде-
ления Ле Кам [20] показал, что центр шара и внешность шара в L1

неразличимы. Для задачи обнаружения сигнала в гауссовском белом
шуме Ибрагимов и Хасьминский [11] доказали неразличимость центра
шара и внешности шара в L2. Для той же самой задачи Бурнашев [2]
показал неразличимость центра и внешности шара в Lp, p > 1. Упомя-
нем также работы Ингстера [13] и Ингстера, Кутоянца [14]. Ингстер
[13] и Ингстер, Кутоянц [14] показали, что нельзя различить центр
шара и его внешность в L2 для задач проверки гипотез о плотности
распределения и интенсивности пуассоновского процесса соответствен-
но.

В [9] нами показано, что если множество альтернатив является огра-
ниченным центрально-симметричным множеством, из которого
удаляются шары в L2, имеющие центрами нулевую точку гипотезы, то
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существуют равномерно состоятельные критерии для некоторой после-
довательности радиусов, длины которых стремятся к нулю с ростом
объема выборки, если и только если выпуклое центрально-симметрич-
ное множество компактно.

Цель работы – доказать аналогичный результат без предположения
центральной симметричности выпуклого множества и распространить
этот результат на "малые шары" из Lp, p > 1.

§2. Равномерно состоятельные множества

2.1. Проверка гипотезы о плотности распределения. Пусть не-
зависимые одинаково распределенные случайные величиныX1, . . . , Xn

имеют вероятностную меру P, определенную на σ-алгебреB, заданной
на множестве S. Обозначим через P множество всех вероятностных
мер на (S,B).

Для вероятностной меры P0 ∈ P обозначим Lp, 1 < p <∞, множе-
ство вещественных измеримых функций g, таких что

‖g‖pp =

∫
S

|g|pdP0 <∞.

Для всех ρ > 0 и u ∈ Lp определим шары Bρ(u) = { g : ‖g − u‖p 6
ρ, g ∈ Lp}.

Зафиксируем ограниченное выпуклое множество U ⊂ Lp. Для каж-
дого u ∈ U и любого ρ > 0 предположим, что существует ограниченная
функция g ∈ Bρ(u) ∩ U .

Скажем, что u ∈ U является внутренней точкой выпуклого мно-
жества U , если для любой ограниченной функции v ∈ U существует
λ < 0, такое что u + λ(v − u) ∈ U . Заметим, что такое определение
внутренней точки выпуклого множества отличается от традиционного
(см. [4, с. 410]).

Предположим, что f0 ≡ 0 является внутренней точкой U .
Стоит задача проверки гипотезы

H0 : f
.
=

dP
dP0
− 1 = f0

против альтернатив

Hn : f ∈ V (ρn) = U \Bρn(f0),

где ρn > 0, ρn → 0 при n→∞.
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Для критерия Kn обозначим через α(Kn) = E0[Kn] его вероятность
ошибки первого рода, а через β(Kn, f) – его вероятность ошибки вто-
рого рода для альтернативы f ∈ V (ρn).

Скажем, что последовательность критериев Kn, 0 < α(Kn, f0) 6
α < 1, равномерно состоятельна, если найдутся n0 > 0 и δ > 0, такие
что для всех n > n0 имеет место

β(Kn, V (ρn))
.
= sup
f∈V (ρn)

β(Kn, f) < 1− α− δ

В противном случае скажем, что последовательность критериев Kn,
0 < α(Kn, f0) 6 α < 1, является равномерно несостоятельной.

Теорема 2.1. Найдется последовательность ρn → 0 при n → ∞,
такая что последовательность множеств альтернатив V (ρn) рав-
номерно состоятельна, если и только если множество U относи-
тельно компактно в Lp.

Скажем, что последовательность rn является скоростью различимо-
сти, если множества альтернатив V (ρ1n) равномерно несостоятельны
для любой последовательности ρ1n > 0, ρ1n/rn → 0 при n → ∞, а
множества альтернатив V (ρ2n) равномерно состоятельны для любой
последовательности ρ2n > 0, ρ2n/rn →∞ при n→∞.

Замечание 2.1. В доказательстве теоремы 2.1 для точки нуль мы
строим множество W , такое что U ⊂W , и показываем, что n-попереч-
ники Колмогорова dn, 1 6 n < ∞, множества W стремятся к нулю.
Те же самые рассуждения мы можем провести для любой внутренней
точки u ∈ U и построить множество Wu, U ⊂ Wu с поперечниками
Колмогорова dui, 1 6 i < ∞. Если взять h = u в доказательстве тео-
ремы 2.1 и провести те же самые рассуждения с применением (3.3),
то мы получим cdn 6 dun 6 Cdn, 1 6 n < ∞, где коэффициенты c, C
являются пропорциональными коэффициентам подобия. Те же самые
соображения подобия позволяют показать, что асимптотики метриче-
ских энтропий Bδ(0) ∩ U и Bδ(u) ∩ U имеют одинаковый порядок при
δ → 0, если по крайней мере одна из асимптотик этих энтропий имеет
степенной порядок.

Данные аргументы являются основой доказательства того, что мы
имеем одинаковые скорости различимости в задачах проверки гипотез
H0 : f = 0 против Hn : f ∈ U \ Bρn(0) и H0u : f = u против
Hnu : f ∈ U \ Bρn(u). Если точка u зависит от n, можно получить
различные скорости различимости [24].
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Замечание 2.2. Ограниченное множество W ⊂ Lp([0, 1]) компактно
(см. теорему 20, гл. IV в [4] и (1.1) в [19]), если и только если найдется
ω(h)→ 0 при h→ 0, такое что для любого f ∈W имеет место∫ 1−h

0

|f(t+ h)− f(t)|p d t < ω(h). (2.1)

Обозначим через WCω наибольшее множество, такое что функции f ∈
WCω или их производные удовлетворяют (2.1) и ‖f‖p 6 C. Тогда для
любого компактного множества W ⊂ Lp([0, 1]), можно найти множе-
ство WCω, такое что асимптотики поперечников множеств W и WCω

совпадают и W ⊂ WCω. Следовательно, можно предположить, что
тестовые статистики, имеющие оптимальную скорость различимости
для множеств альтернативWCω \B(ρn), будут равномерно состоятель-
ными и иметь ту же оптимальную скорость различимости для мно-
жеств альтернатив W \ B(ρn). Тогда множества WCω будут наиболь-
шими множествами, как в непараметрическом оценивании [7, 17, 23],
так и при непараметрической проверке гипотез [8, 9].

Таким образом можно предположить, что не существует множеств
W более широких, чем множества WCω имеющих одинаковый опти-
мальный порядок скорости сходимости оценок [7, 17, 23] (различимо-
сти критериев [8, 9]).

Следствие 2.1. Пусть дана априорная информация, что f ∈ U , где
U – ограниченное выпуклое множество в Lp, p > 1. Тогда существует
равномерно состоятельная оценка ‖f‖p, если и только если множе-
ство U относительно компактно.

Доказательство теоремы 2.1 основано на теореме 2.2 о равномерной
состоятельности множеств альтернатив, которые не зависят от n.

Для p > 1 рассмотрим задачу проверки гипотезы

H0 : f ∈W0 ⊂ Lp

против альтернатив
H1 : f ∈W1 ⊂ Lp.

Скажем, что последовательность критериев Kn равномерно состоя-
тельна, если

lim sup
n→∞

( sup
f0∈W0

α(Kn, f0) + sup
f∈W1

β(Kn, f)) < 1.
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Теорема 2.2. Пусть W0 и W1 – ограниченные множества в Lp,
p>1. Тогда существует равномерно состоятельная последователь-
ность критериев, если и только если замыкания множеств W0 and
W1 не пересекаются в слабой топологии.

Теорема 2.2 следует из замечания (см. [21, с. 141]) и леммы 2.3 в [10]
(см. теорему 4.1 в [6]).

Если замыкания в слабой топологии множествW0 иW1 не пересека-
ются, то существует конечное число функций g1, . . . , gk ∈ Lq, 1

p+ 1
q = 1,

и постоянных c1, . . . , ck, таких что для любого u ∈ W0 имеет место
ci >

∫
S
u gi dP0 для всех i, 1 6 i 6 k, и для любого v ∈ W1, найдется

индекс i, 1 6 i 6 k, такой что
∫
S
v gi dP0 > ci.

2.2. Проверка гипотез о функции интенсивности пуассонов-
ского процесса. Пусть нам даны n– независимых реализаций пуас-
соновского процесса κ1, . . . , κn со средней мерой P, определенной на
борелевской σ-алгебре B, заданной на множестве S. Предположим,
что средняя мера P абсолютно непрерывна относительно меры ν и
имеет функцию интенсивности h(t) = dP

dν (t), t ∈ S. Здесь ν являет-
ся мерой, определенной на борелевских множествах σ-алгебры B и
ν(S) <∞, P(S) <∞.

Стоит задача проверки гипотезы H0 : f(t)
.
= h(t) − 1 = f0 ≡ 0

против альтернатив Hn : f ∈ V (ρn) ⊂ Lp, p > 1. Определение мно-
жеств V (ρn), ρn > 0, то же самое как и в предыдущем подразделе с
единственным отличием, плотности заменяются функциями интенсив-
ности. Определение внутренней точки выпуклого множества U тоже
остается без изменений.

Теорема 2.3. Пусть U – ограниченное выпуклое множество в Lp,
p > 1. Пусть f0 – внутренняя точка множества U . Тогда существу-
ет последовательность ρn → 0 при n → ∞, такая что множества
альтернатив V (ρn) равномерно состоятельны, если и только если
множество U относительно компактно.

Доказательство теоремы 2.3 полностью совпадает с доказательст-
вом теоремы 2.1. Достаточно только применить теорему 5.9 из [6] вме-
сто теоремы 2.2.
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2.3. Обнаружение сигнала в гауссовском белом шуме. Пусть
мы наблюдаем реализацию случайного процесса Yε(t), t ∈ (0, 1), опре-
деляемого стохастическим дифференциальным уравнением

dYε(t) = S(t) dt+ ε dw(t), ε > 0,

где S ∈ L2(0, 1) – неизвестный сигнал, а dw(t) – гауссовский белый
шум.

Пусть U – ограниченное выпуклое множество в L2(0, 1). Мы ска-
жем, что S0 ∈ U внутренняя точка выпуклого множества U , если для
любого S ∈ U , найдется λ < 0, такая что S0 + λ(S − S0) ∈ U .

Обозначим через Br(S) шар в Lp, p > 1, имеющий радиус r > 0 и
центр S ∈ Lp.

Стоит задача проверки гипотезы

H0 : S(t) = S0(t) ≡ 0, t ∈ [0, 1],

против альтернативы

Hε : S ∈ V (ρε) = U \Bρε(S0), ρε > 0.

Для любого критерия Kε, ε > 0, обозначим α(Kε) = E0[Kε] – его
вероятность ошибки первого рода и β(Kε, S) – его вероятность ошибки
второго рода для альтернативы S ∈ V (ρε).

Скажем, что семейство критериев Kε, 0 < α(Kε) 6 α < 1, ε > 0,
равномерно состоятельно, если найдутся ε0 > 0 и δ > 0, такие что для
всех 0 < ε < ε0, имеет место

β(Kε, V (ρε)) = sup
S∈V (ρε)

β(Kε, S) < 1− α− δ.

Теорема 2.4. Пусть U – ограниченное выпуклое множество в Lp ∩
L2, p > 1. Пусть S0 – внутренняя точка выпуклого множества U .
Тогда найдется ρε → 0 при ε→ 0, такое что семейство альтернатив
V (ρε) равномерно состоятельно, если и только если множество U
относительно компактно.

Доказательство теоремы 2.3 полностью совпадает с доказательст-
вом теоремы 2.1. Достаточно применить теорему 5.3 из [6] вместо тео-
ремы 2.2.

2.4. Проверка гипотезы о решении линейной некорректной
задачи. В гильбертовом пространстве H наблюдается гауссовский
случайный вектор

Yε = AS + ε ξ, ε > 0, S ∈ H. (2.2)
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Здесь A : H → H – известный линейный оператор, а ξ – гауссовский
случайный вектор, имеющий известный ковариационный оператор R :
H→ H и E [ξ] = 0.

Обозначим через Br(S) шар в H, имеющий радиус r > 0 и центр
S ∈ H. Пусть U – ограниченное выпуклое множество в H.

Рассматривается задача проверки гипотезы

H0 : S = S0 = 0

против альтернатив

Hε : S ∈ V (ρε) = U \Bρε(S0), ρε > 0.

Ниже мы используем то же самое определение равномерной состоя-
тельности и внутренней точки, что и в подразделе 2.3.

Для любого оператора K : H → H обозначим через R(K) образ K.
Предположим, что ядра операторов A и R нулевые и R(A)⊆R(R1/2).

Теорема 2.5. Пусть оператор R−1/2A ограничен в H. Пусть S0 –
внутренняя точка выпуклого множества U . Тогда существует ρε →
0 при ε → 0, такое что множества альтернатив V (ρε) равномерно
состоятельны, если и только если множество U относительно ком-
пактно.

Доказательство. Утверждение теоремы 2.4 справедливо для мно-
жеств альтернатив R−1/2AV (ρn). Таким образом достаточно приме-
нить обратное отображение A−1R1/2 к R−1/2AV (ρn) (см. [6]). �

2.5. Проверка гипотезы о значении оператора, известном со
случайной ошибкой. Пусть Θ – множество всех ограниченных ли-
нейных операторов H → H, где H – сепарабельное гильбертово про-
странство.

Пусть A ∈ Θ – неизвестный линейный оператор.
Пусть для любого S ∈ H мы наблюдаем случайный гауссовский

вектор
Yε,S = AS + ε ξS ,

где E [ξS ] = 0 и E [〈ξS1
, ξS2
〉] = 〈S1, S2〉. Здесь 〈S1, S2〉 обозначает ска-

лярное произведение векторов S1, S2 ∈ H. Пусть U – выпуклое под-
множество Θ. Скажем, что A1 ∈ U – внутренняя точка U , если для
любого A ∈ U , найдется λ < 0, такое что A1 + λ(A−A1) ∈ U .

Обозначим через A0 ∈ Θ линейный оператор, такой что для любого
S ∈ H, мы имеем A0S = 0.
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Для нормы Гильберта–Шмидта в Θ обозначим через B(r) шар в Θ,
имеющий радиус r > 0 и центр A0. Пусть A0 – внутренняя точка U .

Стоит задача проверки гипотезы H0 : A = A0 против альтернатив
H1 : A ∈ V (ρε)

.
= U \B(ρε), где ρε > 0.

Определение равномерной состоятельности аналогично определе-
нию подраздела 2.3.

В теореме, приведенной ниже, рассматривается ограниченность и
компактность относительно нормы Гильберта–Шмидта.

Теорема 2.6. Пусть U – ограниченное выпуклое множество и пусть
A0 – внутренняя точка U . Тогда существует семейство ρε → 0 при
ε→ 0, такое что множества альтернатив V (ρε) равномерно состо-
ятельны, если и только если множество U относительно компакт-
но.

Рассуждения аналогичны доказательству теоремы 2.4. Достаточно
только применить теорему 5.7 из [6].

§3. Доказательство теоремы 2.1

Предположим, что существует равномерно состоятельная последо-
вательность множеств альтернатив V (ρn), ρn → 0 при n → ∞. Тогда,
применяя теорему 2.2, мы укажем компактное множество W , такое
что U ⊂W .

Зафиксируем ε1 > 0. Для каждого натурального i > 1 положим
εi = εi−1

2 .
По теореме 2.2, для каждого i найдутся функции gi1, . . . , giki ∈ Lq,

‖gij‖q = 1 for 1 6 j 6 ki, 1
p + 1

q = 1, и постоянные ci1, . . . , ciki , такие
что

V (εi) ⊂ ∪il=1 ∪
kl
j=1 Π(glj , clj) (3.1)

и
0 /∈ ∪il=1 ∪

kl
j=1 Π(glj , clj), (3.2)

где

Π(glj , clj) =
{
f :

∫
S

glj f dP0 > clj , f ∈ Lp
}
.

Обозначим через Γ(glj , clj) граничную гиперплоскость множества
Π(glj , clj).

Определим множества Gi = {gi1, . . . , giki}, 1 6 i <∞.
Ясно. что мы можем дополнительно предположить, что, если g ∈

Gi, то −g ∈ Gi, 1 6 i < ∞. В противном случае мы просто можем
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добавить такие функции. Более того, мы можем предположить, что
если gij1 = −gij2 , 1 6 j1 6= j2 6 ki, то cij1 = cij2 .

Мы можем также предположить, что gij – ступенчатые функции и,
следовательно, gij ∈ Lp∩Lq, 1 6 j 6 ki, 1 6 i <∞. В противном случае
мы можем заменить функции gij их ступенчатыми аппроксимациями,
изменив незначительно постоянные cij . Мы можем выбрать функции
gij так, что функция gi1j1 ортогональна функции gi2,j2 в L2 при любых
1 6 i1 6= i2 <∞ и 1 6 j1 < ki1 , 1 6 j2 < ki2 .

Для i, 1 6 i < ∞, обозначим через Mi линейное подпространство,
порожденное функциями gi1, . . . , giki .

Обозначим через B(Mi, ρ) шар в подпространстве Mi of Lp, имею-
щий нулевой центр и радиус ρ > 0.

Зафиксируем δ > 0. Мы можем взять число функций gij , ‖gij‖q =
1, 1 6 j 6 ki, настолько большим, что для любого f ∈ B(Mi, εi−1),
найдется gij , 1 6 j 6 ki, такая что

∣∣∣∫
S

gijf dP0

∣∣∣ < εi−1
1− δ

.

Обозначим di
.
= εi−1

1−δ .
В определении множества W мы применим индукцию по i.
Так как множество U ограничено, найдется d1, такое что для любого

j, 1 6 j 6 k1, и произвольного f ∈ U , имеет место f ∈ Π̄(g1j , d1), где
Π̄(g1j , d1j) = Lp \Π(g1j , d1).

Пусть v ∈ U \ Bε1(0),
∫
S
g11vdP0 > c11, и пусть v – ограниченная

функция. Тогда найдется λ < 0, такое что h .
= λv ∈ U и 1+λv является

плотностью распределения.
Обозначим Π0 =

{
f :

∫
S
g11fdP0 > 0, f ∈ Lp

}
. Пусть Γ0 является

граничной гиперплоскостью Π0. Обозначим W1 = ∩k1j=1Π̄(g1j , d1).
Пусть i > 1. Для каждого j, 1 6 j 6 ki, проведем гиперплоскость

Υij , проходящую через точку h и Γ(gij , di)∩Γ0. Обозначим Ψi,j множе-
ство, имеющее Υi,j в качестве границы и содержащее (U \B(εi−1))∩Π0.

Обозначим Wi = ∩kij=1Ψij ∩Wi−1. Тогда U ∩Π0 ⊂Wi.
Обозначим через Li линейное пространство, порожденное функци-

ями из линейных пространств M1, . . . ,Mi.
Пусть R > 0 таково, что U ⊂ BR(0).
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Используя соображения подобия треугольников, для любого i, 1 <
i <∞, и любого j, 1 6 j 6 ki, имеем

sup
f

inf
f1
{‖f − f1‖p : f ∈ Υi,j ∩Wi ∩ Li, f1 ∈Wi−1 ∩ Li−1 }

6 |λ|−1R sup
f
{‖f − f1‖p : f ∈Υi,j∩Wi∩Li∩Γ0, f1∈Wi−1∩Li−1∩Γ0}

6 di|λ|−1R.
(3.3)

Обозначим черезW замыкание ∩∞i=1Wi. Согласно (3.3), n-поперечники
W стремятся к нулю и следовательно множествоW относительно ком-
пактно. Так как U∩Π0 ⊂W , то U∩Π0 также относительно компактно.
Случай U \Π0 исследуется аналогично.
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Ermakov M. S. On uniform consistency of nonparametric tests.
For problem of hypothesis testing on a density we explore condition

of existence of uniformly consistent tests. Hypothesis is simple. Sets of
alternatives is convex sets in Lp, p > 1, with deleted balls. Hypothesis
is center of balls. We show that, there is sequence of radii of the balls
tending to zero as sample size increases such that the sets of alternatives
are uniformly consistent, if and only if convex set is compact. Similar
results are established for problem of hypothesis testing on a density, for
signal detection in Gaussian white noise, for linear ill-posed problems with
random Gaussian noise and so on.
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