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§1. Введение

Задача оптимизации портфельных инвестиций представляет собой
одну из важных проблем финансовой математики, наряду с задачами
нахождения безарбитражных цен различных опционов. В классиче-
ской модели Блэка–Шоулса эти задачи хорошо изучены [1]. Значи-
тельно менее они исследованы в более сложных моделях, в частности,
в моделях со стохастической волатильностью. В этой работе мы опи-
шем постановку и решение задачи построения оптимального портфеля
в модели Хестона в терминах решения системы прямого и обратного
стохастических дифференциальных уравнений (СДУ и ОСДУ).

Проблемы, возникающие при построении безарбитражной цены оп-
циона и нахождении оптимального инвестиционного портфеля в моде-
ли Хестона [2], связаны с тем, что рассматриваемый рынок – неполный
и на нем нельзя однозначно определить безарбитражную цену на но-
вый финансовый продукт, если неизвестна рыночная цена риска. Ес-
ли же рыночная цена риска известна, то можно обсуждать вопросы
оптимизации портфельных инвестиций. При этом, так же как и в слу-
чае модели Блэка–Шоулса [3], удается вывести уравнение Гамильтона–
Якоби–Беллмана (ГЯБ) и показать, что стоимость оптимального порт-
феля удовлетворяет задаче Коши для некоторого полностью нелиней-
ного параболического уравнения.
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Одним из подходов к решению задачи Коши для этого уравнения
является сведение этой задачи к задаче нахождения решения систе-
мы прямого и обратного стохастических уравнений (ПОСДУ). Недав-
но было показано [4, 5, 6], что решение ПОСДУ можно, в свою оче-
редь, свести к новой оптимизационной задаче. Отметим, что ни один
из упомянутых подходов не позволяет построить явное решение ис-
ходной задачи, однако в рамках последнего подхода для построения
приближенного решения можно использовать нейронные сети.

Этот новый подход к решению задачи Коши для полностью нели-
нейных уравнений представляется очень интересным, поскольку он
позволяет численно решать многомерные задачи, позволяя преодоле-
вать так называемое «проклятие размерности» [7].

В этой работе нам понадобится комбинация двух вероятностных
подходов к построению задачи Коши для полностью нелинейных па-
раболических уравнений. В рамках одного из них, предложенного в
работах [8, 9, 10, 11], исходное полностью нелинейное уравнение ин-
терпретируется как компонента некоторой системы семилинейных па-
раболических уравнений и затем решение задачи Коши для этой си-
стемы сводится к решению соответствующей стохастической задачи,
описывающей базовый диффузионный процесс ξ(t) и мультипликатив-
ный функционал η(t) от этого процесса. В терминах процессов ξ(t) и
η(t) строится вероятностное представление решения задачи Коши для
полностью нелинейного параболического уравнения.

В рамках второго подхода, основанного на теории обратных сто-
хастических уравнений (ОСДУ) [12, 13], задачу Коши для исходного
полностью нелинейного параболического уравнения достаточно свести
к системе квазилинейных уравнений, далее рассмотреть соответству-
ющее ПОСДУ и построить интересующее нас решение задачи Коши
для полностью нелинейного параболического уравнения как решение
этого ПОСДУ [14].

Мы предлагаем модифицированный вариант сведения решения за-
дачи Коши для полностью нелинейных параболических уравнений к
системе квазилинейных уравнений, как в работе [11], с последующим
выводом соответствующей стохастической задачи. Стохастическая за-
дача представляет собой ПОСДУ, решение которого можно свести к
новой задаче оптимизации, приближенное численное решение которой
можно построить с использованием нейронных сетей.

Далее статья организована следующим образом.
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Во втором параграфе мы выводим уравнение ГЯБ для стоимости
оптимального портфеля в модели Хестона и показываем, что опти-
мальный капитал портфеля удовлетворяет некоторому полностью не-
линейному параболическому уравнению.

В третьем параграфе мы обсуждаем связь между ПОСДУ и полно-
стью нелинейными параболическими уравнениями.

В четвертом параграфе мы применяем полученные результаты к
построению алгоритма численного решения уравнения ГЯБ в модели
Хестона.

§2. Оптимизация инвестиционного портфеля в
модели Хестона

Пусть (Ω,F , P ) – вероятностное пространство с фильтрацией
F=(Ft)t>0, порожденной коррелированными винеровскими процесса-
ми w1(t), w2(t), коэффициент корреляции которых равен ρ ∈ (−1, 1),
т.е. E[w1

tw
2
t ] = ρt.

Рассмотрим рынок с двумя базовыми активами, стоимость которых
S0(τ) и S1(τ) соответственно. Пусть динамика стоимости безрискового
базового актива S0(τ) задается соотношением

dS0(τ) = rS0(τ) dτ, S0(t) = 1, 0 6 t 6 τ 6 T, (2.1)

а динамика стоимости рискового базового актива S1(τ) определяется
моделью Хестона:{

dS1(τ) = S1(τ)
(
µdτ +

√
ν(τ) dw1(τ)

)
, S1(t) = s,

dν(τ) = κ(θ − ν(τ)) dτ + σ
√
ν(τ) dw2(τ), ν(t) = ν,

(2.2)

для констант r > 0, κ, θ, σ > 0. Будем предполагать, что задача кор-
ректна, то есть выполнено условие Феллера 2κθ > σ2.

Рассмотрим портфель, капитал X(τ) которого задан соотношением

X(τ) = h0(τ)S0(τ) + h1(τ)S1(τ), (2.3)

где h1(t) – число рисковых активов и h0(τ)S0(τ) – капитал, вложенный
в безрисковый актив (банковский счет). Портфель (h0(τ), h(τ)) назы-
вают абсолютным портфелем. Соответствующий ему относительный
портфель задается соотношениями

π0(τ) =
h0(τ)S0(τ)

X(τ)
, π(τ) =

h(τ)S1(τ)

X(τ)
.

При этом π0(τ) + π(τ) = 1.
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Портфель называется самофинансируемым, если справедливо соот-
ношение dX(τ) = h0(τ) dS0(τ) + h(τ) dS1(τ). Капитал самофинансиру-
емого портфеля в модели Хестона задается соотношением

dX(τ) = X(τ)
(
π0(τ)r dτ + π(τ)

(
µdτ +

√
ν(τ) dw1(τ)

))
= X(τ)

(
r + π(τ)(µ− r) dτ +

√
ν(τ) dw1(τ)

)
, X(t) = x. (2.4)

Для того, чтобы найти цену F (t, s, ν) нового платежного обязатель-
ства, можно рассмотреть портфель, содержащий безрисковый актив,
цена которого S0(τ), рисковый актив, цена которого S1(τ), и два опци-
она: интересующий нас опцион с ценой F (t, s, ν) и опцион с известной
ценой F1(t, s, ν). Создание такого портфеля мотивировано неполнотой
рынка в модели Хестона.

Напомним, что справедливая цена F (t, s, ν) опциона с платежным
обязательством Φ(s, ν) определяется по риск-нейтральной мере Q, аб-
солютно непрерывной относительно исторической меры P . Существу-
ет несколько методов определения меры Q. Для произвольного пла-
тежного обязательства Φ(s, ν) с хорошими свойствами его справедли-
вую цену F (t, s, ν) в модели Хестона можно найти с помощью описан-
ного выше самофинансируемого портфеля. При этом справедливую
цену, а следовательно и мартингальную меру Q в модели Хестона,
можно найти однозначно, если известна рыночная цена риска λ.

Динамика рынка в модели Хестона, рассматриваемая на простран-
стве (Ω,F , Q), задается системой СДУ{

dS(τ) = rS(τ) dτ +
√
ν(τ)S(τ)dw̃1(τ), S(t) = s,

dν(τ) = κ̃(θ̃ − ν(τ)) dτ + σ
√
ν(τ)dw̃2(τ), ν(t) = ν,

(2.5)

где w̃1(τ), w̃2(τ) ∈ R – коррелированные винеровские процессы отно-
сительно мартингальной меры Q, E[w̃1(t)w̃2(t)] = ρt.

Коэффициенты κ̃ и θ̃ в (2.5) задаются соотношениями

κ̃ = κ+ λ(t, ν), θ̃ =
κθ

κ+ λ(t, ν)
, (2.6)

где λ(t, ν) – рыночная цена риска.
Плотность мартингальной меры Q относительно меры P имеет вид

dQ

dP
|Ft = exp

{
− 1

2

t∫
0

|a(τ)|2 dτ −
t∫

0

a(τ) · dW (τ)

}
. (2.7)
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Здесь

a(τ) =

(
µ− r√
ν(τ)

,
λ
√
ν(τ)

σ

)
= (a1(τ), a2(τ)),

а W (τ) =
(
w1(τ), w2(τ)

)
.

В силу теоремы Гирсанова, процессы w̃j(t), j = 1, 2, определяемые

соотношениями w̃j(t) = wj(t) +
t∫
0

aj(τ) dτ , являются Q-винеровскими

процессами, если снос aj(τ) удовлетворяет условию Новикова.
Положим λ(t, ν) = λν, где λ – положительная константа, и будем

считать, что замена (κ, θ)→ (κ̃, θ̃) произведена, при этом для удобства
сохраним прежние обозначения (κ, θ).

Безарбитражная цена опциона F (t, s, ν) удовлетворяет задаче Коши

Ft+rsFs+κ(θ − ν)Fν+
1

2
s2νFss+

1

2
σ2νFνν+sνσρFsν−rF =0,

F (T, s, ν) = Φ(s, ν),
(2.8)

и уравнение (2.8) называют уравнением Хестона. Здесь и ниже мы
используем Ft=

∂F
∂t , Fs= ∂F

∂s , Fν = ∂F
∂ν для обозначения частных произ-

водных.
Перейдем к задаче построения оптимального портфеля в модели

Хестона. Рассмотрим инвестиционный самофинансируемый портфель,
капитал X(t), которого задан соотношением (2.3).

Выбрав в качестве управляющего параметра π(t), будем искать его
оптимальное значение π∗(t), максимизирующее целевую функцию ви-
да

J(t, x, ν;π) = E [Φ(X(T )) |X(t) = x, ν(t) = ν] ,

и обозначим V (t, x, ν) оптимальную стоимость портфеля

V (t, x, ν) = sup
π
J(t, x, ν;π) = J(t, x, ν;π∗). (2.9)

Напомним, что если F (t, x, ν) дважды дифференцируема по x и по ν,
то в силу формулы Ито

dF (t,X(t), ν(t)) =
(
Ft(t,X(t), ν(t)) + [AπF ](t,X(t), ν(t))

)
dt

+ Fx(t,X(t), ν(t))X(t)
√
ν(t) dw1(t)

+ Fν(t,X(t), ν(t))σ
√
ν(t) dw2(t),

(2.10)
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где

AπF (t, x, ν) = xrFx + (µ− r)πxFx + κ(θ − ν)Fν

+
1

2
π2x2νFxx +

1

2
σ2νFνν + ρπνxFxν .

(2.11)

Отсюда нетрудно вывести, что функция V (t, x, ν) вида (2.9), если она
дважды дифференцируема по x и по ν, удовлетворяет задаче Коши
для уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана

Vt(t, x, ν) + max
π

[AπV (t, x, ν)] = 0, V (T, x, ν) = Φ(x, ν). (2.12)

Оптимальное значение π∗, при котором достигается максимум в (2.9),
задается соотношением

π∗ = − (µ− r)Vx + ρνVxν
xνVxx

. (2.13)

Подставляя Aπ∗
в (2.12), мы получим задачу Коши, которой удовле-

творяет максимальный капитал V (t, x, ν) портфеля

Vt+xrVx − (µ− r)Vx
(µ− r)Vx + ρνVxν

νVxx
+ κ(θ − ν)Vν

+
1

2

(
(µ− r)Vx + ρνVxν

)2
νVxx

+
1

2
σ2νVνν

− ρVxν
(µ− r)Vx + ρνVxν

Vxx
= 0, V (T, x, ν) = V0(x, ν).

(2.14)

Полученное уравнение представляет собой полностью нелинейное
параболическое уравнение. В этой работе мы модифицируем подход,
предложенный в работе [14], и сводим решение задачи Коши (2.12) к
системе, состоящей из прямого и обратного стохастических дифферен-
циальных уравнений (ПОСДУ).

§3. ПОСДУ и полностью нелинейные параболические
уравнения

Наша цель – свести решение задачи Коши (2.14) к решению неко-
торого ПОСДУ, модифицируя подход, предложенный в работе [14]. и
состоящий в следующем. Рассмотрим задачу Коши

gt + Ψ(x, g,∇g,∇2g) = 0, g(T, x) = g0(x) ∈ R, x ∈ Rd. (3.1)
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Предположим, что функция Ψ(x, g, v, γ), x, v ∈ Rd, g ∈ R, γ ∈ Rd ⊗Rd,
дифференцируема по всем аргументам, и преобразуем рассматривае-
мое уравнение, записав его в виде

gt +
1

2
TrA(x)∇2gA+(x) + Φ(x, g,∇g,∇2g) = 0, (3.2)

где ∇g, ∇2g – градиент и гессиан функции g, A+ – транспонированная
матрица и

Φ(x, g, v, γ) = Ψ(x, g, v, γ)− 1

2
TrA(x)γA+(x).

Предположим, что A(x) – липшицева ограниченная функция и
ξ(t) ∈ Rd – случайный процесс, удовлетворяющий уравнению

ξ(T ) = x+

T∫
0

A(ξ(τ)) dw(τ), (3.3)

где w(τ) ∈ Rd – стандартный винеровский процесс. Существование и
единственность такого процесса гарантируется классическими резуль-
татами теории СДУ.

Предположим, что g(t, x) – классическое решение задачи (3.1), и
рассмотрим случайные процессы

y(τ) = g(τ, ξ(τ)), z(τ) = ∇g(τ, ξ(τ)),

Γ(τ) = ∇2g(τ, ξ(τ))

и
z1(τ) = ∇g(τ, ξ(τ)).

Воспользовавшись формулой Ито, нетрудно показать, что
dy(τ) = −Φ(ξ(τ), y(τ), z(τ),Γ(τ)) dτ + z(τ) dξ(τ),

y(T ) = g0(ξ(T )).
(3.4)

Применяя формулу Ито к функции ∇g(τ, x), мы получим соотно-
шение

dz1(τ) =

(
[∇g]τ +

1

2
TrA(ξ(τ))∇2[∇g]A+(ξ(τ))

)
dτ

+∇2gA(ξ(τ)) dw(τ) = L∇g(τ, ξ(τ)) dτ + Γ(τ) dξ(τ),

где

Lg(t, x) = gt(t, x) +
1

2
TrA(x)∇2gA+(x).
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Обозначив G(t) = L∇g(t, ξ(t)), получим

dz1(τ) = G(τ) dτ + Γ(τ) dξ(τ). (3.5)

Таким образом, классическое решение g(t, x) задачи (3.1) допускает
представление g(t, x) = y(t), где y(t) удовлетворяет (3.4), (3.5).

Приведенные выше рассуждения позволяют установить связь меж-
ду классическим решением полностью нелинейного уравнения (3.1) и
ПОСДУ (3.3)–(3.5). Более детальное исследование системы (3.3)–(3.5)
было проведено в работе [15]. В этой работе доказаны теоремы су-
ществования и единственности решения системы вида (3.4), (3.5), и
установлена связь этого решения с вязкостным решением исходной
задачи (3.1).

Применяя эти результаты, приближенное решение ПОСДУ (3.3)–
(3.5), построенное c применением нейронных сетей, можно интерпре-
тировать как численное решение задачи (3.1) [5, 6].

Модифицируя рассматриваемый подход, мы используем дополни-
тельно информацию о том, что если функция g(t, x) – классическое
решение задачи Коши

gt + Φ(x, g,∇g,∇2g) = 0, g(T, x) = g0(x), (3.6)

то ее градиент ∇g(t, x) = v(t, x), если он дважды дифференцируем
по x, удовлетворяет задаче Коши

vt +∇xΦ +∇gΦv +∇vΦ∇v +∇γΦ∇γ = 0, v(T, x) = ∇g0(x). (3.7)

Здесь и далее приняты обозначения вида

∇Φ(x, g(x), v(x), γ(x)) = ∇xΦ +∇gΦv +∇vΦγ +∇γΦ∇2v,

где

[∇vΦ(v)γ]j =

d∑
i=1

∂Φ(v)

∂vi
γij , [∇γΦ(γ)∇2v]j =

d∑
i,k=1

∂Φ(γ)

∂γik
∇2
ikvj .

Всюду ниже мы предполагаем, что B = ∇γΦ > 0 – положительно
определенная матрица, B=AA+ и A(x, g, v, γ)∈Rd ⊗Rd, x∈Rd, g∈R,
v ∈ Rd, γ ∈ Rd ⊗Rd, – ограниченная по x и дважды дифференцируе-
мая по всем аргументам функция.

Перепишем уравнения (3.6), (3.7) в виде

gt +∇γΦ∇2g + Ψ(x, g, v, γ) = 0, g(T, x) = g0(x), (3.8)

vt +∇γΦ∇2v + q(x, g, v,∇g,∇v) = 0, v(T, x, ν = ∇g0(x, ν), (3.9)
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где

Ψ(x, g, v, γ) = Φ(x, g, v, γ)−∇γΦ∇v,
q(x, g, v,∇g,∇v) = ∇xΦ +∇gΦv +∇vΦ∇v.

Введем в рассмотрение процесс ξ(t), удовлетворяющий СДУ

dξ(τ) = A(ξ(τ), y(τ)), z(τ),Γ(τ)) dw(τ), ξ(t) = x, (3.10)

и процессы y(t)=g(t, ξ(t)), z(t)=∇g(t, ξ(t)), а также Γ(t) = ∇2g(t, ξ(t)).
Повторяя приведенные выше рассуждения с использованием формулы
Ито и (3.9), (3.10), проверим, что эти процессы подчиняются ОСДУ

dy(τ) = −Φ(ξ(τ), y(τ), z(τ),Γ(τ)) dτ + z(τ) dξ(τ),

y(T ) = g0(ξ(T )),
(3.11)

dz1(τ) = −q(ξ(τ), y(τ), z(τ), z1(τ),Γ(τ)) dτ + Γ(τ) dξ(τ),

z1(T ) = ∇g0(ξ(T )).
(3.12)

Система (3.10)–(3.12) содержит неизвестные процессы ξ(τ), y(τ),
z(τ), z1(τ), Γ(τ). Недостающие уравнения следуют из теоремы Ито
о представлении квадратично-интегрируемого мартингала.

Рассмотрим мартингалы

M(τ) = E [g0(ξ(T )) | Fτ ]

+ E

 T∫
τ

Ψ(ξ(τ1), y(τ1), z(τ1), z1(τ1),Γ(τ1)) dτ1

∣∣∣ Fτ
 ,

M1(τ) = E [∇g0(ξ(T )) | Fτ ]

+ E

 T∫
τ

q(ξ(τ1), y(τ1), z(τ1), z1(τ1),Γ(τ1)) dτ1

∣∣∣∣∣∣ Fτ


и зададим процессы z(τ) и Γ(τ) соотношениями

M(0) = E[M(0)] +

T∫
0

z(τ) dξ(τ), (3.13)

M1(0) = E[M1(0)] +

T∫
0

Γ(τ) dξ(τ), (3.14)



38 Я. И. БЕЛОПОЛЬСКАЯ, А. А. ЧУБАТОВ

Запишем полученную систему (3.10)–(3.14) в векторном виде, положив

U0(x) =
(
g0(x),∇g0(x)

)
,

F (x, Y, Z,Γ) =
(
Ψ(x, y, z, z1,Γ), q(x, y, z, z1,Γ)

)
.

При этом процессы Y (τ) =
(
y(τ), z1(τ)

)
и Z(τ) =

(
z(τ),Γ(τ)

)
удовле-

творяют соотношениям

Y (τ) = E

U0(ξ(T )) +

T∫
τ

F
(
ξ(τ1), Y (τ1), Z(τ1)

)
dτ1

∣∣∣∣∣∣ Fτ
 , (3.15)

ζ = E[ζ] +

T∫
0

Z(τ) dξ(τ), (3.16)

где

ζ = U0(ξ(T )) +

T∫
0

F
(
ξ(τ1), Y (τ1), Z(τ1),Γ(τ1)

)
dτ1,

a процесс ξ(τ) удовлетворяет (3.10).
Заметим, что система (3.10)–(3.14) уже является замкнутой систе-

мой.
Важное наблюдение состоит в том, что решение ПОСДУ может

быть сведено к решению некоторой задачи стохастического управле-
ния. При этом численное решение ПОСДУ может быть сведено к чис-
ленному решению соответствующей оптимизационной задачи с приме-
нением метода стохастического градиентного спуска и использованием
техники нейронных сетей [4, 5].

Рассмотрим оптимизационную задачу, ассоциированную с ПОСДУ
(3.10)–(3.12):

найти

inf
β

E

∥∥∥U0

(
ξY (·,β),Z(·,β)(T )

)
− Y Y (·,β),Z(·,β)(T )

∥∥∥2

+

T∫
t

∥∥∥U (τ, ξY (·,β),Z(·,β)(τ)
)
− Y Y (·,β),Z(·,β)(τ)

∥∥∥2 dτ
 , (3.17)
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где

ξY (·)),Z(·)(T ) = x+

T∫
t

A
(
ξY (·),β),Z(·,β)(τ), Y (τ, β), Z(τ, β)

)
dw(τ), (3.18)

Y Y (·),Z(·)(θ, β) = Y0 −
T∫
θ

F
(
ξY (·,β),Z(·,β)(τ), Y Y (·,β),Z(·,β)(τ), Z(τ)

)
dτ

+

T∫
θ

Z(τ) dξ(τ) (3.19)

и U(ξ) = (g(ξ),∇g(ξ)).
Сформулируем условия существования и единственности решения

системы (3.18), (3.19).
Мы будем говорить, что выполнено условие C1, если
(1) коэффициенты A(x, Y, Z), F (x, Y, Z) (где Y =(y, z1), Z=(z,Γ))

имеют рост не выше линейного и монотонны,
(2) а функции g0(x), ∇g0(x) ограничены и монотонны.
При этом справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.1. Пусть выполнено условие C1 и процессы ξY (·)),Z(·)(τ) –
Fτ -адаптированные квадратично интегрируемые процессы. Тогда за-
дача стохастического управления (3.17)–(3.19) имеет решение

inf
Y (·),Z(·)

E

[
U0(ξY (·),Z(·)(T ))− Y Y (·),Z(·)(T )

+

T∫
0

∥∥∥Y Y (·),Z(·)(τ)− Y (τ)
∥∥∥2 dτ] = 0, (3.20)

и этотминимумдостигается, если процессы ξY (·),Z(·)(τ), Y Y (·),Z(·)(τ),
Z(τ) удовлетворяют (3.18), (3.19).

Доказательство. Справедливость этого утверждения вытекает из
следующих соображений [16].

Условие C1 является достаточным для существования и единствен-
ности решения ПОСДУ (3.18)–(3.19). Если рассматривать Y (t), Z(t),
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t ∈ [s, T ], как элементы управления в задаче (3.17), то мы получим
соотношение (3.20).

Единственность полученного решения вытекает из единственности
решения ПОСДУ. �

Для того чтобы построить численное решение задачи (3.10)–(3.12),
разобьем интервал [0, T ] на K частей, t0 = 0 < t1 < · · · < tK = T и обо-
значим

∆kt= tk+1 − tk, ∆kξ=ξ(tk+1)− ξ(tk), ∆kW =W (tk+1)−W (tk),

где W (t) = (w(t), w(t))+.
Применив метод Эйлера к уравнениям (3.18), (3.19), получим соот-

ношения

ξ̄(t) = x, Ȳ 0 =
(
u0(t, x),∇u0(t, x)

)
,

ξ̄(tk+1) = ξ̄(tk) +A
(
ξ̄(tk), Ȳ (tk), Z̄(tk), Γ̄(tk)

)
∆kW, (3.21)

Ȳ (tk+1) = Ȳ (tk)− F
(
ξ̄(tk), Ȳ (tk), Z̄(tk)

)
∆kt+ Z̄(tk)∆ξ̄(tk), (3.22)

где ∆ξ̄(tk) = A
(
ξ̄(tk), Ȳ (tk), Z̄(tk), Γ̄(tk)

)
∆kw.

Выбрав Ȳ (t) в качестве управляющего параметра, мы запишем его
в виде

Ȳ β(tk) = Λk(ξ̄(tk), βk) =
(
λ1,k(ξ̄(tk), βk), λ2,k(ξ̄(tk), βk)

)
,

где λ1,k ∈ N0, λ̃2,k ∈ N1 и N0, N1 – это параметрические функциональ-
ные пространства.

Соответствующую дискретную задачу оптимизации запишем в виде

inf
ψ∈N0,φk∈Nk

E

[∥∥Ȳ β(tK)− U0(ξ̄(tK))
∥∥2 +

K−1∑
k=0

∥∥Ȳ (tk+1)− Ȳ (tk)

−F
(
ξ̄(tk), Ȳ β(tk), Z̄β(tk)

)
∆kt+ Z̄β(tk)∆kξ

∥∥2 ] . (3.23)

Решение этой задачи будем строить с использованием нейронных се-
тей, полагая Y β(tk) = N (tk, ξ(tk), β) и вычисляя Zβ(tk) = DY β(tk, β) с
помощью метода автоматического дифференцирования Y . Здесь D –
оператор автоматического дифференцирования по ξ(tk) в
TensorFlow [18]. Значения Ȳ (t0), Z̄(t0) выбираются произвольно.

На языке нейронных сетей ξ(tk), k = 1, . . . ,K, рассматриваются как
данные, на которых происходит обучение.
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Оптимальный параметр β∗ = (β∗1 , . . . , β
∗
K) нейронных сетей вычис-

ляется с применением метода стохастического градиентного спуска к
задаче минимизации, соответствующей функции потерь

L(β) = E
[∥∥Ȳ β(T )− U0(ξ̄(T ))

∥∥2]
или

L1(β) = E

[∥∥Ȳ β(T )− U0(ξ̄(T ))
∥∥2

+

K−1∑
k=0

∥∥Ȳ (tk+1)−Ȳ (tk)+F (ξ̄(tk), Ȳ β(tk), Z̄β(tk))∆t−Z̄β(tk)∆kξ
∥∥2] .

При этом функцию потерь можно вычислить с помощью метода
Монте Карло, заменив последнее соотношение соотношением

L1(β) ≈
M∑
m=1

‖Y βm(tK)− U0(ξm(tK))‖2 +

M∑
m=1

K−1∑
k=0

∥∥Ym(tk+1)− Ym(tk)

+F (ξ̄m(tk), Ȳ βm(tk), Z̄βm(tk))∆t− Z̄βm(tk)∆ξm
∥∥2 , (3.24)

где M – число реализаций винеровского процесса.
Поскольку

Y (τ) = U(τ, ξ(τ)) =
(
g(τ, ξ(τ)),∇g(τ, ξ(τ))

)
,

Z(τ) =
(
∇g(τ, ξ(τ)),∇2g(τ, ξ(τ))

)
,

то мы аппроксимируем Y (τ), Z(τ) с помощью нейронных сетей

Y β(τ, x) =
(
gβ(τ, x),∇gβ(τ, x)

)
, Zβ(τ, x) =

(
∇gβ(τ, x),∇2gβ(τ, x)

)
,

используя тот факт, что Y β(τ, x) задается композицией простых функ-
ций и градиент∇Y β(τ, x) по x можно вычислить, используя процедуру
автоматического дифференцирования.

Приведем несколько результатов из теории нейронных сетей [19, 20],
которые использованы в рамках этой конструкции.

Грубо говоря, нейронная сеть – это способ описания непрерывной
функции с помощью функции, заданной как композиция аффинных
линейных функций и специальных нелинейных функций. Строгое фор-
мальное описание этой конструкции может быть сформулировано сле-
дующим образом.
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ПустьN – множество натуральных чисел,N0 ={2, 3, . . . }, C(Rl, Rl1)

– пространство непрерывных функций, заданных на Rl и принима-
ющих значения в Rl1 , где l, l1 ∈ N. Для всех L ∈ N0, l0, l1, . . . , lL ∈ N,
функций ψi ∈ C(Rli , Rli), i = 1, . . . , L− 1, и всех аффинных линейных
функцийM1 ∈ C(Rl0 , Rl1), . . . ,ML ∈ C(RlL−1 , RlL) рассмотрим отобра-
жение

Rl0 3 x 7→ (ML ◦ ψL−1 ◦ML−1 ◦ · · · ◦ ψ1 ◦M1)(x) ∈ RlL ,

представляющее собой полностью связанную нейронную сеть, архи-
тектура которой определяется набором (l0, l1, . . . , lL) и активационны-
ми функциями (ψ1, . . . , ψL−1).

Пусть γ, l, q ∈ N, α ∈ N0, β = (β1, . . . , βγ) ∈ Rγ и справедлива оцен-
ка γ > α+ q(l + 1). Для x ∈ Rd выберем аффинное преобразование
Mβ,α
q,l : Rl → Rq, заданное соотношением

Mβ,α
q,l (x)=


βα+1 βα+2 . . . βα+l βα+ql+1

βα+l+1 βα+l+2 . . . βα+2l βα+ql+2

βα+2l+1 βα+2l+2 . . . βα+3l βα+ql+3

...
...

. . .
...

...
βα+(q−1)l+1 βα+(q−1)l+2 . . . βα+ql βα+ql+q





x1
x2
x3
...
xl
1


.

Заметим, что в этом соотношении отображение Mβ,α
q,l : Rl → Rq со-

ответствует набору компонент
(
βα+1, . . . , βα+ql+q

)
, где α = d+ 1.

Условие γ > α+ q(l + 1) гарантирует, что отображениеMβ,α
q,l задано

корректно.
Выберем активационные функции вида ψ1, . . . , ψK−1 и для каждого

p ∈ {1, 2, . . . ,K + 1} пусть γp =
∑p−1
k=1 lk(lk−1 + 1). Определим нейрон-

ную сеть N l0,...,lL
ψ1,...,ψK−1

: RγK+1 → C(Rl0 , RlK ) соотношением

N l0,...,lL
ψ1,...,ψK−1

(β) = Mβ,γL
lK−1,lK

◦ ψK−1 ◦Mβ,γK−1

lK−2,lK−1
◦ · · · ◦ ψ1 ◦Mβ,γ1

l0,l1
.

Ниже в качестве активационых функций ψl : Rl → Rl мы выберем
функции вида

ψl(x) =
(

max(x1, 0),max(x2, 0), . . . ,max(xl, 0)
)
.
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Рассмотрим две нейронные сети вида

Sβ,α1

k = M
β,((2K+k)d+1))(d+1)
d,d ◦ ψd◦

◦Mβ,((K+k)d+1)(d+1)
d,d ◦ ψd ◦Mβ,(kd+1)(d+1)

d,d ,

и

Sβ,α2

k = M
β,(5Kd+kd2+1)(d+1)
d2,d ◦ ψd◦

◦Mβ,((4K+k)d+1)(d+1)
d,d ◦ ψd ◦Mβ,((3K+k)d+1)(d+1)

d,d .

Функции Sβ,α1

k определяют нейросети с 4 слоями (входной слой с
d нейронами, два скрытых слоя с d нейронами каждый и выходной
слой с d нейронами) и активационной функцией ψd. Функции Sβ,α2

k

также определяют нейросети с 4 слоями (входной слой с d нейронами,
два скрытых слоя с d нейронами каждый и выходной слой с d2 нейро-
нами) и активационной функцией ψd.

Заметим, что условие ρ > (5Kd+Kd2 + 1)(d+ 1) гарантирует, что
отображениеMβ,α

q,l : Rl → Rq определено корректно и зададим процес-
сы Y β(t), Zβ(t) соотношениями Y β(t) = Uβ(x), Zβ(t) = ∇Uβ(x) и для
каждого k ∈ {0, 1, . . . ,K − 1}, j = 1, 2,

yj,β(tk+1) = yj,β(tk)−F j
(
ξβ(tk), yβ(tk), zβ(tk)

)
∆kt+z

j,β(tk)∆kξ. (3.25)

Для подходящих β ∈ Rρ и всех k ∈ {0, 1, . . . ,K} рассмотрим отоб-
ражение Y βk : Ω→ Rd+1 как аппроксимацию Y (tk).

При этом y1,β(t, x) = gβ(t, x) можно интерпретировать как аппрок-
симацию g(t, x) = y1(t), а y2,β(t, x) как аппроксимацию∇g(t, x) = y2(t).
Аппроксимацию ∇2g(tK , x) можно построить с помощью метода авто-
матического дифференцирования по x, зная y2,β(t, x).

Для того чтобы найти оптимальные значения параметра β, мы вос-
пользуемся методом стохастического градиентного спуска (СГС) для
нахождения минимизатора функции потерь

L̂K(β) = E
[
‖Y (tK , β)− U0(ξ(tK , β))‖2

+

K−1∑
k=0

∥∥Ȳ (tk+1)− Y (tk, β)− F
(
ξ̄(tk, β), Y (tk, β), Z(tk, β)

)
∆kt

+ Z(tk)∆kξ
∥∥2] . (3.26)
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Таким образом, предлагаемый алгоритм может быть сформулиро-
ван следующим образом.

Пусть Ȳ (tK) = κ. Для k = K − 1, . . . , 0 воспользуемся парой нейрон-
ных сетей y1,β(tk) ∈ N (β), y2,β(tk) ∈ N1(β) для аппроксимации Y (tk)
и вычислим, используя СГС минимизатор математического ожидания
квадратичной функции потерь

L̄(tk;β) = E
[∥∥Ȳ (tk+1)−G(ξ̄(tk), Y β(tk), Z̄β(t, k),∆kt,∆ξk)

∥∥2] ,
где G(x, Y, Z,∆kt,∆kξ) = Y − F (x, Y, Z)∆kt+ Z∆kξ.

Вычислим β∗k ∈ arg minβ∈Rρ L̄(tk;β), Ȳ (tk) = Y β
∗
k (tk) и положим

Z̄(tk) = Zβ
∗
k (tk). В результате мы построим аппроксимацию решений(

g(tk, ·),∇g(tk, ·)
)
, k = K,K − 1, . . . , 1, задачи Коши (3.6), (3.7).

§4. ПОСДУ и уравнение ГЯБ в модели Хестона

Применим методику, описанную в параграфе 3, к решению уравне-
ния (2.14). В этом случае d = 2, m = (x, ν) ∈ R2, и система для (V,∇V )
будет состоять из трех уравнений. Пусть V (t, x, ν) – классическое ре-
шение задачи (2.14).

Обозначим u = Vx, v = Vν и

f(t,m) =
(
f1(t,m), f2(t,m), f3(t,m)

)
,

где f1 = V , f2 = u, f3 = v.

Теорема 4.1. Пусть V (t,m) – классическое решение задачи (2.14).
Тогда функция f(t,m) =

(
V (t,m),∇V (t,m)

)
удовлетворяет задаче

Коши

fqt +
1

2
TrB(m, f,∇f)∇2fq + Cq(m, f,∇f) = 0,

fq(T,m) = fq0 (m), q = 1, 2, 3,
(4.1)

где B = AA+,

A =

(√
2α(x,ν)
ux
√
ν

0

0 σ
√
ν

)
, (4.2)
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а коэффициенты Cq имеют вид

C1 = xru− (µ− r)2u2

νux
+

(µ− r)uρuν
ux

+ κ(θ − ν)v

+
1

2

(
(µ− r)u+ ρνuν

)2
νux

+
1

2
σ2νvν − ρuν

(µ− r)u+ ρνuν
ux

, (4.3)

C2 = ru+ xrux −
(µ− r)2u

ν
+

(µ− r)α
ν

+ κ(θ − ν)uν

+
(µ− r)α

ν
− ρ(µ− r)uν , (4.4)

C3 = rxvx −
(µ− r)2uvx

νux
+

(µ− r)ρuvx
νux

+
α(µ− r)u
ν2ux

− (µ− r)αvx
νux

+ κ(θ − ν)vν − κv −
1

2

α2

ν2ux
+
α((µ− r)vx + ρvx)

νux

+
1

2
σ2vν − ρvx

(µ− r + ρ)vx
ux

. (4.5)

Доказательство. Выведем уравнения для градиента

∇V =
(
Vx(t, x, ν), Vν(t, x, ν)

)+
функции V (t, x, ν), удовлетворяющей (2.14). Несложные, но громозд-
кие вычисления приводят к следующим уравнениям для функций
u=Vx и v = Vν . Обозначим α(x, ν) = (µ− r)u+ ρνuν и покажем, что
функции u и v при определенных условиях удовлетворяют задаче Ко-
ши для системы

ut + ru+ xrux − (µ− r)u
(

(µ− r)ux + ρνuxν
νux

− α(x)uxx
νu2x

)
+(µ− r)ux

α

νux
+ κ(θ − ν)uν +

α(x)(µ− r)ux + ρνuxν)

νux

−1

2

α(x)2uxx
νu2x

+
1

2
σ2νuνν − ρuxν

α(x)

ux

−ρuν
(

(µ− r)ux + ρνuxν
ux

− αuxx
u2x

)
= 0,

u(T, x) = ∇xf0(x, ν),

(4.6)



46 Я. И. БЕЛОПОЛЬСКАЯ, А. А. ЧУБАТОВ

vt + rxvx − (µ− r)u
(

(µ− r)vx + ρvx + ρνvxν
νux

− α(ux + νvxx)

ν2u2x

)
− (µ− r)vx

α

νux
+ k(θ − ν)vν − kv −

1

2

α2(ux + νvxx)

ν2u2x

+
α((µ− r)vx + ρvx + ρνvxν)

νux
+

1

2
σ2vν +

1

2
σ2νvνν

− ρvxν
α

ux
− ρvx

(
(µ− r)vx + ρvx + ρνvxν

ux
− αvxx

u2x

)
= 0, (4.7)

v(T, x) = ∇νf0(x, ν).

Анализируя полученные уравнения, мы видим, что задачу Коши
для системы (2.14), (4.6), (4.7) можно записать в векторном виде как
задачу Коши относительно функции f(t,m)

ft +
1

2
TrB(m, f,∇f)∇2f + C(X, f,∇f) = 0,

f(T,m) =
(
V0(x, ν),∇xV0(x, ν),∇νV0(x, ν)

)
= f0(x, ν),

(4.8)

где B = AA+ и коэффициенты A(X,∇f) и Cq(X,∇f), q = 1, 2, 3, зада-
ны соотношениями (4.2) и (4.3)–(4.5), соответственно. �

Используя результаты параграфа 3, мы сведем решение задачи Ко-
ши (4.8) к решению соответствующего ПОСДУ.

Пусть V (t, x, ν) – классическое решение задачи (2.14). Введем обо-
значения

ξ(τ) =
(
X(τ), ν(τ)

)
, Y (τ) =

(
y(τ), z1(τ)

)
, Z(τ) =

(
z(τ),Γ(τ)

)
,

где y(τ) = V (τ, ξ(τ)), z1(τ) = ∇V (τ, ξ(τ)), z(τ) = ∇V (τ, ξ(τ)),
Γ(τ) = ∇2V (τ, ξ(τ)).

Теорема 4.2. Пусть V (t, x, ν) – классическое решение задачи (2.14).
Тогда оно допускает вероятностное представление y(t) = V (t, x, ν) в
терминах решения ПОСДУ

dξ(τ) = A(ξ(τ), Y (τ))dW (τ),

ξ(t) = (x, ν),
(4.9)

dY (τ) = −C(ξ(τ), Y (τ), Z(τ)) dτ + Z(τ) dξ(τ),

Y (T ) =
(
V0(ξ(T ),∇V0(ξ(T )

)
= f0(ξ(T )),

(4.10)
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где W (t) ∈ R2 – винеровский процесс, Y (τ) =
(
y(τ), y1(τ)

)
,

Z(τ) =
(
∇V (τ, ξ(τ)),∇2V (τ, ξ(τ))

)
.

Доказательство. Пусть f(t,X) – классическое решение системы (4.8)
и ξ(τ) – случайный процесс, удовлетворяющий СДУ (4.9).

Применяя формулу Ито, вычислим стохастическиe дифференциалы
процессов y(τ) = f(τ, ξ(τ)) и y1(τ) = ∇f(τ, ξ(τ))

dy(τ)=
(
fτ +

1

2
TrA∇2f(τ, ξ(τ))A+

)
dτ +∇f(τ, ξ(τ))AdW (τ). (4.11)

dy1(τ) =
(
∇fτ +

1

2
TrA∇2[∇f ](τ, ξ(τ))A+

)
dτ

+∇2f(τ, ξ(τ))AdW (τ). (4.12)

Из соотношений (4.11), (4.12) с учетом (4.1) немедленно следует соот-
ношение (4.10).

Напомним, что система (4.9), (4.10) не замкнута и для ее замыкания
следует воспользоваться теоремой Ито о представлении квадратично
интегрируемого непрерывного мартингала.

Для этого рассмотрим Fτ -мартингал

ζ(τ) = E

[
f0(ξ(T )) +

T∫
0

C(ξ(τ), Y (τ), Z(τ)) dτ

∣∣∣∣ Fτ]

и предположим, что E ‖ζ(τ)‖2 <∞. Воспользовавшись соотношением

ζ(T ) = E [ζ(T )] +

T∫
0

Z(τ) dW (τ), (4.13)

вытекающим из теоремы Ито о представлении квадратично интегри-
руемого Fτ -мартингала, мы получим замкнутую систему соотноше-
ний (4.9), (4.10), (4.13). �

Обозначим β∗ оптимальное значение параметра β. Из теоремы 3.1
вытекает следующее утверждение.
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Теорема 4.3. Задача стохастического управления: найти

inf
β
L(β) = inf

β
E

[
‖f0(ξ(T ))− Y β(T )‖2

+

T∫
t

‖f(τ, ξ(τ))− Y β(τ)‖2 dτ
]
, (4.14)

где

ξ(T ) = x+

T∫
t

A(ξ(τ), Y (τ))dW (τ), (4.15)

Y β(θ)=Y0 −
T∫
θ

H(ξ(τ), Y β(τ), Zβ(τ)) dτ+

T∫
θ

Zβ(τ) dξ(τ) (4.16)

имеет решение β∗. При этом L(β∗) = 0, если процессы ξ(τ), Y β
∗
(τ),

Zβ
∗
(τ) удовлетворяют (4.15), (4.16).

Для построения приближенного решения задачи (4.1) рассмотрим
разбиение t0 = 0 < t1 < · · · < tK = T интервала [0, T ], полагая для про-
стоты

tk+1− tk=∆t=
T

K
, ∆w=W (tk+1)−W (tk), ∆kξ=ξ(tk+1)− ξ(tk).

Рассмотрим дискретизацию процесса ξ(τ), удовлетворяющего (4.9),

ξ̄(tk+1) = ξ(tk) +A
(
ξ̄(tk), f(ξ̄(tk)),∇f(tk, ξ̄(tk))

)
∆kW, (4.17)

k = 0, . . . , N − 1, и процессов Y j(τ), Zj(τ), j = 1, 2, удовлетворяю
щих (4.10), с помощью соотношений

Ȳ j(tk) = Ȳ j(tk+1)−Hj(ξ̄(tk), Y (tk), Z(tk))∆kt+ Zj(tk)∆kξ. (4.18)

В рамках предлагаемого алгоритма мы воспользуемся техникой ней-
ронных сетей для аппроксимации Y (tk) на каждом шаге с парамет-
ром βk и вычислим аппроксимацию Z(tk) с помощью процедуры авто-
матического дифференцирования. При заданном ξ(t) = x и случайном
выборе (Y (t), Z(t)) мы воспользуемся уравнениями (4.7)–(4.9) для вы-
числения ξ̄(tk+1), Ȳ (tk+1), Z̄(tk) вплоть до момента tK = T .
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Сформулируем схему построения численного решения V β(t, x), ап-
проксимирующего решение V (t, x) исходной задачи (2.14).

1. Для заданного ξ(t) = x положим

y1,β0 = fβ(t, ξ(t)), y2,β0 = Dfβ(t, ξ(t))

и
z1,β0 = Dfβ(t, ξ(t)), z2,β0 = D2fβ(t, ξ(t)).

2. Для каждого временного интервала [tk, tk+1] вычислим ξβ(tk+1)
и Ȳ j,β(tk+1), воспользовавшись схемой Эйлера–Маруямы (4.7), (4.8) и
зададим Y j,β(tk+1) и Zj,β(tk+1) соотношениями

Y 1,β
k+1 = uβ(tk+1, ξ(tk+1)), Y 2,β

k+1 = ∇uβ(tk+1, ξ(tk+1)),

Z1,β
k+1 = Duβ(tk+1, ξ(tk+1)), Z2,β

k+1 = D2uβ(tk+1, ξ(tk+1)).

3. В качестве функции потерь выберем аппроксимацию L̃(β) функ-
ции L(β) вида (4.14)

L̃(β) =
1

M

M∑
m=1

(
K∑
k=1

∥∥Y j,β(tk, ωm)− Ȳ (tk, ωm)
∥∥2

+
∥∥Y 1,β(tK , ωm)− U0(ξβ(tK , ωm))

∥∥2)

+
1

M

M∑
m=1

∥∥Y 2,β(tK , ωm)−∇U0(ξβ(tK , ωm))
∥∥2 .

4. Затем проведем обучение нейронных сетей Sj,βk для нахождения
величины β∗, при которой функция потерь минимальна, с помощью
метода стохастического градиентного спуска.

5. Семейство локальных нейронных сетей Sj,βk , j = 1, 2, позволяет
получить глобальную нейронную сеть, на выходе которой получим ве-
личины yj,β

∗
(t, x, ν), j = 1, 2, аппроксимирующие величины f(t, x, ν),

∇f(t, x, ν).
При этом аппроксимацию z2,β

∗
(t, x, ν) величины ∇2f(t, x, ν) можно

получить, применяя технику автоматического дифференцирования к
функции y2,β(t, x, ν).
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