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§1. Введение

Известно, что решение задачи Коши для уравнения теплопроводно-
сти (σ ∈ R)

∂u

∂t
=
σ2

2

∂2u

∂x2
, u(0, x) = ϕ(x) (1)

можно представить в виде

u(t, x) = E ϕ(x− σw(t)), (2)

где w(t) – стандартный винеровский процесс и ϕ ∈ L2(R). Если же
рассматривать аналогичное уравнение, но уже с комплексным пара-
метром σ, то представление (2) теряет смысл для широкого класса
начальных функций ϕ. Однако, случай σ = e

iπ
4 представляет собой

особый интерес, так как он соответствует задачи Коши для уравнения
Шрёдингера.

В работе [3] был предложен подход, позволяющий построить ве-
роятностную аппроксимацию решения задачи Коши для уравнения
Шрёдингера (σ = e

iπ
4 )

∂u

∂t
=
i

2

∂2u

∂x2
, u(0, x) = ϕ(x). (3)

Вместо стандартного винеровского процесса использовался инте-
грал по пуассоновской случайной мере ν(dt, dx) с интенсивностью dtdx

x3 :

ξε(t) =

t∫
0

eε∫
ε

xν(ds, dx),
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где e – основание натурального логарифма. Вместо функции ϕ под
знаком математического ожидания использовалась некоторая регуля-
ризация, которая определялась с помощью проекторов Рисса:

P+ϕ(x) =
1

2π

0∫
−∞

e−ipx ϕ̂(p) dp,

P−ϕ(x) =
1

2π

∞∫
0

e−ipx ϕ̂(p) dp, ϕ ∈ L2(R) ∩ L1(R),

(4)

и некоторой вспомогательной функции hε(x), определенной через ее
преобразование Фурье

ĥε(p) = exp
(
−t

eε∫
ε

i|p|σx dx
x3

)
· exp

(
−t

eε∫
ε

(i|p|σx)3

3!

dx

x3

)
.

Более точно, было показано, что при ε→ 0 и ϕ ∈ L2(R) функция

uε(t, x) = E
[
(ϕ− ∗ hε)

(
x− σξε(t)

)
+ (ϕ+ ∗ hε)

(
x+ σξε(t)

)]
приближает по норме в L2(R) решение задачи Коши (3). Для началь-
ных функций ϕ из пространства Соболева W 4

2 (R) была получена ско-
рость сходимости.

Позже данный подход был обобщен на случай оператора старшего
порядка, стоящего в правой части (см. [7]), а также на случай ненуле-
вого потенциала V (см. [4, 8]).

Задача Коши (3) определена для ϕ ∈ L2(R), однако подход из рабо-
ты [3] дает скорость сходимости только для функций из классаW 4

2 (R).
В настоящей работе вместо вещественнозначного процесса, поверну-
того на некоторый угол в комплексной плоскости, будет рассмотрен
комплекснозначный процесс Леви. Такой подход позволит получить
скорость сходимости для функций из класса W 2+δ

2 (R) при некотором
δ > 0.

Дальнейшее изложение организовано следующим образом: пара-
граф 2 посвящен напоминанию об α-устойчивых случайных величи-
нах с комплексным индексом устойчивости α. В параграфе 3 вводится
комплекснозначный процесс Леви и доказывается основной результат.
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§2. Устойчивые случайные величины с комплексным
индексом устойчивости

В работе [1] были введены комплекснозначные устойчивые процес-
сы Леви, отвечающие комплексным значениям α, удовлетворяющим
условию |α−1| < 1. Кроме параметра α также используются парамет-
ры (%, γ), определяемые по α следующим образом

a = Reα−1; b = Imα−1; % = 1/a; γ = b/a.

Параметр % называется параметром устойчивости, параметр γ –
параметром комплексности. Заметим, что для вещественных α пара-
метр % = α, γ = 0.

Построенные в [1] устойчивые процессы Леви обладают обычным
условием устойчивости, но с заменой положительной полуоси на лога-
рифмическую спираль Γ0, задаваемую как

Γ0 = {x1+iγ : x > 0} ⊂ C.

Именно, если ξ(t) – комплекснозначный процесс Леви, такой что
для любых t > 0 и d > 0 существуют z(d) ∈ Γ0 и q ∈ C, такие что

ξ(d · t) d
= z(d)ξ(t) + q,

то или существует % ∈ (0, 2), такое что ξ(t) – α-устойчивый процесс
Леви с комплексным индексом α = %(1 + iγ)−1; или существует σ > 0,
такое что ξ(t) – комплекснозначный гауссовский процесс Леви с мат-
рицей ковариации Q = σ2I, где I – единичная матрица.

Комплекснозначный устойчивый процесс Леви может быть задан
стохастическим интегралом:

ξ(t) =

∫∫∫
|x|<1,
θ∈[0,2π),
06s6t

x1+iγeiθν̃( dx, dθ, d s) +

∫∫∫
|x|>1,
θ∈[0,2π),
06s6t

x1+iγeiθν(d x, d θ, d s),

где ν(dx, dθ, ds) – пуассоновская случайная мера на (0,∞) × [0, 2π) ×
(0,∞) с интенсивностью %dx

x1+%λ(dθ)ds, λ(dθ) – конечная мера на [0, 2π),
а ν̃(dx, dθ, ds) – соответствующая центрированная мера (см. [9]).
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Построенные случайные процессы определены только для % ∈ (0, 2)
и задают вероятностные решения для оператора типа Римана–Лиу-
вилля (см. [2]). В настоящей работе будет рассмотрено семейство ком-
плекснозначных процессов Леви, которые подобны α-устойчивым про-
цессам с % = 2. У данного семейства не будет существовать вероят-
ностного предела, однако будет существовать предел для распреде-
лений в терминах обобщенных функций. С помощью этих процессов
будет построена вероятностная аппроксимация решения задачи Коши
для уравнения Шрёдингера (3), а также получена скорость сходимо-
сти построенной аппроксимации к точному решению задачи Коши для
начальных функций ϕ ∈W 2+δ

2 (R) при любом δ ∈ (0, 1].

§3. Основной результат

Рассмотрим семейство комплекснозначных процессов Леви, задан-
ных следующим стохастическим интегралом:

ξ̃γ(t) =

t∫
0

B(γ)∫
A(γ)

x1+iγ ν̃( dx, d s) + w(
√

3 t), (5)

где γ > 0, lnA(γ) = − 2π
3γ , lnB(γ) = − π

2γ . Здесь ν(dx, ds) – пуассо-
новская случайная мера на (0,∞) × (0,∞) с интенсивностью 4γdx

x3 ds;
ν̃(dx, ds) – соответствующая центрированная мера, а w(t), t > 0, –
стандартный винеровский процесс со значениями в R, не зависящий
от пуассоновской меры.

Покажем сначала, что для любых t > 0 и γ > 0 существует экспо-
ненциальный момент случайной величины Im ξ̃γ(t), то есть для любого
p ∈ R величина E ep Im ξ̃γ(t) конечна.

Несложно видеть, что

∣∣Im ξ̃γ(t)
∣∣ 6 C(γ)

t∫
0

B(γ)∫
A(γ)

x
(
ν(dx, ds) + µ(dx, ds)

)
6 C

(
ν
(
[A(γ), B(γ)]× [0, t]

)
+ µ

(
[A(γ), B(γ)]× [0, t]

))
.
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Случайная величина ν
(
[A(γ), B(γ)]×[0, t]

)
имеет распределение Пу-

ассона с параметром µ
(
[A(γ), B(γ)]× [0, t]

)
, равным

µ
(
[A(γ), B(γ)]× [0, t]

)
= µ(γ, t) =

t∫
0

B(γ)∫
A(γ)

4γdx

x3
ds 6 2 tγA−2(γ) <∞.

Отсюда следует, что для любых γ > 0, t > 0 и p > 0 выполнено∣∣E eipξ̃γ(t)∣∣ 6 E ep|Im ξ̃γ(t)| 6 eCpµ(γ,t)E exp
{
Cpν

(
[A(γ), B(γ)]× [0, t]

)}
= exp

{
µ(γ, t)

(
eCp − 1 + Cp

)}
<∞.

Рассмотрим нецентрированный стохастический интеграл

ξγ(t) =

t∫
0

B(γ)∫
A(γ)

x1+iγν( dx, ds).

Так как lnA(γ) = − 2π
3γ , lnB(γ) = − π

2γ , то

−π 6 − 2π
3 6 γ lnx 6 −π2 6 0.

Таким образом, для любого t > 0 случайная величина ξγ(t) лежит
в третьей четверти и, в частности, в нижней полуплоскости.

Любую функцию ϕ ∈ L2(R) можно представить в виде

ϕ(x) = P+ϕ(x) + P−ϕ(x) = ϕ+(x) + ϕ−(x),

где P+, P− – проекторы Рисса, определяемые в (4).
Отметим, что функция ϕ+ аналитически продолжается в верхнюю

полуплоскость, а функция ϕ− аналитически продолжается в нижнюю
полуплоскость.

Для γ > 0 определим полугруппу операторов P tγ , которая действует
на ϕ ∈ L2(R) как

P tγϕ(x) = E
[
ϕ+(x− ξ̃γ(t)) + ϕ−(x+ ξ̃γ(t))

]
. (6)

Уже было показано, что случайный процесс ξγ(t) всегда расположен
в третьей четверти. Следующая лемма показывает, что операторы P tγ
корректно определены.
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Лемма 3.1. При фиксированных γ > 0 и t > 0 функция ϕ̃+ = Eϕ+( ·+
w(
√

3 t)) ограничена в области {z ∈ C : Im z > −t|ImM(γ)|}, где

M(γ) =

B(γ)∫
A(γ)

x1+iγ
2γ dx

x3
.

Аналогично, при фиксированных γ>0, t>0 функция

ϕ̃−= E ϕ−( · + w(
√

3 t))

ограничена в области {z ∈ C : Im z 6 t|ImM(γ)|}.

Доказательство. Несложно видеть, что |M(γ)| 6 CγeCγ−1

<∞. То-
гда для любого γ > 0 величина |ImM(γ)| конечна и для ϕ̃+ имеем∣∣∣ 1

2π

0∫
−∞

e−ipz ̂̃ϕ+(p) dp
∣∣∣ 6 1

2π

0∫
−∞

et|p|·|ImM(γ)|−
√
3
2 p2t

∣∣ϕ̂(p)
∣∣ dp

6 C

√√√√√ 0∫
−∞

e2t|p|·|ImM(γ)|−
√
3p2t dp · ‖ϕ‖L2(R)

= C(γ, t)‖ϕ‖L2(R).

Аналогичные неравенства получаются для ϕ̃−. �

Из леммы 3.1 следует, что операторы, заданные (6), корректно опре-
делены. Тогда, пользуясь теоремой Фубини, получаем

P tγϕ(x)=
1

2π

0∫
−∞

e−ipxE eipξ̃γ(t)ϕ̂(p) dp+
1

2π

∞∫
0

e−ipxE e−ipξ̃γ(t)ϕ̂(p) dp

=
1

2π

∞∫
−∞

e−ipxE e−i|p|ξ̃γ(t)ϕ̂(p) dp.

(7)

Из теоремы Кэмпбелла получаем (см. [6])

E e−i|p|ξ̃γ(t) = exp
{
−
√

3tp2

2
+ 4γt

B(γ)∫
A(γ)

(
e−i|p|x

1+iγ

− 1 + i|p|x1+iγ
)dx
x3

}
.
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Через P t, t > 0, обозначим полугруппу

P t = exp
{ it

2

∂2

∂x2

}
. (8)

По определению полугруппа P t переводит начальную функцию ϕ в
решение задачи Коши (3).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.2. Существует постоянная C > 0, такая что для любой
ϕ ∈W 2+δ

2 (R), δ ∈ (0, 1], выполнено

‖P tϕ− P tγϕ‖L2
6 Ctmax{γ, 1}Bδ(γ)‖ϕ‖W 2+δ

2
,

где P tγ , P t – полугруппы операторов, определенные в (6), (8).

Доказательство. Для доказательства утверждения воспользуемся
известной формулой теории возмущений. Именно, пусть A – оператор
в некотором гильбертовом пространстве, такой что существует огра-
ниченная (t > 0) операторная полугруппа

UA(t) = etA.

ПустьB – некоторое возмущение оператора A, такое что полугруппа

UA+B(t) = et(A+B)

также ограничена. Тогда справедливо следующее равенство (см. [5, гл.
IX, §2, п.1, с. 614])

et(A+B) − etA =

t∫
0

eτ(A+B)Be(t−τ)A dτ.

Положим A = Aγ , B = i
2
∂2

∂x2 − Aγ , где оператор Aγ – генератор
полугруппы P tk. Из (7) следует, что Aγ – псевдодифференциальный
оператор с символом âγ(p), равным

âγ(p) = −
√

3

2
p2 + 4γ

B(γ)∫
A(γ)

(
e−i|p|x

1+iγ

− 1 + i|p|x1+iγ
)
dx
x3 .

Преобразуем интеграл:
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B(γ)∫
A(γ)

(
e−i|p|x

1+iγ

− 1 + i|p|x1+iγ
)dx
x3

=

B(γ)∫
A(γ)

(
e−i|p|x

1+iγ

− 1 + i|p|x1+iγ− 1
2 (−i|p|x1+iγ)2

)dx
x3

+
i2p2

2

B(γ)∫
A(γ)

e2iγ ln x dx

x

= I1(γ, p)− p2

2

e2iγu

2iγ

∣∣∣lnB(γ)

u=lnA(γ)
= I1(γ, p) + i

p2

4γ

(
e−πi − e−4πi/3

)
= I1(γ, p)− i p

2

8γ
+

√
3p2

8γ
.

Тогда получаем

âγ(p) = −
√

3

2
p2 + 4γ

(
I1(γ, p)− i p

2

8γ
+

√
3p2

8γ

)
= 4γI1(γ, p)− ip

2

2
.

Ясно, что B также является псевдодифференциальным оператором
с символом

b̂γ(p) = 4γI1(γ, p) = 4γ

B(γ)∫
A(γ)

(
e−i|p|x

1+iγ

−1+i|p|x1+iγ− 1
2 (−i|p|x1+iγ)2

)dx
x3
.

Так как для любого z ∈ C выполнено |ez − 1 − z| 6 |z|
2

2 и |ez − 1 −
z − z2/2| 6 |z|

3

6 , то справедливы две оценки

|̂bγ(p)| 6 8γ

B(γ)∫
A(γ)

p2

2

dx

x
= 4γp2

(
lnB(γ)− lnA(γ)

)
= 4γp2

π

6γ
6 πp2, (9)

|̂bγ(p)| 6 4γ

B(γ)∫
A(γ)

p3

6
dx 6

2γB(γ)

3
p3 6 γB(γ)p3. (10)
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Далее, из (9) и (10) следует, что

‖B̂ϕ‖2L2
=

∫
R

∣∣B̂ϕ(p)
∣∣2 dp =

∫
R

∣∣̂bγ(p)
∣∣2∣∣ϕ̂(p)

∣∣2 dp
6

∫
|p|<1/B(γ)

∣∣̂bγ(p)
∣∣2∣∣ϕ̂(p)

∣∣2 dp+

∫
|p|>1/B(γ)

∣∣̂bγ(p)
∣∣2∣∣ϕ̂(p)

∣∣2 dp
6 γ2B2(γ)

∫
|p|<1/B(γ)

p6
∣∣ϕ̂(p)

∣∣2 dp+ π2

∫
|p|>1/B(γ)

p4
∣∣ϕ̂(p)

∣∣2 dp
6
[
γ2B2+2δ−2(γ) + π2B2δ(γ)

] ∫
R

(
1 + p4+2δ

)∣∣ϕ̂(p)
∣∣2 dp

6 C max{γ2, 1}B2δ(γ)‖ϕ‖W 2+δ
2

.

Тогда для любого δ ∈ (0, 1] имеем

‖B‖W 2+δ
2 →L2

6 C max{γ, 1}Bδ(γ). (11)

Во введенных обозначениях

A+B =
i

2

∂2

∂x2
.

Заметим, что для любого положительного l справедливо неравен-
ство для операторных норм∥∥∥et(A+B)

∥∥∥
W l

2→W l
2

6 1. (12)

Для доказательства остается оценить норму ‖etAγ‖L2→L2
.

Лемма 3.3. Для любых p > 0 и x ∈ [A(γ), B(γ)] выполнено

Re
(
e−i|p|x

1+iγ

− 1 + i|p|x1+iγ +
p2

2
x2+2iγ

)
6 0.

Доказательство. Обозначим через z = u+iv = −i|p|x1+iγ . Тогда при
p ∈ R и x ∈ [A(γ), B(γ)] имеем u 6 0 и 0 6 v 6 − u√

3
.

В новых обозначениях требуется доказать, что для всех u 6 0 и
0 6 v 6 − u√

3
выполнено:

eu cos(v)− 1− u− u2 − v2

2
6 0.
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Рассмотрим 0 6 κ 6
√
3
3 и покажем, что для всех u 6 0 выполнено

f(u) = eu cos(κu)− 1− u− u2

2
(1− κ2) 6 0.

Вычислим две первые производные функции f :

f ′(u) = eu
(

cos(κu)− κ sin(κu)
)
− 1− (1− κ2)u,

f ′′(u) = eu
(
(1− κ2) cos(κu)− 2κ sin(κu)

)
− (1− κ2).

Покажем, что f ′′(u) 6 0 для всех u 6 0. Так как | cos(κu)| 6 1 и
sin(κu) > κu для всех u 6 0, то

f ′′(u) 6 eu(1− κ2 − 2κ2u)− (1− κ2).

Так как 0 6 κ 6
√
3
3 , то l(κ) = 2κ2

1−κ2 ∈ [0, 1]. Покажем, что для
любых l ∈ [0, 1] и u 6 0 выполнено

1− lu 6 e−u. (13)

Несложно видеть, что для u = 0 неравенство (13) выполнено. Так
как (1 − lu)′ = −l > (e−u)′ = −e−u для всех u 6 0, то (13) выпол-
нено для всех u 6 0. Отсюда следует, что для любого u 6 0 имееем
f ′′(u) 6 0. Так как f ′(0) = 0, то f ′(u) > 0 для всех u 6 0 и, аналогично,
получаем, что f(u) 6 0 для всех u 6 0 и для любого κ ∈ [0, 1/

√
3]. Это

завершает доказательство леммы. �

Из леммы 3.3 следует оценка нормы ‖etAγ‖L2→L2 :

‖etAγ‖L2→L26 sup
p∈R

exp
{

Re
(
e−i|p|x

1+iγ

−1+i|p|x1+iγ+p2

2
x2+2iγ

)}
6 1. (14)

Утверждение теоремы следует из (11), (12), (14). �

Следствие 3.4. Для любой ϕ ∈ L2(R) выполнено

‖P tϕ− P tγϕ‖L2
−→
γ→0

0.

Отметим, что теорема 3.2 значительно улучшает условия на началь-
ную функцию ϕ по сравнению с результатами [3].

Рассмотрим более общую задачу Коши:

∂

∂t
u(t, x) =

σ2

2

∂2

∂x2
u(t, x), u(0, x) = ϕ(x), (15)
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где параметр σ ∈ C такой, что σ = eiκ и 0 6 κ 6 π
4 . Случай κ = 0

соответствует задаче Коши (1), а случай κ = π
4 соответствует задаче

Коши (3).
Аналогично предыдущему случаю, решение задачи Коши (15) мо-

жет быть записано как u(t, x) = P tσϕ(x), где полугруппа операторов
P tσ, t > 0, задается следующим образом:

P tσ = exp
{
t
σ2

2

∂2

∂x2

}
. (16)

Рассмотрим случайный процесс ηγ,σ(t), t > 0, определяемый равен-
ством по распределению

ηγ,σ(t)
d
=
√

sin(2κ) ξ̃γ(t) +
√

cos(2κ)w1(t),

где ξ̃γ(t), t > 0, определяется в (5), а w1(t), t > 0, – стандартный
винеровский процесс со значениями в R, не зависящий от ξ̃γ(t).

Для σ, γ определим полугруппу операторов P tγ,σ, которая действует
на ϕ ∈ L2(R) как

P tγ,σϕ(x) = E
[
ϕ+(x− ηγ,σ(t)) + ϕ−(x+ ηγ,σ(t))

]
. (17)

Теорема 3.5. Существует постоянная C > 0, такая что для любой
ϕ ∈W 2+δ

2 (R), δ ∈ (0, 1] выполнено

‖P tσϕ− P tγ,σϕ‖L2 6 Ctmax{γ, 1}Bδ(γ)‖ϕ‖W 2+δ
2

,

где P tσ, P tγ,σ – полугруппы операторов, определенные в (16), (17).

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 3.2, получа-
ем, что

âγ(p) = 4γI1(γ,
√

sin(2κ) p)− σ2

2
p2, b̂γ(p) = 4γI1(γ,

√
sin(2κ) p).

Дальнейшее доказательство полностью аналогично доказательству
теоремы 3.2. �

Список литературы
1. И. А. Алексеев, Устойчивые случайные величины с комплексным индексом

устойчивости, II. — Теория вероятн. и ее примен. 67, No. 4 (2022), 627–648.
2. И. А. Алексеев, Вероятностная аппроксимация оператора типа Римана–

Лиувилля с индексом устойчивости больше двух. — Зап. научн. семин. ПОМИ
510 (2022), 5–27.



28 И. А. АЛЕКСЕЕВ, М. В. ПЛАТОНОВА

3. И. А. Ибрагимов, Н. В. Смородина, М. М. Фаддеев, Об одной предельной тео-
реме, связанной с вероятностным представлением решения задачи Коши с
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