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§1. Введение

Напомним, что разбиением целого числа n > 0 называется его пред-
ставление в виде суммы некоторого количества ` положительных це-
лых слагаемых n = λ1 + · · · + λ`, которые называют частями разби-
ения. При этом такие представления, отличающиеся лишь порядком
частей, считаются одинаковыми, поэтому можно выбрать некоторый
канонический порядок. Обычно выбирают упорядочение по убыванию,
так что λ1 > . . . > λ`. При таком выборе удобно отождествлять раз-
биение с бесконечной последовательностью (λ1, λ2, . . .), полагая λj = 0
при j > `.

Для разбиения λ = (λ1, λ2, . . .), λ1 > λ2 > . . . > 0 определим
счётчики частей заданного размера k ∈ N = {1, 2, . . . } как Rk(λ) =
#{j : λj = k} и длину разбиения (общее количество частей) L(λ) =∑∞
k=1Rk(λ) = max{j : λj > 0}. Здесь и далее #A – размер конечного

множества A. Для вещественного p рассмотрим величину

Np(λ) =

L(λ)∑
j=1

λpj =

∞∑
k=1

kpRk(λ). (1)

Мы называем Np(λ) p-м моментом разбиения λ, поскольку это есть
p-й момент меры (с носителем N), которая придаёт вес Rk(λ) числу
k ∈ N. Обозначим Pn равномерную вероятностную меру на конечном
множестве P(n) всех разбиений числа n ∈ N0 = N ∪ {0}. Выбирая
λ случайно с распределением Pn, получим, что каждый функционал
Np становится случайной величиной. Нетрудно видеть, что Pn-почти
наверное (п.н.) N1(λ) = n и N0(λ) = L(λ).

Предельное распределение L(λ) (при n → ∞) хорошо известно из
новаторской работы Эрдёша и Ленера [5]. Одним из их результатов
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является следующая предельная теорема:

lim
n→∞

Pn
{
λ : π√

6n
L(λ)− 1

2 log n− log π√
6
6 x

}
= e−e−x , x ∈ R. (2)

Этот предел является кумулятивной функцией распределения для рас-
пределения Гумбеля, которое обсуждается далее в разд. 4.

В этой статье мы исследуем предельное поведение при n→∞ слу-
чайных величин Np при всех вещественных p. Наш основной результат
сформулирован ниже в теореме 1. Для её формулировки фиксируем
некоторые обозначения. Пусть случайная величина N имеет стандарт-
ное нормальное распределение. Введём также случайную величину

Mp :=

∞∑
k=1

kp−1(Ek − 1), p < 1/2, (3)

где Ek – независимые одинаково распределённые (н.о.р.) случайные
величины со стандартным экспоненциальным распределением. В ря-
де (3) k-е слагаемое имеют нулевое математическое ожидание и дис-
персию k2p−2, и при p < 1/2 ряд из дисперсий сходится, так что по
теореме Колмогорова ряд сходится п.н., иMp корректно определена.
Свойства случайной величиныMp исследуются в разд. 4. Мы исполь-
зуем обозначения γ = limn→∞(1+1/2+· · ·+1/n−log n) для постоянной
Эйлера–Маскерони, ζ(p) для дзета-функции Римана, то есть для ана-
литического продолжения в C функции, представленной при Re p > 1

абсолютно сходящимся рядом ζ(p) =
∑∞
k=1 k

−p, и d−→ для сходимости
по распределению.

Теорема 1. (i) Если 1/2 6 p < ∞ и p 6= 1, то, когда распределение
Np задаётся мерой Pn,

Np − an
bn

d−→ N , n→∞, (4)

где

an =

{
Γ(p+ 1)ζ(p+ 1)ζ(2)−(p+1)/2n(p+1)/2, p > 1/2,

π−1
√

3/2
√
n log n, p = 1/2;

bn =


(

Γ(2p+ 1)ζ(2p)− Γ(p+2)2ζ(p+1)2

2ζ(2)

)1/2 (
6n
π2

)p/2+1/4
, p > 1/2,

π−1
√

3n log n, p = 1/2.
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(ii) Если −∞ < p < 1/2, то, когда распределение Np задаётся мерой
Pn,

b−1
n Np − an

d−→Mp, n→∞, (5)
где

an =


Γ(p+ 1)ζ(p+ 1)6p/2π−pnp/2 + ζ(1− p), p > 0,
1
2 log n+ γ + log

(√
6/π

)
, p = 0,

ζ(1− p), p < 0;

bn =

√
6n

π
.

(6)

Замечание. При p = 1, если распределение Np задаётся мерой Pn,
то выполняется N1 ≡ n, тогда как an = n и bn = 0, что естественно
ожидать.

Насколько нам известно, моменты случайных разбиений целых чи-
сел ранее систематически не исследовались. Однако сами моменты
разбиений использовались в нескольких работах. В работе [14] иссле-
довалась предельная форма случайных разбиений, в которых число
слагаемых зависит от размера разбиения n и растёт пропорционально√
n, то есть несколько медленнее предписанной результатом Эрдёша

и Ленера (2) скорости
√

2n
π
√

3
log n, имеющей место для равномерно слу-

чайных разбиений числа n. Другими словами, согласованным образом
растут моменты N0 и N1. В работе [10] этот результат обобщается на
согласованный рост нескольких моментов Nj , где j ∈ J ⊂ N0, и для
разбиений с такими ограничениями находятся асимптотика их коли-
чества и предельные формы.

Вопрос о поведении моментов Np случайных разбиений, при веще-
ственных p > 1, тесно связан с вопросом о поведении `p-норм случай-
ных разбиений, которые естественно определить как N1/p

p . При p = 1,
очевидно, для случайного разбиения λ, выбранного с равномерными
распределением Pn из множества P(n) всех разбиений числа n, норма
‖λ‖1 будет равна n. При фиксированном p > 1 норма уже будет слу-
чайной и асимптотически нормальной после подходящей нормировки,
что несложно вывести из теоремы 1(i). Однако если допустить, что
рассматриваемый показатель p = p(n) зависит от n и возрастает к
бесконечности, то ситуация становится более интересной. Когда этот
рост достаточно быстрый, то норма должна сходится к ‖λ‖∞ ≡ λ1,
максимальному слагаемому разбиения. Максимальное слагаемое, как
хорошо известно (и мгновенно доказывается применением операции
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сопряжения разбиений, см. [16]), имеет такое же распределение, как
число слагаемых L(λ), то есть после нормировки сходится к распреде-
лению Гумбеля (см. (2)). Для более медленного роста показателя p(n)
должны появляться какие-то другие распределения; для совсем мед-
ленного роста естественно ожидать, что предельное распределение бу-
дет нормальным, как и для фиксированного p. Мы предполагаем, что
граница проходит при росте p(n) := c log n: нормы N

1/p(n)
p(n) после цен-

трирования и нормировки будут иметь предельное распределение Qc,
которое при c→∞ имеет слабым пределом распределение Гумбеля, а
при c ↓ 0 – нормальное распределение. Подтверждение или опроверже-
ние этого предположения представляется достаточно интересным, но в
рамках настоящего исследования оказалось невозможным. Здесь мож-
но увидеть аналогию с изучением норм ‖X‖p(n) случайных векторов X
со значениями в Rn и н.о.р. координатами при n→∞ и согласованно
возрастающем показателе p(n), проведённым в работах [13, 2, 3, 9].

Работа организована следующим образом. В разд. 2 мы напоминаем
предложенную Фристедтом [6] и Вершиком [17, 18] конструкцию боль-
шого канонического ансамбля разбиений и находим асимптотическое
поведение моментов случайных разбиений в нём (теорема 2). В разд. 3
доказывается теорема 1, отдельно для p > 1/2 и для p 6 1/2. Наконец,
в разд. 4 изучаются некоторые свойства предельной случайной вели-
чины Mp при всех p < 1/2. При неположительных целых p удаётся
найти альтернативные выражения для её преобразования Лапласа.

§2. Большой канонический ансамбль разбиений

Мы используем следующую конструкцию, впервые введённую в кон-
тексте разбиений целых чисел Фристедтом [6]. Для заданного пара-
метра β > 0, припишем вес e−βN1(λ) разбиению λ ∈ P :=

⋃∞
n=0 P(n) и

нормируем эти веса величиной

F (β) =
∑
λ∈P

e−βN1(λ) =

∞∑
n=0

e−βn#P(n) =

∞∏
k=1

(
1− e−βk

)−1

(см., напр., [16] для доказательства последнего равенства), чтобы опре-
делить вероятностную меру Pβ на P. Хорошо известно и легко прове-
рить, что

• при любых β > 0, n ∈ N0 и B ⊂ P,

Pn(B) = Pβ(B ∩ P(n))/Pβ(P(n)),
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то есть Pn является условной вероятностной мерой Pβ при
условии N1(λ) = n;

• когда λ имеет распределение Pβ , счётчики Rk являются неза-
висимыми случайными величинами и Rk имеет геометрическое
распределение с параметром 1 − e−βk, то есть Pβ(Rk = r) =
(1− e−βk)e−βkr, r = 0, 1, 2, . . . .

Тем самым, вспомогательные меры Pβ являются выпуклыми комби-
нациями мер Pn и относительно них счётчики Rk становятся незави-
симыми. Они показали свою эффективность при изучении исходных
мер Pn, см., напр., [6, 17, 11]. Следуя [17, 18], мы называем множество
P всех разбиений неотрицательных целых чисел с мерами Pβ боль-
шим каноническим ансамблем разбиений и обозначаем Eβ , Dβ и Covβ
функционалы математического ожидания, дисперсии и ковариации от-
носительно меры Pβ .

Предложение 1. При β ↓ 0 выполняются асимптотические соот-
ношения

Eβ [Np] =



Γ(p+ 1)ζ(p+ 1)β−p−1 + ζ(1− p)β−1 +O(1), p > 0,

(log(β−1) + γ)β−1 +O(1), p = 0,

ζ(1− p)β−1 +O(β−1−p), p ∈ (−1, 0),

ζ(2)β−1 +O(log(β−1)), p = −1,

ζ(1− p)β−1 +O(1), p < −1;

(7)

Dβ [Np] =



Γ(2p+ 1)ζ(2p)β−2p−1 +O(β−2), p > 1/2,

(log(β−1) + 1 + γ)β−2 +O(1), p = 1/2,

ζ(2− 2p)β−2 +O(β−1−2p), p ∈ (−1/2, 1/2),

ζ(3)β−2 +O(log(β−1)), p = −1/2,

ζ(2− 2p)β−2 +O(1), p < −1/2;

(8)

Covβ [Np, N1] =



Γ(2 + p)ζ(1 + p)β−2−p +O(β−2), p > 0,

(log(β−1) + 1 + γ)β−2 +O(1), p = 0,

ζ(1− p)β−2 +O(β−2−p), p ∈ (−2, 0),

ζ(1− p)β−2 +O(log(β−1)), p = −2,

ζ(1− p)β−2 +O(1), p < −2.

(9)
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Доказательство. Обозначим для краткости

µk(β) := Eβ [Rk] =
e−βk

1− e−βk
. (10)

Имеем

Eβ [Np] =

∞∑
k=1

kpµk(β),

что представляет собой гармоническую сумму (см. [7]) с базовой функ-
цией g(x) = e−x/(1 − e−x), которая имеет преобразование Меллина
g∗(s) = ζ(s)Γ(s), Re s > 1, и рядом Дирихле для амплитудно-частотных
пар ζ(s− p), Re s > p+ 1. Поэтому из теоремы 5 [7] немедленно полу-
чаем (7).

Аналогично, вводя обозначение

σ2
k(β) := Dβ [Rk] =

e−βk

(1− e−βk)2
, (11)

получаем гармоническую сумму

Dβ [Np] =

∞∑
k=1

k2pσ2
k(β).

Преобразование Меллина базовой функции g(x) = e−x/(1−e−x)2 – это
g∗(s) = Γ(s)ζ(s − 1), Re s > 2, а ряд Дирихле амплитудно-частотных
пар есть ζ(s−2p), Re s > 1+2p. Применяя опять теорему 5 [7], получаем
(8). Наконец,

Covβ [Np, N1] =

∞∑
k=1

kp+1σ2
k(β) ,

и базовая функция такая же, как и выше, а ряд Дирихле в этом случае
равен ζ(s− 1− p), Re s > 2 + p, откуда получаем (9). �

Нам понадобится следующая оценка характеристической функции
геометрической случайной величины.

Лемма 1. Пусть X – геометрическая случайная величина со сред-
ним µ > 0, то есть P[X = j] = µj/(1 + µ)j+1 при j = 0, 1, 2, . . . .
Тогда её характеристическая функция ϕ(y) = EeiyX удовлетворяет
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неравенствам

0 6 Re logϕ(y) +
σ2y2

2
6

(
σ2

4!
+
σ4

4

)
y4, (12)

| Im logϕ(y)− µy
∣∣ 6 1

6 (2µ3 + 3µ2 + µ)|y|3 (13)

при всех y ∈ R, где σ2 = µ(µ+ 1) равняется дисперсии X.

Замечание. Выражение 2µ3 + 3µ2 +µ = E(X−µ)3 в (13) представляет
собой третий центральный момент X.

Доказательство. Простое вычисление показывает, что

ϕ(y) =
1

1− µ(eiy − 1)
.

Поэтому

− Re logϕ(y) = Re log
(
1− µ(eiy − 1)

)
= 1

2 log
∣∣1− µ(eiy − 1)

∣∣2 = 1
2 log

(
1 + 2σ2(1− cos y)

)
. (14)

Применяя элементарные неравенства x − x2/2 6 log(1 + x) 6 x при
x = σ2(1− cos y) > 0 и y2/2− y4/4! 6 1− cos y 6 y2/2, получаем

σ2y2

2
− σ2y4

4!
− σ4y4

4
6 σ2(1− cos y)− σ4(1− cos y)2

6
1

2
log
(
1 + 2σ2(1− cos y)

)
6 σ2(1− cos y) 6

σ2y2

2
,

что эквивалентно (12).
Поскольку Re

(
1− µ(eiy − 1)

)
> 1 > 0, то

Im logϕ(y) = − arg
(
1− µ(eiy − 1)

)
= arctan

µ sin y

1 + µ(1− cos y)
.

Предположим сперва, что y ∈ [0, π] и, значит, sin y > 0. Из неравенств
x − x3/3 6 arctanx 6 x (при x > 0), 1/(1 + z) > 1 − z (при z > 0),
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1− cos y 6 y2/2 и y − y3/6 6 sin y 6 y получаем, что

µy − µy3

6
− µ2y3

2
− µ3y3

3
6 µy − µy3

6
− µ2y(1− cos y)− µ3y3

3

6 µ

(
y − y3

6

)
(1− µ(1− cos y))− µ3 sin3 y

3

6
µ sin y

1 + µ(1− cos y)
− µ3 sin3 y

3(1 + µ(1− cos y))3

6 arctan
µ sin y

1 + µ(1− cos y)
6

µ sin y

1 + µ(1− cos y)
6 µy,

так что (13) выполнено при y ∈ [0, π]. При y > π неравенство (13)
является довольно грубым и следует, например, из оценки∣∣∣∣arctan

µ sin y

1 + µ(1− cos y)
− µy

∣∣∣∣ 6 arctanµ+ µy

6 µ(1 + y) <
µyπ2

6
6

(2µ3 + 3µ2 + µ)

6
y3.

Наконец, при y < 0 неравенство (13) также выполняется, поскольку
Im logϕ(y) + µy – это нечётная функция y. �

Нам понадобится следующая оценка.

Лемма 2. При любом q > 0 и произвольных r, p ∈ R найдётся кон-
станта C, такая что для всех β > 0 имеет место неравенство

∞∑
k=1

βrkpe−qβk

(1− e−βk)r
6


C, r > p+ 1,

C| log β|, r = p+ 1,

Cβr−p−1, r < p+ 1.

Доказательство. Мы можем оценить
∞∑
k=1

βrkpe−qβk

(1− e−βk)r
=

∞∑
k=1

(βk)rkp−re−qβk

(1− e−βk)r
6 sup

u>0

ure−qu/2

(1− e−u)r

∞∑
k=1

kp−re−qβk/2.

Поскольку ure−qu/2(1 − e−u)−r – это положительная и непрерывная
функция переменной u c конечными пределами в 0 и ∞, супремум
конечен. Если r > p + 1, то ряд по k сходится даже при β = 0, а
если r 6 p + 1, то желаемая оценка получается аппроксимацией ряда
интегралом. �
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Теперь мы можем сформулировать и доказать результат о предель-
ном поведении случайных величин Np в большом каноническом ан-
самбле разбиений, когда параметр β стремится к нулю.

Теорема 2. Если рассматриваемая на P мера есть Pβ, то
(i) при p > 1/2,

Np − a(β)

b(β)

d−→ N , β ↓ 0,

где

a(β) = Γ(p+ 1)ζ(p+ 1)β−p−1,

b(β) =

{√
Γ(2p+ 1)ζ(2p)β−p−1/2, p > 1/2,

β−1
√

log(β−1), p = 1/2;

(ii) при p < 1/2,

βNp − a(β)
d−→Mp, β ↓ 0,

где

a(β) =


Γ(p+ 1)ζ(p+ 1)β−p + ζ(1− p), p ∈ (0, 1/2),

log(β−1) + γ, p = 0,

ζ(1− p), p < 0.

Доказательство. (i) Это является следствием центральной предель-
ной теоремы (ЦПТ). Чтобы проверить применимость ЦПТ, можно ис-
пользовать достаточные условия Ляпунова. Несложно проверить, что
когда β близко к 0, выполняется оценка

Eβ
[∣∣Rk − Eβ [Rk]

∣∣3] 6 12e−kβ

(1− e−kβ)3
.

Согласно лемме 2 с p = 0, q = 1 и r = 3, получаем, что

L3(β) :=

∞∑
k=1

Eβ
[∣∣Rk − Eβ [Rk]

∣∣3] = O(β−3), β ↓ 0.

Используя асимптотику дисперсии Np, найденную в предложении 1,
видим, что L3(β)/(DβNp)3/2 → 0 когда β ↓ 0 при любом p > 1/2.
Поэтому условие Ляпунова гарантирует, что ЦПТ имеет место.
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(ii) Рассмотрим главную ветвь логарифма характеристической фун-
кции случайной величины β(Np − EβNp):

logEβ
[
eitβ(Np−EβNp)

]
=

∞∑
k=1

(
logϕk(tβkp)− itβkpµk(β)

)
, (15)

где

ϕk(y) = Eβ
[
eiyRk

]
=

1

1− µk(β)(eiy − 1)
(16)

– это характеристическая функция геометрической случайной величи-
ны Rk со средним µk(β). Найденные в лемме 1 неравенства позволяют
оценить по отдельности каждое слагаемое в (15):

0 6 −Re
(
logϕk(tβkp)− itβkpµk(β)

)
6
t2β2k2pe−βk

(1− e−βk)2
, (17)∣∣Im(logϕk(tβkp)− itβkpµk(β)

)∣∣
6 |t|3β3k3p 2µk(β)3 + 3µk(β)2 + µk(β)

6

=
|t|3β3k3p(e−βk + e−2βk)

(1− e−βk)3
. (18)

Применяя к правым частям оценок (17) и (18) лемму 2, видим, что
как вещественная, так и мнимая части (15) сходятся при всех β > 0,
если p < 1/2. Поскольку при β ↓ 0 и фиксированном k выполняется

log
(

1− µk(β)
(
eitβkp − 1

))
+ itβkpµk(β)→ log(1− itkp−1) + itkp−1

= − logE
[
eitk1−p(Ek−1)

]
,

утверждение теоремы следует из теоремы Лебега о мажорируемой
сходимости и предложения 1, в котором найдена достаточно точная
асимптотика для β EβNp при β ↓ 0. �

§3. Доказательство теоремы 1

3.1. Вспомогательные результаты. Начнём со следующего обще-
го результата.

Лемма 3. Пусть (X,Y ) – случайный вектор со значениями в R× Z
и характеристической функцией ψ(s, t) = E[ei(sX+tY )]. Тогда при всех
n ∈ Z, таких что P[Y = n] > 0, характеристическую функцию X
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относительно условного распределения компоненты X при условии
Y = n можно найти по формуле

E
[
eisX

∣∣Y = n
]

=

π∫
−π

ψ(s, t)e−intdt

π∫
−π

ψ(0, t)e−intdt

.

Доказательство несложно; его можно найти, например, в [8, теорема 1].
�

Введём обозначения для двух характеристических функций. Будем
писать

ψn(s) = EneisNp , ψβ(s, t) = Eβei(sNp+tN1),

где En обозначает математическое ожидание относительно меры Pn.
Для краткости будем писать

µk = µk(β), σ2
k = σ2

k(β), ξ(p) = Γ(p+ 1)ζ(p), bp = β−p−1/2, (19)

где µk(β) и σ2
k(β) определены равенствами (10) и (11).

Из определения (1) и Pβ-независимости счётчиков Rk следует, что

ψβ(s, t) =

∞∏
k=1

ϕk(kps+ kt), (20)

где характеристическая функция ϕk определена равенством (16). Лем-
ма 3 и связь между мерами Pn и Pβ , описанная в разд. 2, дают явное
выражение для характеристической функции ψn(s) при любом n ∈ N0:

ψn(s) =

π∫
−π

ψβ(s, t)e−intdt

π∫
−π

ψβ(0, t)e−intdt

, (21)

где правая часть оказывается не зависящей от β > 0. Чтобы упростить
оценку интегралов в (21), можно подобрать значение β для заданно-
го n, чтобы максимизировать знаменатель, который равен вероятно-
сти Pβ [N1 = n]. Подходящий выбор β, который асимптотически (при
n→∞) максимизирует знаменатель, известен начиная с работы [6], а
именно

β = β(n) =
√
ζ(2)/n =

π√
6n

. (22)



172 Ю. В. ЯКУБОВИЧ

При таком выборе получаем также Eβ(n)[N1] ∼ n при n → ∞, как
следует из (7), и, более того, из предложения 1 находим Eβ(n)[N1]−n =

o
(√

Dβ(n)N1

)
. Последняя оценка была также найдена в [6].

3.2. Случай p > 1/2. Наше доказательство опирается на следующий
технический результат.

Лемма 4. Если β = β(n) задано формулой (22), то при всех p > 1/2
и при любом фиксированном s ∈ R

e
−

isEβ [Np]

bp

π∫
−π

ψβ( sbp , t) e−intdt

=
1 +O

(
n−ρ

)
b1

√
2π

ξ(2)
exp

(
−
(
ξ(2p)− ξ(p+ 1)2

ξ(2)

)
s2

2

)
(23)

при n→∞, где ρ = min{p− 1
2 ,

1
8}, а bp и ξ определены равенством (19).

Доказательство. Прежде всего заметим, что можно записать√
2π

ξ(2)
exp

(
−
(
ξ(2p)− ξ(p+ 1)2

ξ(2)

)
s2

2

)
=

∞∫
−∞

exp
(
− 1

2Tp(s, t)
)

dt,

где

Tp(s, t) = ξ(2p)s2 + 2ξ(p+ 1)st+ ξ(2)t2. (24)

С другой стороны, вводя в интеграле в левой части (23) новую пере-
менную tb1, которую мы снова обозначим t, получим

e−isEβ [Np]/bp

π∫
−π

ψβ(s/bp, t)e
−intdt

=
1

b1

πb1∫
−πb1

ψβ(s/bp, t/b1)e−i(sE[Np]/bp+nt/b1)dt .
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Поэтому при β = β(n), определённом равенством (22), можно записать
оценку∣∣∣∣∣∣b1e−isEβ [Np]/bp

π∫
−π

ψβ(s/bp, t)e
−intdt−

√
2π
ξ(2) exp

(
−
(
ξ(2p)− ξ(p+1)2

ξ(2)

)
s2

2

)∣∣∣∣∣∣
6

h(n)∫
−h(n)

exp
(
− 1

2Tp(s, t)
)
×

×
∣∣∣exp

(
logψβ( sbp ,

t
b1

)− i(
sEβ [Np]
bp

+ nt
b1

) + 1
2Tp(s, t)

)
− 1
∣∣∣dt

+ 2

πb1∫
h(n)

|ψβ(s/bp, t/b1)|dt+

∫
|t|>h(n)

exp
(
− 1

2Tp(s, t)
)

dt

=: I1 + 2I2 + I3,

где мы выберем

h(n) = n1/24.

Оценим сперва интеграл I1. Используя предложение 1 и независи-
мость Rk относительно мер Pβ , можно выразить квадратичную форму
Tp через дисперсии σk случайных величин Rk с явно отслеживаемой
ошибкой:

Tp(s, t) =
(
Dβ
[Np
bp

]
+O( 1

b2pβ
2 )
)
s2

+ 2
(
Covβ

(Np
bp
, N1

b1

)
+O( 1

bpb1β2 )
)
st+

(
Dβ
[
N1

b1

]
+O( 1

b21β
2 )
)
t2

=

∞∑
k=1

(
k2pσ2

k

s2

b2p
+ 2kp+1σ2

k

st

bpb1
+ k2σ2

k

t2

b21

)
+O

(
β2p−1s2 + βpst+ βt2

)
=

∞∑
k=1

σ2
ky

2
k +O

(
β2p−1s2 + βpst+ βt2

)
, β ↓ 0,

где

yk =
kps

bp
+
kt

b1
= kpβp+1/2s+ kβ3/2t . (25)
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Поэтому при β = β(n), как в (22), при фиксированном s и |t| 6 h(n)
получаем, что при n→∞

Tp(s, t) =

∞∑
k=1

σ2
ky

2
k +O

(
n1/2−p + n−p/2h(n) + n−1/2h(n)2

)
=

∞∑
k=1

σ2
ky

2
k +O

(
n−min{p−1/2,5/12}).

Аналогично, согласно предложению 1, можно записать

Eβ(n)[N1] =

∞∑
k=1

kµk = n+O(
√
n) , n→∞.

Используя эти представления и принимая во внимание (20), видим,
что при фиксированном s и |t| 6 h(n) = n1/24

logψβ

(
s

bp
,
t

b1

)
− i(sEβ [Np]/bp + nt/b1) +

1

2
Tp(s, t)

= O(n−min{p−1/2,5/24}) +

∞∑
k=1

(
logϕk(yk)− iykµk +

σ2
k

2
y2
k

)
. (26)

Используя лемму 1, можно оценить отдельно вещественную и мни-
мую части суммы (26). При |t| 6 h(n), фиксированном s, β = β(n) и
n→∞ получаем

0 6 Re

∞∑
k=1

logϕk (yk) +
σ2
k

2
y2
k 6

∞∑
k=1

(
σ2
k

4!
+
σ4
k

4

)
y4
k

6
1

4

4∑
j=0

(
4

j

)
|s|jh(n)4−jβ2+j(p−1)

∞∑
k=1

β4k4+j(p−1)e−βk

(1− e−βk)4

= O
(
nmax{1−2p,−1/3}), (27)

где мы оценили σ2
k/4!+σ4

k/4 = (e−βk+4e−2βk+e−3βk)(1−e−βk)−4/4! 6
e−βk(1− e−βk)−4/4, разложили четвёртую степень yk (заданного фор-
мулой (25)) и применили лемму 2, чтобы ограничить последнюю сумму
по k выражением O(βmin{−1−j(p−1),0}| log β|). Множитель | log β| добав-
лен, чтобы учесть исключительные случаи j = 3, p = 2/3 и j = 4,
p = 3/4. Подставляя h(n) = n−1/24 и β = β(n) = π/

√
6n в сумму по j

в (27), видим, что при 1/2 < p < 2/3 медленнее всего, как O(n1−2p),
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убывает слагаемое при j = 4, а при p > 2/3 – слагаемое при j = 0, как
O(n−1/3), что и отражено в правой части (27).

Аналогично, поскольку 2µ3
k+3µ2

k+µk = (e−βk+e−2βk)(1−e−βk)−3 6
2e−βk(1− e−βk)−3, получаем∣∣∣∣∣

∞∑
k=1

Im logϕk (yk)− ykµk

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
k=1

2µ3
k + 3µ2

k + µk
6

|yk|3

6
1

3

3∑
j=0

(
3

j

)
|s|jh(n)3−jβ3/2+j(p−1)

∞∑
k=1

β3k3+j(p−1)e−βk

(1− e−βk)3

= O(nmax{3/4−3p/2,−1/8})

при n → ∞ с фиксированным s и |t| 6 h(n). Здесь, согласно лем-
ме 2, последняя сумма по k оценивается как O(βmin{−1−j(p−1),0}), если
j(1 − p) 6= 1, или как O(| log β|) в специальном случае j = 3, p = 2/3.
Минимальная скорость убывания будет O(n3/4−3p/2) при j = 3, если
1/2 < p < 7/12, и O(n−1/8) при j = 0, если p > 7/12.

Подставляя эти оценки в легко проверяемое неравенство |eε+iδ − 1|
6 |δ|+ (e− 1)|ε| (при |ε| 6 1, |δ| 6 1), получаем∣∣exp

(
logψβ(s/bp, t/b1)− i(sE[Np]/bp + nt/b1) + 1

2Tp(s, t)
)
− 1
∣∣

= O
(
nmax{1/2−p,−1/8}), n→∞,

и поэтому

|I1| = O
(
nmax{1/2−p,−1/8}) h(n)∫

−h(n)

e−
1
2Tp(s,t)dt = O

(
nmax{1/2−p,−1/8}) .

Перейдём к оценке интеграла I2. Из равенств (20) и (14) получаем,
что

log |ψβ(s/bp, t/b1)| =
∞∑
k=1

Re logϕk(yk)

6
2m∑
k=m

Re logϕk(yk) = −1

2

2m∑
k=m

log(1 + 2σ2
k(1− cos(yk))) (28)

где m = [β−1] + 1 и [·] означает целую часть. Поскольку σ2
k убывает

как функция от k, при k > m можно оценить σ2
k 6 e(e−1)−2 и, значит,
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2σ2
k(1− cos y) ∈ [0, 4e(e− 1)−2] при любом y. Поэтому

− log(1 + 2σ2
k(1− cos y)) 6 −σ

2
k(1− cos y)(e− 1)2

e
log

e + 1

e− 1
(29)

так как − log(1+x) 6 −xa−1 log(1+a) при 0 6 x 6 a в силу выпуклости
− log(1 + x).

Предположим сперва, что h(n) 6 t 6 3πβ−1/2/4. Тогда при m 6 k 6
2m и фиксированном s

mtβ3/2+O(mpβp+1/2) 6 yk 6 2mtβ3/2+O(mpβp+1/2) 6 3π/2, n→∞,

и, значит, yk ∈ [h(n)β1/2/2, 5π/3] при рассматриваемых k, когда t и
n достаточно велики. Но 1 − cos y > 1

2

(
3

5π

)2
y2 при y ∈ [0, 5π/3], а

σ2
k > e3(e3 − 1)−2 при k 6 2m < 3β−1, поэтому
2m∑
k=m

σ2
k(1− cos yk) > m

e3

(e3 − 1)2

9

50π2

h(n)2β

4
>

e3

(e3 − 1)2

9

200π2
n1/12.

(30)
Теперь предположим, что 3πβ−1/2/4 6 t 6 πb1. Заметим, что при

фиксированном s и m 6 k 6 2m имеет место оценка

yk − tk/b1 = kps/bp = O(β1/2), n→∞.
Поэтому по теореме Лагранжа о среднем значении и в силу неравен-
ства |sin y| 6 1 получаем

cos yk − cos(tk/b1) = O(β1/2), n→∞,
равномерно по таким значениям k и t. Отсюда получаем, что при n→
∞

2m∑
k=m

(1− cos yk) = m+ 1 +

2m∑
k=m

cos(tk/b1) +mO(β1/2)

= m+
sin (m+1)t

2b1
cos 3mt

2b1

sin t
2b1

+O(β−1/2)

> m− 2β−1/3 +O(β−1/2) > β−1/6 =

√
n

π
√

6
, (31)

поскольку 3πβ/4 6 t/(2b1) 6 π/2 и sinx > 2x/π при x ∈ [0, π/2].
Комбинируя оценки (28–31), видим, что

|I2| 6 πb1e−cn
1/12

= o(n−1/8) .
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Наконец, поскольку ±ξ(p+ 1)s+ ξ(2)h(n) > 1 при достаточно боль-
ших n, можно оценить

0 6 I3 6

∞∫
h(n)

(ξ(p+ 1)s+ ξ(2)t)e−
1
2T (s,t)dt

−
−h(n)∫
−∞

(ξ(p+ 1)s+ ξ(2)t)e−
1
2T (s,t)dt

= e−
1
2Tp(s,h(n)) + e−

1
2Tp(s,−h(n)) = o(n−1/8), n→∞.

Собирая вместе найденные оценки для Ij , j = 1, 2, 3, получаем утвер-
ждение леммы. �

Доказательство теоремы 1 при p > 1/2. Подставляя найденное в
лемме 4 асимптотическое выражение в (21), получаем, что при n→∞

ψn(s/bp) = eisEβ(n)[Np]/bp(1 +O(n−ρ)) exp
(
−
(
ξ(2p)− ξ(p+1)2

ξ(2)

)
s2

2

)
,

где ρ = min{p − 1/2, 1/8} > 0. Поэтому если выбирать λ с распреде-
лением Pn, то β(n)p+1/2(Np − Eβ(n)[Np]) сходится по распределению
к нормальной случайной величине с нулевым средним и дисперсией[
ξ(2p) − ξ(p + 1)2ξ(2)−1

]−1 при n → ∞, где β(n) определено равен-
ством (22). Подставляя асимптотику Eβ(n)[Np], найденную в предложе-
нии 1, и производя линейное масштабирование, получаем утверждение
теоремы. �

3.3. Случай p 6 1/2. Когда p 6 1/2, можно использовать результат
из работы [15], формулировку которого мы приведём здесь. Рассмот-
рим функционал X : P → R от разбиений, монотонный в следующем
смысле: для двух разбиений ν, λ ∈ P

Rk(ν) > Rk(λ) при всех k ∈ N влечёт X(ν) > X(λ). (32)

Из второй формулы в определении (1) очевидно, что функционал Np
монотонен в таком смысле при любом p ∈ R.

Лемма 5 ([15], теорема 2). Пусть функционал X : P → R удовле-
творяет условию монотонности (32). Предположим, что для неко-
торых регулярно меняющихся в нуле функций m(β), b(β), таких что
найдётся функция u(β)→∞, u(β) = o(β−1/4) при β ↓ 0, для которой

m(β)−m
(
β
(
1 + u(β)

√
β
))

= o
(
b(β)

)
, β ↓ 0, (33)
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имеет место сходимость по распределению
X(λ)−m(β)

b(β)

d−→ Y, λ распределено по мере Pβ , β ↓ 0, (34)

для некоторой случайной величины Y . Тогда, при β(n) определённой
равенством (22),
X(λ)−m(β(n))

b(β(n))

d−→ Y, λ распределено по мере Pn, n→∞. (35)

Остаётся проверить, что условие (33) выполняется для функций
m(β) и b(β), для которых предел (34) найдётся согласно теореме 2.
При p = 1/2 из части (i) теоремы видим, что нужно взять m(β) =

Γ(3/2)ζ(3/2)β−3/2 и b(β)= 1
β

√
log 1

β , так что (33) выполнено при u(β)=(
log 1

β

)1/4. При p < 1/2 из части (ii) теоремы 2 видим, что следует
взять b(β)= 1

β , m(β) = a(β)/β, так что (33) выполняется, скажем, при
u(β) = log 1

β .

§4. Случайная величина Mp

Следующее утверждение описывает распределение случайной вели-
чиныMp.

Теорема 3. При любом p ∈ (−∞, 1/2), ряд (3) сходится п.н. и опре-
деляет случайную величинуMp со следующими свойствами.

1) Носитель распределенияMp – это (−∞,∞) при p ∈ [0, 1/2) и
[−ζ(1− p),∞) при p < 0.

2) Распределение случайной величины Mp безгранично делимо и
допускает представление типа Леви–Хинчина

logE
[
e−uMp

]
=

∞∫
0

(e−ux − 1 + ux)fp(x) dx (u > −1), (36)

то есть его мера Леви абсолютно непрерывна и имеет плот-
ность

fp(x) =
1

x

∞∑
k=1

e−xk
1−p

, x > 0. (37)

3) Другим способом распределение Mp можно описать, указав
его кумулянты

κ1 = 0, κj = (j − 1)! ζ
(
(1− p)j

)
(j > 2). (38)
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Доказательство. Вспомним, что E1, E2, . . . в (3) суть независимые
случайные величины со стандартным экспоненциальным распределе-
нием. Отсюда немедленно следует утверждение про носитель, нижняя
грань для которого получается, если взять все Ej ≡ 0. Поскольку экс-
поненциальное распределение безгранично делимо, такой же будет и
сумма (3) независимых случайных величин с такими распределени-
ями. Хотя носитель E1 − 1 включает интервал [−1, 0], всё же пред-
ставляется удобным использовать для его описания преобразования
Лапласа, а не характеристические функции. Мы будем использовать
следующее представление типа Леви–Хинчина:

E
[
e−u(E1−1)

]
=

eu

1 + u
= exp

(
u− log(1 + u)

)
= exp

(
u+

∞∫
0

(e−ux − 1)
e−xdx

x

)

= exp
( ∞∫

0

(e−ux − 1 + ux)
e−xdx

x

)
, Reu > −1. (39)

Мера Леви гамма-субординатора с плотностью e−x/x, x > 0, хорошо
известна. Используя нестандартный множитель 1−e−ux−ux в правой
части (39), мы избавляемся от сноса, что позволяет упростить некото-
рые вычисления. См. замечание 8.4 в книге Сато [12].

Мы можем переписать (39) в виде

logE
[
e−uk

p−1(Ek−1)
]

=

∞∫
0

(e−uk
p−1x − 1 + ukp−1x)

e−xdx

x

=

∞∫
0

(e−ux − 1 + ux)
e−xk

1−p
dx

x
,

где новая переменная xkp−1 снова обозначена x. Отсюда и из п.н. схо-
димости ряда (3) немедленно следует, что мера Леви случайной ве-
личиныMp имеет плотность (37). Сумму (37) можно исследовать как
гармоническую сумму, используя теорему 5 [7]. Базовая функция здесь
g(x) = e−x с преобразованием Меллина g∗(s) = Γ(s), Re s > 0; ряд Ди-
рихле амплитудно частотных пар – это ζ((1− p)s), s > 1/(1− p) (здесь
мы предполагаем, что p < 1). Поэтому fp(x) = Γ

(
2−p
1−p
)
x−

2−p
1−p +O(1) при
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x ↓ 0. Поэтому интеграл в представлении (36) сходится в нуле, если
2 − 2−p

1−p > −1, что эквивалентно p < 1/2, как и следует ожидать. На
бесконечности fp(x) убывает быстрее любой степени x. Следовательно,
Mp имеет все степенные моменты ([12, следствие 25.8]).

Кумулянты случайной величиныMp можно найти, используя раз-
ложение в ряд и почленное интегрирование в (36). Таким образом мы
получаем

logE
[
e−uMp

]
=

∞∫
0

∞∑
j=2

(−ux)j

j!

1

x

∞∑
k=1

e−xk
1−p

dx

=

∞∑
j=2

(−u)j

j!

∞∑
k=1

∞∫
0

xj−1e−xk
1−p

dx

=

∞∑
j=2

(−u)j

j
ζ((1− p)j). (40)

Эти действия оправданы в силу абсолютной сходимости рассматри-
ваемых рядов при |u| < 1. Отсюда следует (38), а также то, что это
распределение определяется моментами, а, значит, и кумулянтами. �

В частном случае, когда p является неположительным целым, воз-
можны ещё некоторые явные вычисления. РаспределениеM0 извест-
но, как распределение Гумбеля с параметром положения −γ и пара-
метром масштаба 1. Его плотность равна p0(x) = e−x−γ−e−x−γ , x ∈ R.
Также хорошо известно и легко находится его преобразование Лапла-
са:

E
[
e−uM0

]
=

∞∫
−∞

exp(−ux−x−γ− e−x−γ)dx = eγuΓ(1+u), Reu > −1.

(41)
Сопоставляя это выражение с представлением (40) при p = 0, получа-
ем, что, как минимум при |u| < 1,

−γu+ log Γ(1− u) =

∞∑
j=2

uj

j
ζ(j) . (42)

Подставляя u = v1/`e(2k+1)πi/` при некотором v ∈ [0, 1) и целом ` > 2
в (42), а затем суммируя по k = 1, . . . , `, видим, что коэффициенты
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при uj (или при vj/`) сокращаются, если только j не является целым
кратным `; если же j = r` при некотором положительном целом r,
то коэффициент при vr окажется равным

∑`
k=1 v

re(2k+1)rπi = `(−v)r.
Поэтому при ` > 2 и v ∈ [0, 1) имеет место равенство∑̀

k=1

log Γ
(
1− v1/`e(2k+1)πi/`

)
=

∞∑
r=1

(−v)r

r
ζ(`r) .

Сравнивая это равенство с (40), получаем альтернативное выражение
для производящей функции кумулянтов Mp при отрицательных це-
лых p: при p = −1,−2, . . .

logE
[
e−uMp

]
= uζ(1− p) +

1−p∑
k=1

log Γ
(
1− u1/(1−p)e(2k+1)πi/(1−p)).

Поскольку −ζ(1−p) – это нижняя грань носителя распределения слу-
чайной величиныMp, можно переписать это выражение в виде альтер-
нативной формулы для преобразования Лапласа п.н. положительной
случайной величиныMp + ζ(1− p): при p = −1,−2, . . .

E
[
e−u(Mp+ζ(1−p))] =

1−p∏
k=1

Γ
(
1− u1/(1−p)e(2k+1)πi/(1−p)). (43)

Кажется соблазнительным проинтерпретировать это произведение как
представлениеMp в виде суммы 1 − p независимых случайных вели-
чин, но отдельные гамма-функции в (43) не являются преобразовани-
ями Лапласа вероятностного распределения.

В случае p = −1 классическая формула Γ(1−z)Γ(1+z) = πz
sinπz поз-

воляет переписать преобразование Лапласа в терминах более простых
функций:

E
[
e−u(M−1+ζ(2))

]
= Γ(1− i

√
u)Γ(1 + i

√
u) =

π
√
u

sinhπ
√
u
.

Это выражение является преобразованием Лапласа–Стилтьеса тета-
функции Якоби ϑ4(0; e−x) =

∑∞
n=−∞(−1)ne−n

2x, x > 0, которая, та-
ким образом, оказывается кумулятивной функцией распределения для
M−1 + ζ(2). Это распределение и несколько родственных ему распре-
делений изучались в работе [4], где собраны результаты о его связи
с некоторыми функционалами от классических случайных процессов.
(Случайную величину S1 из [4] в наших обозначениях можно записать
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как S1 = 2
π2 (M−1 + ζ(2)).) См. также [1], где это распределение изуча-

лось в отрыве от предыдущих исследований и найдены некоторые его
свойства.
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Yakubovich Yu. V. Moments of random integer partitions.
We study the limiting behaviour of the pth moment, that is the sum of

pth powers of parts in a partition of a positive integer n which is taken
uniformly among all partitions of n, as n → ∞ and p ∈ R is fixed.
We prove that after an appropriate centring and scaling, for p > 1/2
(p 6= 1) the limit distribution is Gaussian, while for p < 1/2 the limit is
some infinitely divisible distribution, depending on p, which we describe
explicitly. In particular, for p = 0 this is the Gumbel distribution, which
is well known, and for p = −1 the limiting distribution is connected to the
Jacobi theta function.
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