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АНАЛОГ ФОРМУЛЫ ФЕЙНМАНА–КАЦА ДЛЯ
МНОГОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЁДИНГЕРА

§1. Введение

Уравнения математической физики не всегда могут быть решены
явно. Поэтому полезными оказываются интегральные представления
решений, дающие возможность получить их качественные свойства, а
также оценить погрешность решений, полученных с помощью прибли-
женных методов. В частности, в квантовой механике таким интеграль-
ным представлением является формула Фейнмана–Каца (см. [1]). Эта
формула для широкого класса операторов H = ∆

2 +V дает интеграль-
ное представление решения задачи Коши

∂u

∂t
= −Hu, u(0,x) = ϕ(x)

в виде математического ожидания некоторого функционала от траек-
торий винеровского процесса.

К сожалению, формула Фейнмана–Каца не может быть написана
для решения задачи Коши для уравнения Шрёдингера

i
∂u

∂t
=

1

2
∆u+ V (x)u, u(0,x) = ϕ(x), (1)

где ∆ – оператор, действующий в пространстве L2(Rd) на области
определенияW 2

2 (Rd) как оператор Лапласа. Формально решение зада-
чи Коши для уравнения (1) может быть записано с использованием ин-
теграла по так называемой мере Фейнмана. Обычно такой интеграл на-
зывают континуальным или функциональным. Известно (см. [2]), что
комплекснозначная мера Фейнмана, заданная на алгебре цилиндри-
ческих множеств, не может быть продолжена до счетно-аддитивной
функции на σ-алгебре, порожденной цилиндрическими множествами.

Ключевые слова: уравнение Шрёдингера, пуассоновские случайные меры, фор-
мула Фейнмана–Каца.
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Это означает, что в данном случае функциональный интеграл не явля-
ется интегралом по конечной мере в пространстве траекторий. Тем не
менее, интеграл по мере Фейнмана может быть корректно определен
для достаточно широкого класса функций (не только для цилиндри-
ческих, см. [10]).

Мы предложим другой подход для построения уже вероятностной
аппроксимации решения задачи Коши (1), используя идеи из [4, 5, 6].

В настоящей работе мы будем предполагать, что потенциал V яв-
ляется вещественным и ограниченным.

Обозначим через P t и Qt полугруппы

P t = e−it
∆
2 , Qt = e−it(

∆
2 +V ).

Полугруппа P t переводит начальную функцию ϕ в решение u(t, · )
уравнения Шрёдингера (1) с V = 0, а полугруппа Qt переводит на-
чальную функцию ϕ в решение u(t, · ) уравнения Шрёдингера (1).

В работах [5, 6] был рассмотрен случай d = 1. Была построена веро-
ятностная аппроксимация операторов P t, Qt в смысле сильной опера-
торной сходимости математическими ожиданиями функционалов от
некоторого точечного случайного поля. Именно, было показано, что
полугруппа P tε = etAε , где оператор Aε – некоторый псевдодифферен-
циальный оператор, приближает полугруппу P t. Далее был постро-
ен аналог формулы Фейнмана–Каца для оператора Aε − iV . Так как
данная формула не может быть записана в терминах элементарных
функций, авторы определяли ее через интегральное представление.

Позже в работе [4] данный подход был обобщен на многомерный
случай для полугруппы P t.

В параграфе 2 мы подробно напомним результаты работ [4, 5]. В
параграфе 3, опираясь на результаты параграфа 2, мы построим ве-
роятностную аппроксимацию для полугруппы Qt.

§2. Случай отсутствия потенциала

Начнем со случая d = 1. Пусть ν – пуассоновская случайная мера
на [0,∞)2 с интенсивностью

E ν(dt, dx) =
dt dx

x3
.
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Для ε > 0 определим сложный пуассоновский процесс ξ1
ε (t), полагая

ξ1
ε (t) =

∫∫
[0,t]×[ε,eε]

xν(ds, dx),

где e – основание натурального логарифма.
Можно показать (см. [8]), что характеристическая функция случай-

ной величины ξ1
ε (t) равна

fξ1
ε(t)(p) = exp

(
t

eε∫
ε

(eipx − 1)
dx

x3

)
.

Положим
σ = e

iπ
4 .

Представим начальную функцию ϕ в виде

ϕ(x) = P+ϕ(x) + P−ϕ(x) = ϕ+(x) + ϕ−(x),

где P+, P− – проекторы Рисса, определяемые на L2(R) ∩ L1(R) как

P+ϕ(x) =
1

2π

0∫
−∞

e−ipx ϕ̂(p) dp, P−ϕ(x) =
1

2π

∞∫
0

e−ipx ϕ̂(p) dp.

Отметим, что функция ϕ+ аналитически продолжается в верхнюю
полуплоскость, а функция ϕ− аналитически продолжается в нижнюю
полуплоскость.

При фиксированном ε > 0 определим полугруппу операторов P tε ,
которая действует на ϕ ∈ L2(R) как

P tεϕ(x) = E
[
(ϕ− ∗ hε)

(
x− σξ1

ε (t)
)

+ (ϕ+ ∗ hε)
(
x+ σξ1

ε (t)
)]
, (2)

где функция hε(x) определяется своим преобразованием Фурье

ĥε(p) = exp
(
−t

eε∫
ε

(
i|p|σx+

(i|p|σx)3

6

) dx
x3

)
. (3)

В работе [5] было показано, что оператор P tε является псевдодиф-
ференциальным оператором с символом

exp
(
− itp

2

2

)
H(t, ε, p),
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где

H(t, ε, p) = exp
(
t

eε∫
ε

(
ei|p|σx−1−i|p|σx− (i|p|σx)2

2
− (i|p|σx)3

6

)dx
x3

)
. (4)

Также было показано, что для любых t, ε, p справедливо неравен-
ство ∣∣H(t, ε, p)

∣∣ 6 1.

Заметим, что в силу (4) генератор Aε полугруппы P tε есть псевдо-
дифференциальный оператор с символом ĝε(p), где

ĝε(p) = − ip
2

2
+

eε∫
ε

(
ei|p|σx − 1− i|p|σx− (i|p|σx)2

2
− (i|p|σx)3

6

) dx
x3
.

Основной целью работы [5] было показать, что построенная полу-
группа операторов P tε аппроксимирует полугруппу P t в смысле силь-
ной операторной сходимости. Именно, была доказана следующая тео-
рема.

Теорема 2.1. Существует постоянная C > 0, такая что для любой
функции ϕ ∈W 4

2 (R) и всех t > 0 справедливо неравенство

‖P tϕ− P tεϕ‖L2(R) 6 Ctε
2‖ϕ‖W 4

2 (R).

Из последней теоремы и теоремы Банаха–Штейнгауза (см. [3]) вы-
текает, что для любого t > 0 и ϕ ∈ L2(R) справедливо

lim
ε→0
‖P tϕ− P tεϕ‖L2(R) = 0.

Теперь мы обобщим утверждение теоремы 2.1 (и следствия из нее)
на d > 1 (подробнее см. [4]). Для этого нам понадобится ввести ряд
новых обозначений.

Для каждых ε > 0, t > 0 определим оператор Rtε : L2(R) → L2(R),
полагая для ϕ ∈ L2(R)

Rtεϕ(y) = ϕ+ ∗ htε(y) + ϕ− ∗ htε(−y)

=
1

2π

0∫
−∞

e−ipy ϕ̂(p) ĥtε(|p|) dp+
1

2π

∞∫
0

eipy ϕ̂(p) ĥtε(|p|) dp,

где функция htε определяется в (3).



100 М. В. ПЛАТОНОВА

Через Ta обозначим оператор сдвига на a, действующий как

Taϕ(x) = ϕ(x+ a).

В этих обозначениях формула (2) переписывается в виде

P tεϕ(x) = EF tε(x, σξ1
ε (t)),

где функция

F tε(x, y) = Rtε,yTxϕ(y) = ϕ+ ∗ htε(x+ y) + ϕ− ∗ htε(x− y),

а нижний индекс y у оператора Rtε,y обозначает действие этого опера-
тора по переменной y.

Далее, мы будем использовать те же идеи, но будем применять их
“покоординатно”. Пусть ξkε (t), k = 2, . . . , d, – независимые копии ξ1

ε (t).
Через U обозначим набор всех возможных векторов изRd, координаты
которых принимают значения ±1.

Для каждого u = (u1, u2, . . . , ud) ∈ U определим оператор Su : Rd →
Rd следующим образом: для любого y = (y1, y2, . . . , yd)

Suy = (u1y1, u2y2, . . . , udyd).

Для любых ε > 0, t > 0 определим функцию Gtε(y), которая опре-
деляется своим преобразованием Фурье

Ĝtε(p) = ĥtε(p1)ĥtε(p2) . . . ĥtε(pd).

Для любого u ∈ U введем естественный аналог проектора Рисса
ϕ 7→ ϕu как оператор, переводящий функцию ϕ в функцию ϕu, преоб-
разование Фурье которой совпадает с преобразованием Фурье функ-
ции ϕ на следующем множестве: для любых j = 1, . . . , d

если uj = 1, то pj < 0,

если uj = −1, то pj > 0,

и равно 0 во всем остальном Rd.
Для каждых ε > 0, t > 0 определим оператор Rtε : L2(Rd)→ L2(Rd),

полагая для ϕ ∈ L2(Rd)

Rtεϕ(y) =
∑
u∈U

ϕu ∗Gtε(Suy). (5)

При фиксированном ε > 0 определим полугруппу операторов P tε ,
которая действует на ϕ ∈ L2(Rd) как

P tεϕ(x) = EF tε(x1, . . . , xd, σξ1
ε (t), . . . , σξdε (t)), (6)
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где функция
F tε(x,y) = Rtε,yTxϕ(y),

а нижний индекс y у оператора Rε,y обозначает действие этого опера-
тора по переменным y.

В работе [4] было показано, что оператор P tε является псевдодиф-
ференциальным оператором с символом

d∏
k=1

exp
(
− it(p

k)2

2

)
H(t, ε, pk),

где функция H(t, ε, p) определена в (4).
Заметим, что генератор Aε полугруппы P tε есть псевдодифференци-

альный оператор с символом ĝε(p), где

ĝε(p) =

d∑
k=1

(
− i(pk)2

2

+

eε∫
ε

(
ei|p

k|σx − 1− i|pk|σx− (i|pk|σx)2

2
− (i|pk|σx)3

6

) dx
x3

)
. (7)

В работе [4] была доказана следующая теорема.

Теорема 2.2. Существует постоянная C > 0, такая что для любой
функции ϕ ∈W 4

2 (Rd) и всех t > 0 справедливо неравенство

‖P tϕ− P tεϕ‖L2(Rd) 6 Ctε
2‖ϕ‖W 4

2 (Rd).

§3. Построение эволюционного семейства
операторных функционалов

Итак, мы показали, как строится вероятностная аппроксимация опе-
ратора эволюции в случае отсутствия потенциала. При этом в качестве
аппроксимации оператора P t использовался оператор P tε = etAε , где
Aε – псевдодифференциальный оператор с символом (7). Оператор P tε
допускает вероятностное представление (6) в виде математического
ожидания функционала от стохастического процесса. Далее мы по-
строим аналог формулы Фейнмана–Каца для оператора Aε− iV . Дан-
ная формула не может быть записана в терминах элементарных функ-
ций, поэтому мы определим ее через интегральное представление, как
это было сделано в работах [6, 9] для построения вероятностной ап-
проксимации решения задачи Коши для уравнения Шрёдингера и для



102 М. В. ПЛАТОНОВА

уравнения Шрёдингера высокого порядка. Для этого мы прежде всего
должны построить функционал от траектории процесса, стоящий под
знаком математического ожидания. Этот функционал будет построен
в виде интеграла по пуассоновской случайной мере на положительной
полуоси с лебеговой интенсивностью.

Перейдем непосредственно к построению требуемого функционала
от траектории процесса. Обозначим U(x) = −iV (x) + 1. Определим
семейство операторов Nk(τ1, τ2, . . . , τk+1,y1, . . . ,yk+1), k = 0, 1, . . ., за-
висящее от неотрицательных параметров τ1, τ2, . . . , τk+1 и параметров
y1,y2, . . . ,yk+1 ∈ Rd, действующих на функцию ϕ ∈ L2(Rd) как

[
Nk(τ1, τ2, . . . , τk+1,y1, . . . ,yk+1)ϕ

]
(x)

= Rτ1ε,y1
Ty1
x U(y1)Rτ2ε,y2

Ty2
y1
U(y2) . . . Tyk

yk−1
U(yk)R

τk+1
ε,yk+1T

yk+1
yk ϕ(yk+1).

Здесь оператор регуляризации Rτε,y определен в (5), нижний индекс
y обозначает действие оператора Rτε,y по переменной y. Запись Ty1

a

означает, что оператор сдвига Ty1
a применяется по переменной y1.

Оператор Nk зависит также от переменной ε, но мы опустим этот
индекс в обозначениях.

Пусть X = X (R+) – пространство конфигураций на R+. Каждая
точка X пространства X представляет из себя некоторую строго воз-
растающую локально конечную последовательность положительных
чисел 0 < t1 < . . . < tn < . . .. Далее, пусть P0 — пуассоновская мера
на X , мера интенсивности которой есть мера Лебега (см., напр., [8]).

Пусть γ( · ) – измеримая локально ограниченная функция на [0,∞)
со значениями в Cd. Для каждой пары чисел s, t, таких что 0 6 s 6 t,
определим оператор Hs,t(γ,X), зависящий от γ( · ) и конфигурации
X ∈ X .

Для любых t, s будем использовать обозначение

m(t, s) = γ(s)− γ(t).

Предположим, что s, t /∈ X и

l = card
(
X ∩ (0, s)

)
, k = card

(
X ∩ (s, t)

)
.

Теперь определим оператор Hs,t(γ,X), полагая
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[
Hs,t(γ,X)ϕ

]
(x)

=
[
Nk
(
tl+1 − s, tl+2 − tl+1, . . . , tl+k − tl+k−1, t− tl+k,

m(s, tl+1),m(tl+1, tl+2), . . . ,m(tl+k−1, tl+k),m(tl+k, t)
)
ϕ
]
(x).

Лемма 3.1. При фиксированных X, γ семейство Hs,t(γ,X) является
эволюционным, то есть для любых s 6 r 6 t, таких что s, r, t /∈ X,
справедливо равенство

Hs,t(γ,X) = Hs,r(γ,X)Hr,t(γ,X).

Доказательство. Докажем сначала вспомогательное утверждение:
для любых s1, s2, s3, s4 > 0 и y1,y2,y3,y4 выполнено

N1(s1, s2,y1,y2)N1(s3, s4,y3,y4) = N2(s1, s2 + s3, s4,y1,y2 + y3,y4).
(8)

Пусть ϕ ∈ L2(Rd). Имеем[
N1(s1, s2,y1,y2)N1(s3, s4,y3,y4)ϕ

]
(x)

= Rs1ε,y1
Ty1
x U(y1)Rs2ε,y2

Ty2
y1
Rs3ε,y3

Ty3
y2
U(y3)Rs4ε,y4

Ty4
y3
ϕ(y4). (9)

Заметим, что

Rs2ε,y2
Ty2
y1
Rs3ε,y3

Ty3
y2
f(y3) = Rs2ε,y2

Ty2
y1

(∑
u∈U

fu ∗Gs3ε
(
y2 + Suy3

))
=
∑
u∈U

fu ∗Gs2+s3
ε

(
y1 + Suy2 + Suy3

)
= Rs2+s3

ε,z T z
y1
f(z)

∣∣∣
z=y2+y3

.

Подставляя последнее выражение в правую часть (9), получаем (8).
Теперь вернемся к доказательству леммы. Достаточно доказать на-

ше утверждение в случае, когда s = 0, то есть

H0,t(γ,X) = H0,r(γ,X)Hr,t(γ,X).

Докажем наше утверждение в случае, когда X ∩ (0, t) = {t1, t2},
0 < t1 < r < t2 < t, то есть

l = card
(
X ∩ (0, r)

)
= 1,

k = card
(
X ∩ (r, t)

)
= 1.

Общий случай рассматривается аналогично.
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Имеем

H0,r(γ,X)Hr,t(γ,X) = N1(t1, r − t1,m(0, t1),m(t1, r))

N1(t2 − r, t− t2,m(r, t2),m(t2, t))

= N2(t1, t2 − t1, t− t2,m(0, t1),m(t1, t2),m(t2, t)) = H0,t(γ,X).

�

Определим теперь новое семейство операторов Φs,t(γ), зависящее от
γ и ε, полагая

Φs,t(γ) =

∫
X

P0(dX)Hs,t(γ,X) =

∫
X∩[s,t]

P0(dX)Hs,t(γ,X).

Из независимости значений пуассоновской меры на непересекаю-
щихся интервалах и леммы 3.1 вытекает эволюционное свойство: для
любых s 6 r 6 t

Φs,t(γ) = Φs,r(γ)Φr,t(γ). (10)

3.1. Построение вероятностной аппроксимации решения. Для
каждого t > 0 определим оператор Qtε, полагая для ϕ ∈ L2(Rd)[

Qtεϕ
]
(x) = E

[
Φ0,t

(
σξ1
ε (t), . . . , σξdε (t)

)
ϕ
]
(x).

Теорема 3.2. 1. Существует константа C = C(V ), такая что с
вероятностью единица выполняется неравенство

sup
x∈Rd

∣∣∣[Φ0,t

(
σξ1
ε ( · ), . . . , σξdε ( · )

)
ϕ
]
(x)
∣∣∣ 6 C‖ϕ‖L2(Rd).

2. Для любого x ∈ Rd функция
[
H0,t(σξ

1
ε ( · ), . . . , σξdε ( · ), X)ϕ

]
(x) как

функция на Ω×X интегрируема по мере P×P0 и

E
[
Φ0,t

(
σξ1
ε ( · ), . . . , σξdε ( · )

)
ϕ
]
(x)

=

∫
X

P0(dX)E
[
H0,t

(
σξ1
ε ( · ), . . . , σξdε ( · ), X

)
ϕ
]
(x)

=

∞∑
k=0

∫
Xk

P0(dX)E
[
H0,t

(
σξ1
ε ( · ), . . . , σξdε ( · ), X

)
ϕ
]
(x), (11)

где Xk = {X ∈ X : card (X ∩ (0, t)) = k}.
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3. Для любого k = 0, 1, . . . выполнено∫
Xk

P0(dX)E
[
H0,t

(
σξ1
ε ( · ), . . . , σξdε ( · ), X

)
ϕ
]
(x)

= e−t
∫

0<t1<···<tk<t

dt1 · · · dtk P t1ε UP t2−t1ε U · · ·P tk−tk−1
ε UP t−tkε ϕ(x).

(12)

Доказательство. Для всех k > 1 и 0 < t1 < t2 < · · · < tk < t
справедливо неравенство

sup
x∈Rd

sup
yj∈Rd

∣∣∣[Nk(t1, t2 − t1, . . . , t− tk,y1,y2, . . . ,yk+1)ϕ
]
(x)
∣∣∣

6 ‖V ‖k∞‖ϕ‖L2(Rd).

Таким образом, для X ∈ Xk мы получаем∣∣∣[H0,t

(
σξ1
ε ( · ), . . . , σξdε ( · ), X

)
ϕ
]
(x)
∣∣∣ 6 ‖V ‖k∞‖ϕ‖L2(Rd).

Интегрируя последнее неравенство по мере P0, получаем утвержде-
ние 1 теоремы. Утверждение пункта 2 очевидно. Утверждение пункта
3 следует из независимости приращений процессов ξ1

ε (t), . . . , ξdε (t). �

Теорема 3.3. Операторы Qtε образуют однопараметрическую полу-
группу

Qt+sε = QtεQ
s
ε

с генератором Aε − iV (x).

Доказательство. Полугрупповое свойство операторов Qtε следует из
независимости и однородности приращений процессов ξ1

ε (t), . . . , ξdε (t),
а также из (10).

Для вычисления генератора полугруппы воспользуемся (11) и (12).
Отметим, что в (11) достаточно оставить только слагаемые при k = 0
и k = 1. При k = 0 имеем

e−tP tεϕ(x) = ϕ(x)(1− t) + tAεϕ(x) + o(t), t→ 0.

При k = 1 имеем

e−t
t∫

0

dt1 P
t1
ε U P t−t1ε ϕ(x) = t U(x)ϕ(x) + o(t), t→ 0.
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Из последних соотношений вытекает, что генератор полугруппы Qtε
есть Aε − iV (x). �

Предположим, что потенциал V имеет ограниченные производные
до четвертого порядка. Обозначим

L = max(‖V ‖∞, ‖V (1)‖∞, . . . , ‖V (4)‖∞).

Несложно показать, что для любого t > 0 и l = 0, 1, . . . , 4 существует
положительная константа C = C(l), такая что выполнено неравенство

‖Qt‖W l
2(Rd)→W l

2(Rd) 6 C(1 + tlLl). (13)

Лемма 3.4. Для любого t > 0 выполнено неравенство

‖Qtε‖L2(Rd)→L2(Rd) 6 1.

Доказательство. Для доказательства достаточно заметить, что ге-
нератор полугруппы Qtε имеет вид Aε − iV (x).

�

Теорема 3.5. Пусть V ∈ C(4)(Rd). Тогда существует положитель-
ная константа C, такая что для любой функции ϕ ∈ W 4

2 (Rd) и лю-
бого t > 0 выполнено неравенство

‖Qtεϕ−Qtϕ‖L2(Rd) 6 Cε
2t
(
1 + t4

)
‖ϕ‖W 4

2 (Rd).

Доказательство. Для доказательства теоремы воспользуемся изве-
стной формулой теории возмущений. Именно, пусть A – оператор в
некотором гильбертовом пространстве, такой что существует ограни-
ченная (t > 0) операторная полугруппа etA. Пусть B – некоторое воз-
мущение оператора A, такое что полугруппа et(A+B) также ограниче-
на. Тогда справедливо следующее равенство (см. [7, гл. IX, §2, п. 1,
с. 614])

et(A+B) − etA =

t∫
0

eτ(A+B)Be(t−τ)Adτ. (14)

Положим
A = −i∆

2
− iV, A+B = Aε − iV,

где оператор Aε – оператор с символом ĝε(p), определенным в (7).
Отсюда следует, что в данном случае

B = Aε + i
∆

2
.



АНАЛОГ ФОРМУЛЫ ФЕЙНМАНА–КАЦА 107

Вычислим преобразование Фурье функции Bϕ(x). Получим

B̂ϕ(p)= ϕ̂(p)

d∑
k=1

( eε∫
ε

(
ei|p

k|σx−1−i|pk|σx− (i|pk|σx)2

2
− (i|pk|σx)3

6

)dx
x3

)
.

Заметим, что для некоторой константы C > 0 справедливо неравен-
ство

|B̂ϕ(p)|6Cε2|p|4|ϕ̂(p)|,
откуда следует, что

‖Bϕ‖2L2(Rd) =
1

(2π)d

+∞∫
−∞

∣∣B̂ϕ(p)
∣∣2dp 6 Cε4‖ϕ‖2W 4

2 (Rd). (15)

Утверждение теоремы следует из (13), леммы 3.4 и (15):∥∥∥ t∫
0

QτεBQ
t−τϕdτ

∥∥∥
L2(Rd)

6

t∫
0

‖BQt−τϕ‖L2(Rd) dτ

6

t∫
0

C ε2 ‖Qt−τϕ‖W 4
2 (Rd) dτ

6

t∫
0

C ε2 (1 + (t− τ)4L4)‖ϕ‖W 4
2 (Rd) dτ

6 Cε2 t
(
1 + t4

)
‖ϕ‖W 4

2 (Rd).

�

Теорема 3.6. Пусть V – произвольный ограниченный вещественный
потенциал. Тогда для любой функции ϕ ∈ L2(Rd) выполнено

lim
ε→0
‖Qtεϕ−Qtϕ‖L2(Rd) = 0.

Доказательство. Если V ∈ C(4)(Rd), то утверждение теоремы сле-
дует из теоремы 3.5 и теоремы Банаха–Штейнгауза (см. [3, II.1.18]).
В общем случае зафиксируем последовательность {Vn} из C(4)(Rd),
сходящуюся к V почти всюду по мере Лебега и равномерно ограни-
ченную. Тогда, применяя снова формулу (14) с операторами

A = −i∆
2
− iV, A+B = −i∆

2
− iVn,
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получаем утверждение теоремы. �
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