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§1. Близость распределений последовательных сумм
на выпуклых множествах

Пусть X, X1, X2, . . . – независимые одинаково распределенные слу-
чайные векторы в пространстве Rd с распределением F . Произведе-
ния и степени мер будут пониматься в смысле свертки: GH = G ∗H,
Hm = Hm∗, H0 = E = E0, где Ex – распределение, сосредоточенное в
точке x ∈ Rd. Тогда Sn =

∑n
k=1Xk имеет распределение Fn. Рассмот-

рим последовательность распределений F, F 2, F 3, . . . , Fn, Fn+1, . . ..
Мы будем изучать, насколько отличается распределение Fn+1 от рас-
пределения Fn, т. е. насколько может измениться распределение сум-
мы Sn после добавления к ней очередного независимого слагаемого.

Определим расстояния между распределениями

ρCd(F,G) = sup
A∈Cd

|F{A} −G{A}|,

ρTV(F,G) = sup
A∈Bd

|F{A} −G{A}|,

где Cd – совокупность выпуклых, а Bd – борелевских подмножеств Rd.
В одномерном случае мы обозначаем ρ(F,G) = sup

x∈R
|F (x)−G(x)| рас-

стояние Колмогорова (равномерное расстояние между функциями рас-
пределения F ( · ) и G( · )). Ясно, что

ρ(F,G) 6 ρC1(F,G), ρC1(F,G) 6 2 ρ(F,G).

Символами c и c( · ) мы обозначаем вообще говоря различные поло-
жительные абсолютные постоянные и величины, зависящие только от
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аргумента в скобках. Распределение случайного вектора ξ будет обо-
значаться L(ξ).

Следующая теорема является основным результатом настоящей ста-
тьи.

Теорема 1. Для любого нетривиального распределения F найдется
величина c(F ), зависящая только от F и такая что

ρCd(Fn, Fn+1) 6
c(F )√
n

(1)

при всех натуральных n.

Распределение F считается тривиальным, если оно сосредоточе-
но на аффинной гиперплоскости, не содержащей начало координат
(нулевой вектор). Ясно, что для таких F

ρCd(Fn, Fn+1) = 1. (2)

В одномерном случае тривиальны распределения Ea, сосредоточенные
в точках a 6= 0.

Теорема 1 является очень общим результатом. Неравенства (1) и (2)
дают полное описание близости распределений Fn и Fn+1 на произ-
вольных выпуклых множествах для произвольных d-мерных распреде-
лений F . Константа c(F ) в неравенстве (1) может быть неограниченно
большой, если распределение F близко к некоторому тривиальному
распределению.

В одномерном случае утверждение теоремы 1 содержится в [1, тео-
рема 4.2 главы V]. Оно хорошо известно для невырожденных гауссов-
ских распределений F , причем оценка справедлива даже для расстоя-
ния по вариации:

ρTV(Fn, Fn+1) 6
c(F )√
n
. (3)

Это неравенство можно вывести из следующей леммы 1 (см. [8, лем-
ма 8], а также [4, неравенства (1.3), (1.7)]).

Лемма 1. Пусть Φk, k = 1, 2, – гауссовские распределения с невы-
рожденными ковариационными матрицами Σk и средними значени-
ями bk. Тогда

ρTV(Φ1,Φ2) 6
1

2

(∥∥Σ
−1/2
1 Σ2Σ

−1/2
1 − Id

∥∥
F

+
∥∥Σ
−1/2
2 (b1 − b2)

∥∥),
где ‖ · ‖F – норма Фробениуса, а Id – d-мерная единичная матрица.
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В монографии [1] содержатся и другие оценки близости n и (n+ 1)-
кратных сверток одномерных распределений, в том числе с константа-
ми, не зависящими от распределения F . В конце параграфа мы сфор-
мулируем некоторые из этих результатов. В недавних совместных ра-
ботах [5, 6] большинство из упомянутых результатов было перенесено
на значения распределений в гильбертовом пространстве на выпуклых
многогранниках, см. также [16]. Константы при этом зависят только от
числа полупространств, участвующих в определении многогранника.

Теорема 1 сравнительно элементарно выводится из следующей лем-
мы 2, принадлежащей В. В. Сазонову [9], см. также [2, 10].

Лемма 2. Пусть F – d-мерное вероятностное распределение с∫
Rd

‖x‖3 F{dx} <∞,

а Φ – гауссовское распределение с той же ковариационной матрицей
и тем же средним значением как у распределения F . Тогда найдется
величина c(F ), зависящая только от F и такая что

ρCd(Fn,Φn) 6
c(F )√
n

при всех натуральных n.

Биномиальное распределение с параметрами n, p имеет вид

Bn,p =

n∑
k=0

bk(n, p)Ek,

где

bk(n, p) = Ckn(1− p)n−kpk, Ckn =
n!

k!(n− k)!
.

Пусть ηn,p – случайная величина с распределением Bn,p. Хорошо из-
вестно, что E ηn,p = np, D ηn,p = np(1− p).

Нам потребуется следующая лемма о близости биномиальных рас-
пределений.

Лемма 3. При 0 < p < 1 для любого натурального n справедливо
неравенство

ρTV(Bn,p, Bn+1,p) 6
c(p)√
n
. (4)
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Доказательство. Отношение
bk(n+ 1, p)

bk(n, p)
=

n+ 1

n+ 1− k
· (1− p) (5)

монотонно растет при росте k. При некотором k происходит переход от
значений отношения, не превосходящих единицы, к значениям отноше-
ния, которые больше единицы. Поэтому разность между функциями
распределения Bn,p(x) − Bn+1,p(x) с ростом x > 0 сначала растет от
нуля до максимального значения, а затем убывает до нуля. Из сказан-
ного следует, что

ρTV(Bn,p, Bn+1,p) = ρ(Bn,p, Bn+1,p). (6)

Ясно, что

Bn+1,p = Bn,pB1,p = Bn,p((1− p)E0 + pE1) = (1− p)Bn,p + pE1Bn,p.

Поэтому

ρ(Bn,p, Bn+1,p) = p ρ(Bn,p, E1Bn,p) = p max
k

P{ηn,p = k} 6 c(p)√
n
. (7)

Последнее неравенство в формуле (7) несложно выводится с помощью
формулы Стирлинга. Из (6) и (7) вытекает неравенство (4). �

Нам понадобится следующее свойство расстояния ρCd .

Лемма 4 (см. [17]). Пусть F,G,H ∈ Fd – произвольные распределе-
ния. Тогда ρCd(FH,GH) 6 ρCd(F,G).

Доказательство теоремы 1. Не нарушая общности, мы можем счи-
тать, что распределение F не сосредоточено на некотором собствен-
ном подпространстве Rd. При доказательстве фактически использу-
ется индукция по размерности d, с учетом того, что если распреде-
ление F сосредоточено на некотором собственном подпространстве и
тривиально на нем, то оно тривиально и на самом пространстве Rd.
Несложно понять, что существует p, такое что 0 < p < 1 и

F = (1− p)U + pV, (8)

где U – вероятностное распределение с ограниченным носителем и
невырожденной ковариационной матрицей, а V – некоторое вероят-
ностное распределение. Ясно, что распределения U и V можно вы-
брать таким образом, чтобы (1− p)U было сужением меры F на цен-
трированный шар достаточно большого радиуса, а pV – на дополне-
ние к этому шару. Величина c(F ) из формулировки теоремы 1 будет
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зависеть от p и от моментов распределения U до третьего порядка
включительно. Имеют место представления

Fn =

n∑
k=0

bk(n, p)V kUn−k, Fn+1 =

n+1∑
k=0

bk(n+ 1, p)V kUn+1−k.

Введем распределения

Gn =

n∑
k=0

bk(n, p)V kUn+1−k.

Пусть Φ – гауссовское распределение с тем же средним и той же кова-
риационной матрицей как у распределения U .

Применяя леммы 2 и 4 и неравенство (3), получаем, что для k ∈ Z,
0 6 k < n,

ρCd(V kUn−k, V kUn+1−k) 6 ρCd(Un−k, Un+1−k)

6 ρCd(Un−k,Φn−k) + ρCd(Φn−k,Φn+1−k) + ρCd(Φn+1−k, Un+1−k)

6
c(F )√
n− k

+
c(Φ)√
n− k

+
c(F )√
n+ 1− k

6
c(F )√
n− k

. (9)

Поэтому

ρCd(Fn, Gn) 6
n∑
k=0

bk(n, p) ρCd(V kUn−k, V kUn+1−k)

6 bn(n, p) +

n−1∑
k=0

bk(n, p)
c(F )√
n− k

6 bn(n, p) + c(F )E
1{ηn,p < n}
√
n− ηn,p

. (10)

Здесь 1
{
A
}
– индикатор события A.

Согласно неравенству Бернштейна (см. [1, теорема 4.1 главы I])

P
{
ηn,p − np > np(1− p)

}
6 exp(−np(1− p)/4). (11)
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Легко видеть, что 0 < p(2− p) < 1 при 0 < p < 1. Следовательно,

E
1{ηn,p < n}
√
n− ηn,p

= E
1

√
n− ηn,p

1
{
ηn,p < np+ np(1− p)

}
+ E

1{ηn,p < n}
√
n− ηn,p

1
{
ηn,p > np+ np(1− p)

}
6
c(p)√
n

+ exp(−np(1− p)/4) 6
c(p)√
n

=
c(F )√
n
. (12)

Ясно, что

ρCd(Gn, F
n+1) 6

n+1∑
k=0

|bk(n, p)− bk(n+ 1, p)| = 2 ρTV(Bn,p, Bn+1,p) (13)

(разумеется, мы предполагаем bn+1(n, p) = 0). Более того, bn(n, p) =
pn 6 c(p)/

√
n. Осталось применить (10), (12), (13) и лемму 3. �

Точка a ∈ R называется q-квантилью одномерного распределения
F , если выполнены неравенства: F{(−∞, a)} 6 q и F{(a,∞)} 6 1− q,
где 0 6 q 6 1. При q = 1/2 q-квантиль называется медианой рас-
пределения F . Пусть точка 0 является q-квантилью распределения F .
Тогда справедлива следующая оценка расстояния Колмогорова (см. [1,
теорема 4.1 главы V], а также [14]):

ρ(Fn, Fn+1) 6
c√

nmin {q, 1− q}
6

c√
nq(1− q)

. (14)

Зависимость от n и q в данном неравенстве является правильной, так
как справедлива аналогичная нижняя оценка, то есть оценка (14) яв-
ляется оптимальной (см. [1, пример 4.1 главы V]). Указанная оценка
основана на частном случае неравенства Колмогорова–Рогозина (см.
[1, теорема 2.4 главы II]). В неравенстве (14) абсолютную постоянную
c можно взять равной c0 = 1+2

√
2π

e3/8
≈ 4.132847 [7].

Если 0 является медианой распределения F , то

ρ(Fn, Fn+1) 6
c0
√

2√
n

=
c√
n

(15)

(см. [15]). В частности, это так, если распределение F симметрично.
Для симметричных распределений F справедливо также следующее
неожиданное и парадоксальное неравенство:

ρ(Fn, Fn+2) 6
c

n
(16)
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(см. [1, теорема 5.2 главы V]). Для стандартного нормального распре-
деления F оно следует из леммы 1.

Если m = m(F ) является медианой распределения F , то распреде-
ление FE−m имеет нулевую медиану и

ρ((FE−m)n, (FE−m)n+1) = ρ(Fn, Fn+1E−m) 6
c√
n
. (17)

Ясно, что если F = Ea – вырожденное распределение с a 6= 0, то

ρ(Fn, Fn+1) = 1.

В любом другом случае ρ(Fn, Fn+1) 6 c(F )/
√
n. Действительно,

ρ(Fn, Fn+1) 6 ρ(Fn, Fn+1E−m) + ρ(Fn+1, Fn+1E−m)

6
c√
n

+Q(Fn+1, |m|) 6 c(F )/
√
n. (18)

Здесь Q( · , · ) – функция концентрации Леви, а последнее неравенство
следует из неравенства Колмогорова–Рогозина. Таким образом, мы по-
лучили одномерный вариант теоремы 1.

§2. Оценки расстояния Прохорова

Во время доклада автора, посвященного теореме 1, Ю. А. Давыдов
задал вопрос о возможности получения аналога теоремы 1 для рассто-
яния Прохорова. В этом параграфе мы сформулируем такой аналог
(см. теорему 2).

Расстояние Прохорова между распределениями G иH определяется
как

π(G,H) = inf
{
ε : G{A} 6 H{Aε}+ ε,H{A} 6 G{Aε}+ ε

для любого борелевского множества A
}
, (19)

где Aε = {y ∈ Rd : inf
x∈A
‖x− y‖ < ε} – ε-окрестность множества A.

Если X – случайный вектор с распределением F , мы будем обо-
значать через F(n) распределение нормированного случайного вектора
X/
√
n.

Теорема 2. Для любого d-мерного распределения F найдется вели-
чина c(F ), зависящая только от F и такая что

π(Fn(n), F
n+1
(n) ) 6

c(F )√
n

(20)
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при всех натуральных n.

Ясно, что Fn(n) – это распределение нормированной суммы Sn/
√
n,

которое не близко к вырожденному распределению, если не вырожде-
но распределение F . Такая нормировка естественна при рассмотрении
расстояния Прохорова, которое не инвариантно относительно преобра-
зования масштаба. Для распределений ненормированных сумм утвер-
ждение теоремы 2 вообще говоря может не иметь места. Например,
π(Fn, Fn+1) = 1 при F = Ea с ‖a‖ > 1.

В теореме 2 мы не разделяем распределения на тривиальные и
нетривиальные. Если распределение сосредоточено на аффинной ги-
перплоскости, не содержащей начало координат, его можно сдвинуть
на некоторый вектор a так, чтобы после сдвига оно было сосредото-
чено на линейном подпространстве, содержащем нуль. А при норми-
ровке сдвиг на постоянный вектор превращается в сдвиг на вектор,
деленный на корень из n. Расстояние Прохорова между сдвинутым
и несдвинутым распределениями оценивается через ‖a‖/

√
n. При до-

казательстве используется индукция по размерности d. Другие шаги
доказательства теоремы 2 почти буквально повторяют доказательство
теоремы 1. Только вместо леммы 2 следует использовать следующую
лемму 5, принадлежашую В. В. Юринскому [13]. Автор собирается
посвятить подробному доказательству теоремы 2 отдельную публика-
цию.

Лемма 5. В условиях леммы 2 найдется величина c(F ), зависящая
только от F и такая что

π(Fn(n),Φ
n
(n)) 6

c(F )√
n

при всех натуральных n.

Из теоремы 2 и определения расстояния Прохорова несложно вы-
водится следующая теорема 3. На самом деле теоремы 2 и 3 эквива-
лентны.

Теорема 3. Для любого d-мерного распределения F найдется вели-
чина c(F ), зависящая только от F и такая что

(Fn){A} 6 (Fn+1){Ac(F )}+
c(F )√
n

и (Fn+1){A} 6 (Fn){Ac(F )}+
c(F )√
n

(21)
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для любого борелевского множества A при всех натуральных n.

По теореме Штрассена–Дадли (см. [3, 11, 12]), справедливо следу-
ющее следствие теоремы 3.

Следствие 1. Для любого d-мерного распределения F найдется ве-
личина c(F ), зависящая только от F и такая что для любого нату-
рального n можно построить на одном вероятностном простран-
стве случайные векторы ξn и ηn с L(ξn) = Fn+1 и L(ηn) = Fn,
так что

P {‖ξn − ηn‖ > c(F )} 6 c(F )√
n
. (22)

Заметим, что векторы ξn = Sn+1 и ηn = Sn имеют требуемые рас-
пределения, но для вектора ξn− ηn = Xn+1 в этом случае не выполня-
ется неравенство (22), если, конечно, распределение F имеет неогра-
ниченный носитель.

Автор благодарен Ю. А. Давыдову за вопрос о метрике Прохорова
и В. В. Ульянову за полезные консультации по библиографическим
вопросам.
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Zaitsev A. Yu. Estimates of stability with respect to the number of
summands for distributions of successive sums of i.i.d. vectors.

Let X1, X2, . . . be i.i.d. random vectors in Rd with distribution F . Then
Sn = X1+· · ·+Xn has distribution Fn (degree is understood in the sense of
convolutions). Let ρ(F,G) = supA |F{A} − G{A}|, where the supremum
is taken over all convex subsets of Rd. For any nontrivial distribution
F there is c1(F ) such that ρ(Fn, Fn+1) 6 c1(F )√

n
for any natural n. The

distribution F is called trivial if it is concentrated on a hyperplane that
does not contain the origin. Clearly, for such F , ρ(Fn, Fn+1) = 1. A similar
result for the Prokhorov distance is also formulated. For any d-dimensional
distribution F there is c2(F ) such that (Fn){A} 6 (Fn+1){Ac2(F )} +
c2(F )√

n
and (Fn+1){A} 6 (Fn){Ac2(F )} + c2(F )√

n
for all Borel set A and all

natural n. Here Aε is ε-neighborhood of the set A.
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