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§1. Введение

При решении задач доверительного оценивания и проверки гипотез
нами задаются события, имеющие малые вероятности. Для обоснова-
ния подобных решений нам естественно базироваться на утвержде-
ниях, которые относятся к области вероятностей больших или уме-
ренных уклонений. В тоже время, используемые для этого ключевые
результаты, часто не охватывают подобного рода постановку задачи
или охватывают ее при очень жестких предположениях. В частности,
часто они базируются на теоремах о локальной асимптотической нор-
мальности отношения правдоподобия, в которых предполагается, что
предельные вероятности отделены от нуля константой.

Цель работы показать, что для выборки независимых наблюдений
теоремы о локальной асимптотической нормальности логарифма от-
ношения правдоподобия продолжаются на зону вероятностей умерен-
ных уклонений. При этом предположения те же самые или близкие
к тем, при которых обычно доказывается локальная асимптотическая
нормальность. Эти результаты охватывают как логарифмическую, так
и точную асимптотики вероятностей умеренных уклонений. Также в
зоне вероятностей умеренных уклонений будет получен аналог второй
леммы Ле Кама для контигуальных альтернатив [7, 11]. Отметим,что
в [2] для последовательности независимых одинаково распределенных
наблюдений доказаны нижние границы для асимптотики вероятностей
умеренных уклонений логарифма отношения правдоподобия при усло-
виях, совпадающих с данной работой.

Логарифм отношения правдоподобия имеет экспоненциальные мо-
менты и поэтому допускает изучение в зонах вероятностей больших
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и умеренных уклонений уже хорошо развитой вероятностной техни-
кой. Однако изучение его поведения, а также функционалов от него
(оценок максимума правдоподобия, байесовских оценок и др.), в зоне
вероятностей умеренных уклонений обычно связывают с обремени-
тельными условиями существования экспоненциальных моментов его
производной по параметру [1, 5, 9, 12, 15, 16] и часто даже вторых
производных. Цель настоящей работы – продемонстрировать на поста-
новке задачи локальной асимптотической нормальности, что подобные
условия не нужны. Достаточны обычные условия, при которых до-
казывается локальная асимптотическая нормальность, или близкие к
ним [10, 6, 8]. Хотя развитие данного подхода на более сложные ста-
тистические модели (оценки максимума правдоподобия, байесовские
оценки и критерии) представляет определенные трудности, с нашей
точки зрения оно возможно.

В разделе 2 будут даны основные результаты и простейшие доказа-
тельства. В разделе 3 приведены доказательства наиболее трудоемких
теорем.

Мы будем использовать буквы c и C, а также эти буквы с раз-
личными индексами, для обозначения различных положительных по-
стоянных. Обозначим 1(A) – индикатор события A. Для любых двух
последовательностей чисел an и bn, an � bn означает, что найдутся
такие c и C, что c < an/bn < C для всех n, и an = o(bn) означает
an/bn → 0 при n→∞. Наконец an = O(bn) означает, что an 6 Cbn.

Обозначим

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

exp{−t2/2} dt, x ∈ R1,

функцию стандартного нормального распределения.
Для дифференцируемой вещественной функции f(x), x ∈ R1, обо-

значим f ′(x) = d f(x)
d x .

§2. Основные результаты

2.1. Вторая лемма Ле Кама в зоне вероятностей умеренных
уклонений. Пусть (X ,B, µ) – измеримое пространство. Пусть для
каждого натурального n на (X ,B, µ) заданы две совокупности веро-
ятностных мер Pn1, . . . ,Pnn и Qn1, . . . ,Qnn абсолютно непрерывных
относительно меры µ.



ЛОКАЛЬНАЯ АСИМПТОТИЧЕСКАЯ НОРМАЛЬНОСТЬ 73

Зададим плотности распределения

pni =
dPni
dµ

, qni =
dQni

dµ

для 1 6 i 6 n.
Независимые случайные величины Xn1, . . . , Xnn имеют одну из ве-

роятностных мер Pn1, . . . ,Pnn или Qn1, . . . ,Qnn соответственно.
Нас будут интересовать вероятности умеренных уклонений лога-

рифма отношения правдоподобия продакт мер Qn1× . . .×Qnn и Pn1×
. . .×Pnn.

Асимптотическая нормальность логарифма отношения правдоподо-
бия в такой постановке часто исследуется с помощью второй леммы
Ле Кама о контигуальности вероятностных мер. Цель раздела – по-
лучить определенный ее аналог для логарифмической асимптотики
логарифма отношения правдоподобия в зоне вероятностей умеренных
уклонений.

Для i, 1 6 i 6 n, обозначим

ηni = gni(Xni) =
( qni(Xni)

pni(Xni)

)1/2
− 1

и положим

Wn =

n∑
i=1

ηni.

Введем условие равномерной асимптотической пренебрежи-
мости (UAN)

max
16i6n

Pni(|ηni| > ε)→ 0 (2.1)

при n→∞ для всех ε > 0.
Вторая лемма Ле Кама утверждает, что при выполнении условия

UAN, из асимптотической нормальности Wn следует асимптотическая
нормальность логарифма отношения правдоподобия

logLn =

n∑
i=1

log
( qni(Xni)

pni(Xni)

)
.

Обозначим

Ψn =

n∑
i=1

Eni[η
2
ni].
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Согласно теореме Линдеберга–Феллера [4] из сходимости распределе-
ния Wn к нормальному N(−σ2/4, σ2) и условия UAN следует, что для
любого ε > 0

n∑
i=1

Eni[η
2
ni1(|ηni| > ε)] = o(Ψn) = o(1). (2.2)

Ясно, что Ψn → σ2 при n→∞.
При этом же условии

n∑
i=1

Eni[η
2
ni1(|ηni| > ε)] = o(Ψn), (2.3)

предполагая, что
lim
n→∞

Ψn =∞, (2.4)

мы покажем, что логарифмическая асимптотика распределений ло-
гарифма отношения правдоподобия в зоне вероятностей умеренных
уклонений сходится к соответствующей логарифмической асимптоти-
ке нормального распределения. Таким образом, данное утверждение
можно рассматривать как аналог второй леммы Ле Кама для зоны
вероятностей умеренных уклонений.

В работе [13] показано, что для данной постановки задачи условие
Линдеберга (2.2) и условия

n∑
i=1

Pni(|ηni| > ε) = o
(

Ψn

)
(2.5)

и
n∑
i=1

Qni(|ηni| > ε) = o
(

Ψn

)
(2.6)

являются эквивалентными, когда Ψn � 1 при n→∞.
В точности те же самые оценки (см. [13, с. 163]) позволяют утвер-

ждать эквивалентность условия (2.3) и условий (2.5), (2.6), когда Ψn →
∞ при n→∞

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (2.3), (2.4).
Для любого фиксированного δ, 0 < δ < 1, для любой последователь-

ности Cn, такой что −(1− δ)Ψ1/2
n < Cn < (1− δ)Ψ1/2

n , имеет место

logP(Ψ−1/2n logLn > Cn) = − (Cn + 2Ψ
1/2
n )2

2
(1 + o(1)) (2.7)
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и

logQn(Ψ−1/2n logLn < Cn) = − (2Ψ
1/2
n − Cn)2

2
(1 + o(1)) (2.8)

при n→∞.

2.2. Вероятности умеренных уклонений логарифма отноше-
ния правдоподобия в терминах дифференцируемости функ-
ций gnj в L2. В случае дифференцируемости функций gnj в L2 из
условий локальной асимптотической нормальности для параметриче-
ских семейств неодинаково распределенных случайных величин (см.
условия (3.1), (3.2) в гл. 2, [8]) следует выполнение условий (2.3), (2.4).

Независимые случайные наблюдения Xn1, . . . , Xnn заданы на веро-
ятностных пространствах (X ,B,Pθni), 1 6 i 6 n, θ ∈ Θ, и данные
статистические эксперименты являются регулярными (см. параграф
1.7 в [8]), то есть Θ - открытое множество в R1, вероятностные меры
Pθni абсолютно непрерывны относительно некоторой меры µ, задан-
ной на (X ,B), и имеют плотности

pni(x, θ) =
dPθni
dµ

и pni(x, θ) > 0 для всех x ∈ X и θ ∈ Θ.
Будем предполагать, что плотности pni(x, θ) непрерывны по θ на Θ

и существуют производные gni(x, θ, θ+u) = p
1/2
ni (x, θ+u)p

−1/2
ni (x, θ)−1

в L2(dPni) по u равные ψni(x, θ), иначе говоря,∫
X

(gni(x, θ, θ + u)− uψni(x, θ))2 dPθni = o(u2) (2.9)

при u→ 0.
Информационные количества Фишера равны

Ini(θ) = 4

∫
X

ψ2
ni(x, θ) dPθni.

Будем предполагать, что информационные количества Фишера Ini(θ)
существуют и конечны.

Предположим также, что функции ψni(x, θ) непрерывны в L2(dPni)
по параметру θ ∈ Θ. Обозначим

Υn(θ) =

n∑
i=1

Ini(θ). (2.10)
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Теорема 2.2. Пусть t ∈ Θ. Пусть un → 0 и u2nΥn(t) → ∞ при
n→∞. Пусть статистические эксперименты регулярны и

n∑
i=1

∫
(ψni(x, t+ u)− ψni(x, t))2 dµ = o(Υn(t)) (2.11)

для |u| < un при n→∞.
Пусть также выполнены условия Линдеберга

lim
n→∞

Υn(t)−1
n∑
i=1

Et

{[f ′ni(x, t)
fni(x, t)

]2
1
(f ′ni(x, t)
fni(x, t)

> εΥ1/2
n (t)

)}
= 0. (2.12)

Тогда для любого фиксированного δ, 0 < δ < 1, для любой последова-
тельности Cn, такой что

−(1− δ)unΥ1/2
n (t)/2 < Cn < (1− δ)unΥ1/2

n (t)/2,

имеет место

logP(u−1n Υ−1/2n (t) logLn > Cn) = − (Cn + unΥ
1/2
n (t)/2)2

2
(1 + o(1))

(2.13)
и

logPt+un(u−1n Υ−1/2n (t) logLn < Cn) = − (unΥ
1/2
n (t)/2− Cn)2

2
(1 + o(1))

(2.14)
при n→∞.

Замечание. Условие (2.11) можно заменить на
n∑
i=1

E(ηni − uψni(Xni, t))
2 = o(u2Υn(t)) (2.15)

для |u| < un при n→∞.

Следствие 2.1. Пусть t ∈ Θ. Пусть случайные величины Xni = Xi,
1 6 i 6 n, одинаково распределены, имеет место∫

(g(x, t, t+ u)− uψ(x, t))2dPt = o(u2), u→ 0, (2.16)

и эксперименты (X ,B,Pθ, θ ∈ Θ) регулярны. Пусть un → 0, nu2n →∞
при n→∞.
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Тогда для любого фиксированного δ, 0 < δ < 1, и для любой по-
следовательности Cn, такой что −(1 − δ)n1/2unI

1/2(t)/2 < Cn <
(1− δ)n1/2unI1/2(t)/2, имеет место

logP((n1/2unI
1/2(t))−1 logLn > Cn)

= − (Cn + n1/2unI
1/2(t)/2)2

2
(1 + o(1)) (2.17)

и

logPt+un((n1/2unI
1/2(t))−1 logLn < Cn)

= − (n1/2unI
1/2(t)/2− Cn)2

2
(1 + o(1)). (2.18)

при n→∞.

Отметим, что условия локальной асимптотической нормальности
для неодинаково распределенных случайных наблюдений в [8, теоре-
ма 3.1 главы 2] совпадают с условиями теоремы 2.2. Достаточно поло-
жить un = u. В свою очередь, теорема о локальной асимптотической
нормальности для одинаково распределенных независимых наблюде-
ний [8] справедлива при тех же самых условиях, что и следствие. Та-
ким образом, эти результаты могут рассматриваться как расширение
теорем о нормальной аппроксимации распределений логарифма отно-
шения правдоподобия на зону вероятностей умеренных уклонений.

Доказательство теоремы 2.2. Имеем
n∑
i=1

P(|ηni| > ε) 6
n∑
i=1

P(|ηni − unψni| > ε/2)

+

n∑
i=1

P(un|ψni| > ε/2)
.
= I1n + I2n.

(2.19)

Применяя неравенство Чебышева к I1n и I2n, получаем, что I1n =
o(u2nΥn(t)) в силу последней оценки доказательства [8, лемма 3.1 гла-
вы 2] и I2n = o(u2nΥn(t)) в силу условия Линдеберга. Справедливость
следствия также вытекает из этих оценок. �

2.3. Точная асимптотика вероятностей умеренных уклонений.
Введем следующие условия.
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Пусть ω(u), u ∈ R1, – четная функция, возрастающая при u > 0,
принимающая неотрицательные значения, и ω(0) = 0, ω(u) > Cu,
ω(2u) < Cω(u) для u > 0.

Найдется такое u0, что для u ∈ [0, u0] имеет место∫
(g(x, t, t+ u)− uψ(x))2 dPt < Cu2ω(u), (2.20)

∣∣4Et[g2(X1, t, t+ u)]− u2I(t)
∣∣ < Cu2ω(u) (2.21)

и ∫
ψ2(x)ω−1(ψ−1(x)) dPt <∞. (2.22)

Теорема 2.3. Пусть t ∈ Θ. Пусть un > 0, nu2n →∞ и nu2nω(un)→ 0
при n→∞. Пусть выполнены условия (2.20)–(2.22).

Тогда для любого фиксированного δ, 0 < δ < 1, для любой по-
следовательности Cn, такой что −(1 − δ)n1/2unI

1/2(t)/2 < Cn <
(1− δ)n1/2unI1/2t)/2, имеет место

Pt((n
1/2unI

1/2(t))−1 logLn > Cn) = Φ(−Cn−n1/2unI1/2(t)/2)(1 + o(1))
(2.23)

и

Pt+un((n1/2unI
1/2(t))−1 logLn < Cn) = Φ(Cn−n1/2unI1/2(t)/2)(1+o(1))

(2.24)
при n→∞.

§3. Доказательство теорем

3.1. Доказательство теоремы 2.1. Для изучения логарифмичес-
кой асимптотики вероятностей умеренных уклонений используется
теорема Феллера 3.1 [3], приведенная ниже.

Для треугольного массива независимых случайных величин Zn1,
. . . , Znn предположим, что существует

φni(h) = E [exp{sZni}] <∞, 0 < s < 1, (3.1)

для всех 1 6 i 6 n.
Положим

Sn =

n∑
i=1

Zni.



ЛОКАЛЬНАЯ АСИМПТОТИЧЕСКАЯ НОРМАЛЬНОСТЬ 79

Обозначим

τn(s) =

n∑
i=1

[φni(s)− 1],

ζn(s) =

n∑
i=1

φ′ni(s)

и γn(s) = sζn(s)− τn(s).

Теорема 3.1. Пусть Cn = zn, rn, sn связаны уравнениями

zn = ζn(sn), rn = γn(sn). (3.2)

Тогда
P(Sn > zn) = exp{−rn + o(rn)}, (3.3)

если выполнены следующие условия

A.

lim
n→∞

sup
16i6n

[φni(sn)− 1] = 0, (3.4)

B. Найдется ε > 0, такое что

n∑
i=1

∞∫
εζn(sn)

y exp{sny}Pni(dy) = o(ζn(sn)) (3.5)

при n→∞.

C. Для некоторой постоянной c > 0 имеет место

csnζn(sn) 6 γn(sn) < snζn(sn). (3.6)

D. Найдется последовательность Hn, такая что для некоторого

c > 0 имеет место
ζn(Hn) > (1 + c)zn (3.7)

и условия A–C выполнены для всех троек tn, ζn(tn), γn(tn) при всех
sn < tn < Hn.

Мы положим Zni = log(1 + ηni) + ρ2ni. Тогда

τn(s) =

n∑
i=1

exp{sρ2ni}E[(1 + ηni)
s] =

n∑
i=1

φni(s), (3.8)



80 М. С. ЕРМАКОВ

ζn(s) =

n∑
i=1

exp{sρ2ni}E [log(1 + ηni) (1 + ηni)
s]

+

n∑
i=1

ρ2niφni(s) = I1n + I2n.

(3.9)

Используя разложение в ряд Тейлора, имеем

φni(s)− 1 = s ρ2ni + sE [ηni]

+ s(s− 1)E
[
η2ni

1∫
0

(1− λ)

(1 + ληni)2−s
d λ
]

+ o(ρ2ni)
(3.10)

Используя неравенство

(1 + ληni)
s−2 6 (1− λ)s−2, (3.11)

получаем из (3.10)

exp{sρ2ni}E [(1 + ηni)
s1(|ηni| > ε)] = o(ρ2ni) (3.12)

и следовательно

φni(s)− 1 = sρ2ni + sE [ηni]

+
s(s− 1)

2
E [η2ni] + o(ρ2ni) =

s2

2
ρ2ni + o(ρ2ni).

(3.13)

Рассуждая аналогично, имеем

I1n =

n∑
i=1

E
[
ηni

1∫
0

(s log(1+ληni)+1)(1+ληni)
s−1 d λ

]
exp{sρ2ni} (3.14)

Используя 1 + ληni > 1− λ при λ > 0 и

E [η2ni 1(|ηni| > ε)] 6 2(Qni(|ηni| > ε) + Pni(|ηni| > ε)),

имеем

E
[
ηni

1∫
0

(s log(1 + ληni) + 1)(1 + ληni)
s−1 d λ 1(|ηni| > ε)

]

6 CE
[
|ηni|

1∫
0

(sλ|ηni|+ 1)(1− λ)s−1 d λ 1(|ηni| > ε)
]

6 C(Qni(|ηni| > ε) + Pni(|ηni| > ε)).

(3.15)
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Из (3.14), (3.15) и (2.5), (2.6) следует, что

I1n =

n∑
i=1

(E [ηni]−
1

2
E [η2ni] + sE [η2ni])(1 + o(1))

= −(1− s)Ψn/2(1 + o(1))

(3.16)

Следовательно
ζn(s) = sΨn(1 + o(1)) (3.17)

и

γn(s) = (s2Ψn − s2Ψn/2)(1 + o(1)) = s2Ψn/2(1 + o(1)), (3.18)

что завершает доказательство (2.7).
Имеем

Qn

( n∑
i=1

log
qni(Xni)

pni(Xni)
< Cn

)
= Qn

( n∑
i=1

log
pni(Xni)

qni(Xni)
> −Cn

)
.

(3.19)

Таким образом (2.8) следует из (2.7).

3.2. Доказательство теоремы 2.3. Начнем с доказательства (2.23).
Случайные величины

Zni =
1

2
log

f(Xi, t+ u)

f(Xi, t)
+ ρ2n1, 1 6 i 6 n, (3.20)

имеют различные распределения при каждом n. Поэтому для дока-
зательства применяется теорема Крамера, распространенная на слу-
чай схемы серий. Для рассматриваемой постановки задачи третьи мо-
менты могут расти с ростом n. Это обуславливает отличие в доказа-
тельстве поскольку в доказательстве используется неравенство Эссее-
на (см. [4]).

Обозначим через Fn функцию распределения случайной величины
Zn1. Пусть Z̄n1 – случайная величина, имеющая функцию распреде-
ления

F̄n(x) = φ−1n1 (s)

x∫
−∞

exp{s y}dFn(y). (3.21)

Тогда mn(s)
.
= E [Z̄n1] = φ′n1(s).
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Зададим s = sn уравнением

Cn = nφ′n1(sn). (3.22)

Обычно при доказательстве теоремы Крамера вместо переменной sn
вводят переменную h = hn = n1/2unI

1/2(t)sn (см. [3, 4, 14]). В данной
постановке дисперсии случайных величин Zni зависят от n и рассмат-
риваемая нормировка более наглядна.

Лемма 3.1. Пусть выполнены (2.20)–(2.22). Тогда имеет место

σ2
n(s)

.
= Et[Z̄

2
n1] = u2n I(t) +O(u2n ω(un)), (3.23)

Et[Z̄
3
n1] = O(u2n ω(un)), (3.24)

φni(s)− 1 =
s2

8
u2n I(t) +O(u2n ω(un)), (3.25)

и
ζn(s) =

s

4
u2n I(t) +O(u2n ω(un)). (3.26)

Докажем (3.23). Элементарными оценками показывается, что

Et[Z
2
n1 exp{sZn1}] = Et[log2(1 + ηn1) (1 + ηn1)s] +O(u2n ω(un)). (3.27)

Таким образом, для доказательства (3.23) достаточно показать, что

Et[log2(1 + ηn1) (1 + ηn1)s 1(|ηn1| > ε)] = O(u2n ω(un)), (3.28)

поскольку остальная часть слагаемого по существу оценена в (3.15) в
[2].

Для 0 < δ < 1− s имеем

Et[log2(1 + ηn1) (1 + ηn1)s 1(|ηn1| > ε)]

64s−2e−2Pt(ηn1<−ε)+Et[log2(1+ηn1)(1+ηn1)s]1(ηn1>ε)]

6 4s−2 e−2 Pt(ηn1 < −ε) + Cδ Et[(1 + ηn1)s+δ 1(ηn1 > ε)]

6 CsPt(|ηn1| > ε) = O(u2n ω(un)),

(3.29)

так как в силу неравенства Гёльдера

Et[(1 + ηn1)s+δ 1(ηn1 > ε)]

6 Ps+δt (ηn1 > ε)P1−s−δ
t+un

(ηn1 > ε) 6 C u2n ω(un). (3.30)

Последнее неравенство следует из (3.5) и (3.7) в [2], учитывая что в
них |ηn1| > ε.

Доказательство (3.24) осуществляется аналогичным образом. При
этом вместо (3.15) в [2] мы применяем (2.7),(3.3),(3.6) и (3.44) в [2].
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Элементарными оценками получаем, что

Et[Z
3
n1 exp{sZn}] = Et[log3(1 + ηn1) (1 + ηn1)s] (1 + o(1)) +O(u2n ω(un)),

(3.31)
Имеем

Et[log3(1+ηn1) (1+ηn1)s 1(ηn1 < −ε)] 6 27 s−3e−3 Pt(ηn1 < −ε) (3.32)

и, для 0 < δ < 1− s,

Et[log3(1 + ηn1) (1 + ηn1)s 1(ηn1 > ε)]

6 Cδ Et[(1 + ηn1)s+δ 1(ηn1 > ε)]

6 CsPt(|ηn1| > ε) = O(u2n ω(un)).

(3.33)

Таким образом остается оценить

Et[log3(1 + ηn1) (1 + ηn1)s 1(|ηn1| < ε)]

6 C Et[|ηn1|3 1(|ηn1| < ε)].
(3.34)

Оценка правой части (3.34) аналогична оценке (3.6) в [2]. Имеем

Et[|ηn1|3 1(|ηn1| < ε)] 6 Jn1 + Jn2 + Jn3 6 C u
2
n ω(un), (3.35)

где

Jn1 = 8Et[|ηn1 − unψn1|3 1(|ηn1 − unψ1| < ε)]

6 C Et[(ηn1 − unψ1)2] < C u2n ω(un),

Jn2 = 8u3nEt[|ψ1|3 1(un|ψ1| < ε)]

6 C u3n u
−1
n ω(εun)Et[ψ

2
1 ω
−1(ψ−11 )] 6 C u2n ω(un)

и

Jn3 = 8Et[|ηn1|3 1(|ηn1| < ε, un|ψ1| > ε)] 6 C ε3 Pt(un|ψ1| > ε)

6 C u2n ω(εun)Et[ψ
2
1 ω
−1(ψ−11 )] 6 C u2n ω(un).

Оценки (3.23) и (3.24) следуют из (2.20) и (2.22) применением нера-
венства Чебышёва к оценкам (3.10)–(3.17).

Обозначим Hn функцию распределения

n−1/2σ−1n (s)

n∑
i=1

(Z̄ni −mn(s)). (3.36)
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Тогда мы можем написать (см. [4, 14])

P((n1/2unI
1/2(t))−1 logLn > 2Cn)

= φ−nn (s) exp{sζn(s)}
∞∫
0

exp{−sσn(s)t
√
n} dHn(t).

(3.37)

Обозначим Rn(t) = Hn(t)− Φ(t), t ∈ R1.
Применяя теорему Эссеена, получаем

|Hn(x)− Φ(x)| 6 cEt|Z̄n1|3

σ3
n(s)
√
n
6 C

ω(un)√
nun

. (3.38)

Отсюда, интегрируя по частям (см. (4.22), [14]), получаем
∞∫
0

exp{−sσn(s)t
√
n} dRn(t) = −Rn(0)

−
∞∫
0

Hn(t) d exp{−sσn(s)t
√
n} = o(n−1/2u−1n ).

(3.39)

Остается только заметить, что
∞∫
0

exp{−sσn(s)t
√
n} dΦ(t) =

1

sσn(s)t
√

2πn
.

Доказательство (2.24) получается довольно просто из доказательства
(2.23). Достаточно заметить, что в нем можно взять тоже самое s = sn
при вероятностной мере Pt+un и

(1 + g(x, t+ u, t))sp(x, t+ u) = (1 + g(x, t, t+ u))1−sp(x, t).

Мы опустим остальные рассуждения.
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