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ВЕРХНИЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ СПЕКТРАЛЬНОГО
РАДИУСА PF МАТРИЦЫ

В работе [6], Ноутсос ввел следующее определение.

Определение 1. Матрица A = (aij) ∈ Rn×n, n > 1, обладает свой-
ством Перрона–Фробениуса, если ее доминирующее собственное зна-
чение положительно, а соответствующий правый собственный век-
тор неотрицателен. Следуя [5], такие матрицы мы также будем
называть PF матрицами.

В статье [6] было установлено следующее обобщение двусторонних
столбцовых оценок Фробениуса для перроновского корня неотрица-
тельной матрицы на случай спектрального радиуса PF матрицы.

Теорема 1 ([6]). Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 1, является PF мат-
рицей. Тогда ее доминирующее собственное значение ρ(A) удовлетво-
ряет двусторонним оценкам

min
i∈〈n〉

Ri(A
T ) 6 ρ(A) 6 max

i∈〈n〉
Ri(A

T ).

Здесь и ниже мы используем обозначения

〈n〉 = {1, . . . , n}
и

Ri(A) =
∑
j∈〈n〉

aij , i = 1, . . . , n.

К сожалению, строчные аналоги оценок теоремы 1 в общем случае
неверны. Однако, как было установлено в работе [5], спектральный
радиус PF матрицы удовлетворяет следующим трем верхним оценкам,
формулируемым в терминах ее строчных сумм.

Теорема 2 ([5]). Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 1, – PF матрица.
Тогда справедливы следующие оценки:

ρ(A) 6 max
i∈〈n〉

Ri(A
+); (1)

Ключевые слова: спектральный радиус, неотрицательные матрицы, перронов-
ский корень, свойство Перрона–Фробениуса, доминирующее собственное значение,
верхние оценки.
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ρ(A) 6
1

2
max

i, j∈〈n〉
i6=j

{
aii + ajj +

√
(aii − ajj)2 + 4ri(A+) rj(A+)

}
; (2)

ρ(A) 6
1

2
min
S⊂〈n〉

max
i∈S,
j∈S̄

{
RSi (A+) +RS̄j (A+)

+

√[
RSi (A+)−RS̄j (A+)

]2
+ 4RS̄i (A+)RSj (A+)

}
. (3)

В теореме 2 и далее по тексту мы используем следующие обозначе-
ния:
A+ = (a+

ij) ∈ Rn×n – это матрица, получаемая из A обнулением всех
отрицательных внедиагональных элементов, так что

a+
ij =

{
aij , если i = j или aij > 0,

0, если i 6= j и aij < 0;
(4)

для заданных матрицы B = (bij) ∈ Rn×n и подмножества S ⊆ 〈n〉 мы
полагаем

ri(B) = Ri(B)− bii, i = 1, . . . , n,

а также
RSi (B) =

∑
j∈S

bij , i = 1, . . . , n;

дополнение 〈n〉 \ S множества S до 〈n〉 обозначается чрез S̄.
In обозначает единичную матрицу порядка n.
Векторные неравенства понимаются покомпонентно.

В этой заметке мы показываем, как произвольную верхнюю оценку
для перроновского корня неотрицательной матрицы можно обобщить
на случай доминирующего собственного значения PF матрицы. Пред-
ложенный подход мы демонстрируем, показывая, как можно получить
и уточнить оценки теоремы 1, а также выводя аналог классической
теоремы Островского.

Следующая простая лемма немедленно вытекает из определения
матрицы A+.

Лемма 1. Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 1, и пусть x ∈ Rn – неотри-
цательный вектор. Тогда

A+x > Ax и xTA+ > xTA.
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Нашим главным инструментом будет неотрицательная матрица

A+
γ = A+ + γIn,

где γ – такое неотрицательное число, что

γ + aii > 0 для всех i = 1, . . . , n. (5)

Сперва мы выведем верхнюю оценку для положительного (необяза-
тельно доминирующего) собственного значения вещественной матри-
цы, которому отвечает неотрицательный собственный вектор.

Предложение 1. Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 1, и пусть

Ax = λx, (6)

где λ – положительное собственное значение, а вектор x ∈ Rn яв-
ляется неотрицательным и ненулевым. Тогда при любом γ, удовле-
творяющим условию (5), справедливо неравенство

λ 6 ρ(A+
γ )− γ. (7)

Доказательство. В силу (6) и леммы 1, мы имеем

λx = Ax 6 A+x.

Отсюда следует, что

A+
γ x = A+x+ γx > Ax+ γx = (λ+ γ)x.

Но тогда, ввиду [3, Chapter 2, Theorem 1.11], перроновский корень
неотрицательной матрицы A+

γ удовлетворяет нижней оценке

ρ(A+
γ ) > λ+ γ,

что и доказывает (7). �

В качестве очевидного следствия предложения 1 мы получаем сле-
дующий результат, являющийся базовым для данной работы.

Теорема 3. Пусть A = (aij) ∈ Rn×n, n > 1, – PF матрица и пусть
γ удовлетворяет условию (5). Тогда

ρ(A) 6 ρ(A+
γ )− γ. (8)

Ясно, что оценка (8) не зависит от выбора допустимого значения
параметра γ и позволяет конвертировать любую имеющуюся верхнюю
оценку перроновского корня неотрицательной матрицы A+

γ в соответ-
ствующую верхнюю оценку для доминирующего собственного значе-
ния PF матрицы A, не зависящую от параметра γ. Кроме того, если
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одна из оценок, применяемых к ρ(A+
γ ), является более точной, чем

другая, то то же самое соотношение будет иметь место и для соответ-
ствующих оценок доминирующего собственного значения PF матри-
цы A.

Для того, чтобы проиллюстрировать предлагаемый подход, мы вы-
ведем три оценки теоремы 1 из соответствующих оценок для перро-
новского корня неотрицательной матрицы.

1. Используя (8) и верхнюю оценку Фробениуса

ρ(A+
γ ) 6 max

i∈〈n〉
Ri(A

+
γ )

и принимая во внимание соотношения

Ri(A
+
γ ) = γ +Ri(A

+), i = 1, . . . , n,

мы немедленно получаем оценку (1).

2. Комбинируя оценку (8) с верхней оценкой Брауэра–Джентри [4]

ρ(B) 6
1

2
max

i, j∈〈n〉
i6=j

{
bii + bjj +

√
(bii − bjj)2 + 4ri(B) rj(B)

}
для перроновского корня неотрицательной матрицы B = (bij) и учи-
тывая очевидные соотношения

{A+
γ }ii + {A+

γ }jj = 2γ + aii + ajj , i, j = 1, . . . , n,

{A+
γ }ii − {A+

γ }jj = aii − ajj , i, j = 1, . . . , n,

ri(A
+
γ ) = ri(A

+), i = 1, . . . , n,

мы приходим к оценке (2).
Более того, если вместо классической оценки Брауэра–Джентри вос-

пользоваться ее более точной версией, учитывающей структуру разре-
женности матрицы [1], то точно таким же образом мы получим следу-
ющее улучшение оценки (2):

ρ(A) 6
1

2
max
i6=j:

aij 6=0

{
aii + ajj +

√
(aii − ajj)2 + 4ri(A+) rj(A+)

}
. (9)

3. Оценку (3) мы получим как частный случай более общей верхней
оценки. Для этого нам понадобится следующий результат.
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Теорема 4 ([2]). Пусть B ∈ Rn×n, n > 2, – неотрицательная мат-
рица и пусть 〈n〉 =

⋃m
i=1 Si – это разбиение множества индексов на

m > 1 непересекающихся непустых подмножеств Si. Обозначим

B(i1,i2,...,im) =


RS1
i1

(B) RS2
i1

(B) . . . RSm
i1

(B)

RS1
i2

(B) RS2
i2

(B) . . . RSm
i2

(B)
· · · · · · · · · · · ·

RS1
im

(B) RS2
im

(B) . . . RSm
im

(B)

 , (10)

где
i1 ∈ S1, i2 ∈ S2, . . . , im ∈ Sm.

Тогда
ρ(B) 6 max

(i1,i2,...,im)
ρ(B(i1,i2,...,im)), (11)

где максимум берется по всем наборам ik ∈ Sk, k = 1, . . . ,m.

Сочетая теоремы 3 и 4, мы получаем следующий результат.

Теорема 5. Пусть A ∈ Rn×n, n > 2, – PF матрица и пусть 〈n〉 =⋃m
i=1 Si – некоторое разбиение множества индексов на m > 1 непере-

секающихся непустых подмножеств Si. Тогда

ρ(A) 6 max
(i1,i2,...,im)

ρ(A+(i1,i2,...,im)

γ )− γ. (12)

Заметим, что при m = 1 оценка (12) сводится к оценке (1). Если
же m = 2, то для заданного непустого собственного подмножества S и
индексов i ∈ S и j ∈ S̄ мы имеем

A+
γ

(i,j)
=

[
RSi (A+) + γ RS̄i (A+)

RSj (A+) RS̄j (A+) + γ

]
,

так что оценка (12) принимает вид

ρ(A) 6
1

2
max
i∈S,
j∈S̄

{
RSi (A+) +RS̄j (A+)

+

√[
RSi (A+)−RS̄j (A+)

]2
+ 4RS̄i (A+)RSj (A+)

}
,

и из нее немедленно следует оценка (3), если в правой части перейти
к минимуму по всем непустым собственным подмножествам S множе-
ства 〈n〉.
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4. В качество последнего примера мы рассмотрим следующую клас-
сическую верхнюю оценку Островского [7] для перроновского корня
неотрицательной матрицы A = (aij) ∈ Rn×n, n > 1:

ρ(A) 6 max
i∈〈n〉

{
aii + ri(A)α ri(A

T )1−α} , α ∈ [0, 1]. (13)

Используя теорему 3 и применяя оценку (13) к неотрицательной мат-
рице A+

γ , мы немедленно приходим к новой верхней оценке для доми-
нирующего собственного значения PF матрицы A ∈ Rn×n, n > 1,

ρ(A) 6 max
i∈〈n〉

{
aii + ri(A

+)α ri(A
+T )1−α

}
, (14)

справедливой для произвольного α ∈ [0, 1]. Ясно, что при α = 1 оценка
(14) сводится к оценке (1).

В завершение данной работы мы воспользуемся следующим свой-
ством PF матриц.

Предложение 2. Пусть A ∈ Rn×n, n > 1, – PF матрица и пусть
D ∈ Rn×n – диагональная матрица с положительными диагональны-
ми элементами. Тогда сопряженная матрица D−1AD также обла-
дает свойством Перрона–Фробениуса.

Доказательство. Пусть Ax = ρ(A)x, где x > 0. Тогда

(D−1AD)D−1x = D−1Ax = ρ(A)D−1x = ρ(D−1AD)D−1x,

что и показывает, что D−1AD является PF матрицей, если только
диагональные элементы матрицы D положительны. �

Ввиду предложения 2, оценку (8) теоремы 3 можно обобщить до
более точной оценки

ρ(A) 6 min
D

ρ((D−1AD)+
γ )− γ = min

D
ρ(D−1A+

γD)− γ, (15)

где минимум берется по всем диагональным матрицам D с положи-
тельными диагональными элементами. Соответственно, оценки (9), (3)
и (14) могут быть обобщены до следующих более сильных оценок для
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доминирующего собственного назначения PF матрица A:

ρ(A) 6
1

2
min
D

max
i6=j:

aij 6=0

{
aii + ajj

+
√

(aii − ajj)2 + 4ri(D−1A+D) rj(D−1A+D)

}
, (16)

ρ(A) 6
1

2
min
S⊂〈n〉

min
D

max
i∈S,
j∈S̄

{
RSi (D−1A+D) +RS̄j (D−1A+D)

+

([
RSi (D−1A+D)−RS̄j (D−1A+D)

]2
+ 4RS̄i (D−1A+D)RSj (D−1A+D)

)1/2}
, (17)

ρ(A) 6 min
D

max
i∈〈n〉

{
aii + ri(D

−1A+D)α ri(DA
+TD−1)1−α

}
, α ∈ [0, 1].

(18)
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