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§1. Введение

Понятие гауссового кольца введено в [1] и там же были приведе-
ны частичные результаты по классификации одномерных гауссовых
колец. Цель этой заметки состоит в том, чтобы предъявить полную
классификацию гауссовых колец размерности один. Еще одна цель –
исправить некоторые неточности из [1].

Я благодарю О. Лоршида и других участников семинара по ал-
гебраической геометрии над полем из одного элемента. Их замечания
позволили понять, что классификация по существу содержится в уже
опубликованных работах. Кроме того, я благодарю М. Концевича. Его
замечание на одном из докладов автора позволило обнаружить ис-
правляемую ниже неточность.

1.1. Напоминание. Напомним пару определений, необходимых для
формулировки основного результата.

Определение 1.1.1. Коммутативное кольцо A конечного типа над
Z называется гауссовым, если

(1) A факториально;
(2) группа обратимых элементов A∗ конечна.

Определение 1.1.2. Коммутативное кольцо A называется несокра-
тимым, если не существует изоморфизма вида B[t] ' A, где B неко-
торое кольцо.

§2. Основные результаты

Легко видеть, что нульмерные гауссовы кольца это в точности ко-
нечные поля.

Ключевые слова: обобщенное кольцо, подход Дурова, поле из одного элемента,
некоммутативный тензорный квадрат, одноклассное поле, гипотеза Римана.
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2.1. Одномерные гауссовы кольца.

Теорема 2.1.1. Пусть A — несократимое гауссово кольцо, причем
dimA = 1. Тогда A изоморфно одному из следующих колец: Z, OK ,
Γ(U,OU ). При этом K = Q(

√
−d), где d = 3, 4, 7, 8, 11, 19, 43, 67, 163,

а U — гладкая аффинная алгебраическая кривая над полем F , где для
пары (F,U) имеются следующие возможности.

(1) F = F2, U задано в A2 уравнением y2 + y = x3 + x+ 1.
(2) F = F3, U задано в A2 уравнением y2 = x3 − x− 1.
(3) F = F4, U задано в A2 уравнением y2 +y = x3 +η, η2 = η+1.
(4) F = F2, U задано в A2 уравнением y2 + y = x5 + x3 + 1. Это

кривая рода 2.
(5) F = F2, поле F (U) задано соотношением

y2 + y = (x3 + x2 + 1)(x3 + x+ 1)−1.

Это кривая рода 2.
(6) F = F2, U задано в A2 уравнением

y4 + xy3 + (x2 + x)y2 + (x3 + 1)y + (x4 + x+ 1) = 0.

Это кривая рода 3.
(7) F = F2, U задано в A2 уравнением

y4 + (x3 + x+ 1)y + (x4 + x+ 1) = 0.

Это кривая рода 3.
(8) F = F2, поле F (U) задано соотношением

y5 + y3 + y2(x3 + x2 + x) + y(x7 + x5 + x4 + x3 + x)/(x4 + x+ 1)

= (x13 + x12 + x8 + x6 + x2 + x+ 1)/(x4 + x+ 1).

Это кривая рода 4.

Доказательство. Теорема о классификации очень трудна, но в ее до-
казательстве нет заслуги автора данной заметки. Для доказательства
достаточно собрать вместе известные результаты. Приведем необхо-
димые ссылки и пояснения. По поводу классификации гауссовых од-
номерных колец нулевой характеристики см. [3] и [4]. Вторая часть
этой теоремы, то есть часть, связанная с конечной характеристикой,
доказана в работах [5–10]. �

Определение 2.1.2. Будем говорить, что кольцо A мультиплика-
тивно неотличимо от Z, если существует изоморфизм моноидов
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Z× → A×. При этом для кольца R моноид R× представляет собой R
с забытым сложением.

Следствие 2.1.3. С точностью до изоморфизма имеется ровно де-
сять дедекиндовых колец, мультипликативно неотличимых от Z. А
именно, кольцо Z, кольца Z[ω], где ω = (1+

√
−7)/2,

√
−2, (1+

√
−11)/2,

(1 +
√
−19)/2, (1 +

√
−43)/2, (1 +

√
−67)/2, (1 +

√
−163)/2, а также

кольца F3[t] и F3[x, y]/(y2 − x3 + x+ 1).

§3. Несколько замечаний

Начнем с некоторых исправлений и уточнений к [1].

3.1. Модули над некоторыми обобщенными кольцами. Мы бу-
дем иметь дело с обобщенными кольцами в смысле [2]. Равенство Z⊗F1

Z = Z ставит под сомнение эвристическую основу подхода к гипоте-
зе Римана с помощью обобщенных колец. Поэтому в [1] предпринята
попытка использовать вместо обычного тензорного произведения его
некоммутативную версию

S = Z�F1
Z.

S-модуль представляет собой множество M с двумя структурами абе-
левой группы — обозначим соответствующие структурные данные
нижними индексами 1 и 2. Например, пусть x, y ∈ M . Тогда их сум-
му, заданную первой структурой, обозначаем x +1 y, а сумму, задан-
ную второй структурой, обозначаем x+2 y. Единственная связь между
двумя структурами состоит в том, что 01 = 02. Конечно, S 6= Z, но
категория S -Mod выглядит, на первый взгляд, как бесплодная мате-
матическая пустыня.

В этой пустыне, однако, имеется оазис. А именно, рассмотрим обоб-
щенное кольцо

R = Z�u Z.
Здесь символ u взят из слова унарный. По определению R представ-
ляет собой фактор-кольцо некоммутативного тензорного произведения
Z�F1

Z по соотношениям двух видов:
(1) коммутирование каждой унарной операции из первой копии Z

и каждой операции (произвольной арности) из второй копии Z;
(2) коммутирование каждой операции (произвольной арности) из

первой копии Z и каждой унарной операции из второй копии Z.
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Заметим, что в геометрическом случае аналогичная конструкция
приводит к обычному коммутативному тензорному произведению

Fq[x] �u Fq[x] = Fq[x]⊗Fq Fq[x].

Действительно, дополнительные соотношения в этом случае означают
перестановочность всех операций из двух структур, поскольку комму-
тативность операций старших арностей заложена в определения. Та-
ким образом, произведение �u можно назвать квазикоммутативным.

3.2. Модули над Z�uZ. Приведем явное описание R-модулей. Это,
прежде всего, S-модуль, то есть множество M с двумя структурами
абелевой группы, причем 01 = 02. Кроме того (см. 3.1), должны быть
выполнены следующие соотношения: [m]1[n]2(x) = [n]2[m]1(x),

[m]2(x+1 y) = [m]2(x) +1 [m]2(y), [n]1(x+2 y) = [n]1(x) +2 [n]1(y).

В частности, для выполнения дополнительных соотношений доста-
точно, чтобы были выполнены соотношения [m]1 = [m]2 (m = ±1,
±2, . . . ).

3.3. Пример. Пара колец A1 и A2, мультипликативно неотличимых
от Z (см. 2.1.2), дает семейство R-модулейM(σ1, σ2), индексированное
парой изоморфизмов моноидов

σi : Z× → A×i .

Если такая пара σ1, σ2 выбрана, то соответствующий R-модуль стро-
ится следующим образом: M(σ1, σ2) = Z, [m]i(x) = mx, x +i y =
σ−1
i (σi(x) + σi(y)).

3.4. Свойство Дёйринга. Положительный дискриминант ∆ назы-
вают гауссовым, если множество классов бинарных квадратичных
форм дискриминанта ∆ состоит из одного класса. Для описания свой-
ства Дёйринга удобно разбить последовательность положительных га-
уссовых дискриминантов на две части: спорадическую и серийную.
К серийной части относятся те дискиминанты ∆, для которых ∆ =
3 mod 8. Таким образом, серийная часть представляет собой последо-
вательность

3, 11, 19, 43, 67, 163, . . . (1)
Легко проверяется (см. [4]), что множество спорадических гауссовых
дискриминантов совпадает с множеством {4, 7, 8}, а каждый серийный
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дискриминант – простое число. В данный момент мы знаем, что дру-
гих чисел в последовательности (1) нет. Однако до работы [11] даже
конечность этой последовательности была под вопросом.

Теорема 3.4.1 (свойство Дёйринга). Если имеется бесконечно много
гауссовых дискриминантов ∆, то

ζ(s) lim
∆
L(∆, s) = ζ(2s),

где L(∆, s) означает L-ряд, соответствующий квадратичному рас-
ширению Q(

√
−∆).

Эта теорема доказана в [11, Satz 3]. Ее значение обсуждается ниже
в 3.6. Доказательство теоремы 3.4.1, хотя и коротко, но опирается на
ряд оценок. Попробуем прояснить его смысл.

3.5. Эвристическое объяснение свойства Дёйринга. Пусть ∆
серийный гауссов дискриминант. Тогда кольцо целых поля Q(

√
−∆)

имеет вид Z[ω], где ω корень полинома

f = x2 − x+ (∆ + 1)/4.

При ∆ = 43, например, получим f = x2−x+11. Рассмотрим следующее
утверждение:

f mod p неприводим для всех простых p < (∆ + 1)/4. (2)

При ∆ = 43 речь идет о неприводимости полиномов x2−x+ 11 mod 2,
x2 − x+ 11 mod 3, x2 − x+ 11 mod 5, x2 − x+ 11 mod 7.

Предположим, что утверждение (2) верно. Пусть ζ(∆, s) означает
ζ-функцию Дедекинда поля Q(

√
−∆). По определению,

ζ(∆, s) =
∏
π

1

1−Norm(π)−s
, (3)

где π пробегает множество P , состоящее из простых ненулевых идеа-
лов кольца целых в Q(

√
−∆). Выделим в P подмножество

S={π∈P | положительный генератор идеала π ∩Z меньше (∆+1)/4}.

Соответственно, разобьем произведение (3) на две части

ζ(∆, s) =
∏
π∈S

1

1−Norm(π)−s

∏
π/∈S

1

1−Norm(π)−s
. (4)
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Утверждение (2) означает, что первый из двух множителей в (4) имеет
вид ∏

p<(∆+1)/4

1

1− p−2s
.

Таким образом, начало эйлерова произведения для ζ(∆, s) такое же,
как и для ζ(2s). Поэтому для достаточно больших ∆ имеется прибли-
женное равенство

ζ(∆, s) ≈ ζ(2s).

Если бы существовало сколь угодно большое ∆, то есть гауссовых дис-
криминантов было бы бесконечно много, то было бы естественно пред-
положить, что

lim
∆
ζ(∆, s) = ζ(2s). (5)

Так как ζ(∆, s) = ζ(s)L(∆, s), то ввиду (5) можно было бы предполо-
жить, что ζ(s) lim∆ L(∆, s) = ζ(2s). Именно это и доказал Дёйринг.

3.6. Связи с гипотезой Римана. Конечность последовательности
гауссовых дискриминантов (1) доказана в [11], причем весьма удиви-
тельным способом. Прежде всего, Гекке доказал (см. [12]), что гипотеза
Римана влечет конечность (1). Это не удивляет, так как из гипотезы
Римана вытекает немало интересного. Удивительно то, что гипотеза
Римана выведена из бесконечности последовательности (1). Основную
роль при этом играет свойство Дёйринга (3.4.1), от которого до ги-
потезы Римана рукой подать. Таким образом, из бесконечности (1)
вытекает гипотеза Римана, а из нее конечность (1). Поэтому последо-
вательность (1) конечна, независимо от верности гипотезы Римана.

Казалось бы, конечность последовательности гауссовых дискрими-
нантов и тем более полнота списка Гаусса, делают рассуждение Дёй-
ринга полносью ненужным. Это действительно так, если отнестись
к этому рассуждению чисто формально. Однако неожиданно кольца,
связанные со списком Гаусса, пригодились при построении интерес-
ных модулей над обобщенным кольцом Z�u Z. Для применения этого
кольца к гипотезе Римана необходимы, по меньшей мере, два обстоя-
тельства.

Во-первых, категория модулей Z�uZ -Mod должна быть достаточно
сложной и интересной. Во-вторых, должно быть что-то вроде подхода
к гипотезе Римана, использующее это кольцо. Рассуждение Дёйринга
интересно тем, что имеет непосредственное отношение к обоим обсто-
ятельствам.
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