
Записки научных
семинаров ПОМИ

Том 523, 2023 г.

Н. Л. Гордеев

ОБОБЩЕННЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ГАУССА ПРОСТЫХ
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ГРУПП

§1. Введение

В. Л. Попов задал автору вопрос о возможных разложениях эле-
ментов простых алгебраических групп в произведения корневых эле-
ментов и элементов тора наподобие разложения Гаусса (см. Определе-
ние 1.1 ниже). Полный ответ на этот вопрос, по-видимому, достаточно
трудная задача. В этой работе строятся некоторые примеры таких раз-
ложений и примеры случаев, когда такие разложения невозможны.

Пусть G – простая алгебраическая группа, определенная и расщепи-
мая над полем K, и пусть G = G(K) – группа K-точек. Пусть T – за-
фиксированный максимальный расщепимый тор группы G, T = T (K);
B = T U – зафиксированная подгруппа Бореля, где U = Ru(B) – ее
унипотентный радикал, B = B(K), U = U(K). Далее пусть B− = T U−
– противоположная подгруппа Бореля (т. е. B− = ẇ0Bẇ−10 , где ẇ0 –
прообраз элемента максимальной длины w0 ∈ W группы Вейля W в
нормализаторе тора NG(T )). Множество B−B – это открытое подмно-
жество в G (в топологии Зарисского), называемое Большой Клеткой
Гаусса (см., например, [5, 4]).

Разложение Гаусса

g ∈ B−B ⇔ g = vtu где v ∈ U−, t ∈ T, u ∈ U. (1.1)
При этом элементы v, t, u определены однозначно элементом g, а
элементы v, u имеют однозначное разложение в произведения∏

α∈R−
xα(sg),

∏
β∈R+

xβ(sg),

в которых произведения корневых элементов рассматриваются в лю-
бом зафиксированном порядке.

Ключевые слова: простые алгебраические группы, Большая Клетка Гаусса, раз-
ложение Гаусса, замкнутые подмножества корней.
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Здесь R = R+ ∪ R− – система корней, соответствующая простой
алгебраической группе G. В разложении (1.1) мы частично фиксиру-
ем порядок расположения корневых подгрупп Xα = 〈xα(s) | s ∈ K〉 и
тора T : сначала идут корневые подгруппы, соответствующие отрица-
тельным корням, потом тор T , а затем подгруппы, соответствующие
положительным корням. При этом подгруппы, соответствующие отри-
цательным корням, можно ставить в любом зафиксированном порядке
и то же самое можно делать и с корневыми подгруппами положитель-
ных корней. Ясно, что элементы тора можно ставить в таком произ-
ведении на любое фиксированное место.

Разложения Гаусса являются важным инструментом исследования
структурных вопросов теории алгебраических групп. Разложения та-
кого типа можно обобщить следующим образом.

Определение 1.1. Пусть M – подмножество корней в R (возмож-
но M = ∅). Будем говорить, что группа G имеет M-разложение,
если существует такой линейный порядок на множестве M и на
множестве R \M , что произведение корневых подгрупп и тора

XM :=
( ∏
β∈R\M

Xβ

)
· T ·

( ∏
α∈M

Xα

)
, (1.2)

где произведения
∏

β∈R\M
Xβ и

∏
α∈M

Xα берутся согласно данным за-

фиксированным порядкам, удовлетворяет следующему условию: лю-
бой элемент g, содержащийся в произведении XM имеет единствен-
ное представление

g =
( ∏
β∈R\M

xβ(sβ, g)
)
· tg ·

( ∏
α∈M

xα(sα, g)
)
, (1.3)

где sα, g, sβ, g ∈ K, tg ∈ T . Если при этом единственность разло-
жения (1.3) имеет место для любого порядка корней в разложении
(1.2), то будем говорить, что группа G имеет универсальное M-
разложение.

Отметим, что разложение Гаусса – это универсальноеM-разложение
для M = R+.

Пусть K – алгебраическое замыкание поля K. Тогда алгебраиче-
скую группу G можно отождествить с группой ее точек G(K). При
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этом группы Xα = Xα(K) можно рассматривать как замкнутые аф-
финные подмногообразия в G. Пусть

XM :=
( ∏
β∈R\M

Xβ

)
× T ×

( ∏
α∈M

Xα

)
– прямое произведение афинных многообразий Xβ , Xα, T , где β про-
бегает все корни из R \ M в любом зафиксированном порядке, а α
пробегает все корни из M в любом зафиксированном порядке. Тогда
XM – гладкое аффинное многообразие размерности dimG. Естествен-
ный морфизм

ι : XM → G
является доминантным отображением. Действительно, образы диффе-
ренциалов в нейтральных элементах eγ ∈ Xγ корневых подгрупп Xγ

при естественных вложениях ι : Xγ → Xγ ⊂ G и дифференциал тора
в нейтральном элементе eT ∈ T при вложении ι : T → T ⊂ G содер-
жат базис Шевалле алгебры Ли L(G), а значит, порождают алгебру
Ли L(G) группы G. Поэтому образ дифференциала отображения ι в
точке

ẽ :=
( ∏
β∈R\M

eβ

)
× eT ×

( ∏
α∈M

eα

)
совпадает со всей алгеброй Ли. Следовательно, слои отображения ι
в некоторой окрестности точки ẽ нульмерны. Так как XM – связное
многообразие, то

dim ι(XM ) = dimG.
Отметим, что, если группа G имеет M-разложение, то

XM := ι(XM ) – открытое подмножество группы G.

Доказательство. Если группа G имеет M-разложение, то все слои
доминантного отображения ι : XM → G состоят из одной точки, а
значит, ι – это открытое отображение ([1, п. 18.4]). �

Таким образом,M-разложение простой алгебраической группы мо-
жно рассматривать, как некоторое обобщение разложения Гаусса, а
именно, также как и для большой клетки Гаусса имеется открытое
подмножество XM , элементы которого однозначно определяются эле-
ментами зафиксированного максимального тора и элементами корне-
вых подгрупп, разбитых на два непересекающихся подмножества – M
и R \M .



22 Н. Л. ГОРДЕЕВ

Вопрос о существованииM-разложения для данного фиксированно-
го M ⊂ R является, по-видимому, довольно трудным. Возможно, что
вопрос о единственности разложения 1.3 может быть получен из ана-
лиза соотношений Стейнберга для корневых элементов ([5, §6]). В дан-
ной работе рассматриваются примеры M-разложений, которые связа-
ны с параболическими группами, и примеры таких M , когда универ-
сальныеM-разложения вообще невозможны. В частности, приводятся
все возможности для универсальных M-разложений группы SL3(K).

§2. Квазипараболические M-разложения

Естественными примерами M-разложений являются разложения,
ассоциированные с параболическими подгруппами. Пусть ∆ – фик-
сированный базис R, ∆′ ⊂ ∆ и R′ = 〈∆′〉; W1 = 〈wα | α ∈ S1〉;
P = BW1B = LRu(P ) – параболическая подгруппа группы G (мы
используем названия соответствующих подгрупп и для группы точек
G = G(K)), где L – ее группа Леви, а Ru(P ) – ее унипотентный ради-
кал; P− = LRu(P−) – противоположная параболическая подгруппа.

Параболическое разложение Гаусса

g ∈ P−P ⇔ g = vlu где v ∈ Ru(P−), l ∈ L, u ∈ Ru(P ). (2.1)

При этом элементы v, l, u определены однозначно элементом g, а эле-
менты v, u имеют однозначное разложение в произведения∏

α∈R−\R1

xα(tg),
∏

β∈R+\R1

xβ(sg),

в которых произведения корневых элементов рассматриваются в лю-
бом зафиксированном порядке.

Доказательство. Действительно,

v1l1u1 = v2l2u2 ⇒ v−12 v1︸ ︷︷ ︸
=v∈Ru(P−)

(
l1u1u

−1
2 l−11

)︸ ︷︷ ︸
u∈Ru(P )

= l2l
−1
1︸ ︷︷ ︸

l∈L

.

Далее пусть

L =
⋃

w∈W1

B−1 ẇB1, где B−1 = L ∩B−, B1 = L ∩B
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– разложение группы Леви L в объединение непересекающихся клеток
Гаусса (см. [4]). Тогда{

l ∈ B−1 ẇB1 6 B−ẇB,

l = vu ∈ Ru(P−)Ru(P ) ⊂ U−U
⇒ ẇ = e

(здесь e – нейтральный элемент группы G). Из единственности раз-
ложения Гаусса (1.1) и включения l ∈ L получаем l = 1, v1 = v2,
u1 = u2. �

Замечание 2.1. В разложении (2.1) элемент l ∈ L играет роль эле-
мента тора T в обычном разложении Гаусса. При этом элемент l не
обязан содержаться в Большой Клетке Гаусса группы L.

Ясно, что разложение вида vul, где v ∈ Ru(P−), u ∈ Ru(P ), l ∈ L,
также однозначно. Если мы теперь рассмотрим в качестве множества
M все корни, лежащие в R′, то получим M-разложение для G:( ∏

γ∈R−\R′
Xγ

)( ∏
β∈R+\R′

Xβ

)
T
( ∏
α∈R′−

Xα

∏
α∈R′+

Xα

)
︸ ︷︷ ︸

α∈M=R′

. (2.2)

Отметим, что хотя (2.2) и не является универсальнымM-разложением,
но порядок корней в произведениях корневых подгрупп, соответству-
ющих множествам R− \M , R+ \M , M− = R′−, M+ = R′+, можно
зафиксировать произвольным образом. Ясно, что тор T можно пере-
двинуть в разложении (2.2) влево на любое подмножество корневых
подгрупп, соответствующих корням, содержащимся в некотором под-
множестве M ⊂ R \R′ :( ∏

γ∈R−\(R′∪M)

Xγ

)
T

×
( ∏
γ∈(R−\R′)∩M)

Xγ

)( ∏
β∈R+\R′

Xβ

)
︸ ︷︷ ︸

M

( ∏
α∈R′−

Xα

∏
α∈R′+

Xα

)
︸ ︷︷ ︸

M :=M∪R′

, (2.3)
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если R+ \R′ ⊂M;( ∏
γ∈R−\R′

Xγ

)( ∏
β∈R+\(R′∪M)

Xβ

)
T

×
( ∏
β∈M

Xβ

)( ∏
α∈R′−

Xα

∏
α∈R′+

Xα

)
︸ ︷︷ ︸

M :=M∪R′

, (2.4)

если M ⊂ R+ \R′.

Замечание 2.2. В случае (2.3) последнюю скобку можно поместить
между второй и третьей, а в случае (2.4) поменять ее с третьей скоб-
кой местами, но только, если

( ∏
β∈M

Xβ

)
является L-инвариантным

подмножеством в G. Кроме того, в последней скобке вместо обычно-
го разложения Гаусса

( ∏
α∈R′−

Xα

∏
α∈R′+

Xα

)
можно использовать лю-

боеM ′-разложение
( ∏
α∈R′\M ′

Xα

∏
α∈M ′

Xα

)
группы L. Также ясно, что,

применив к указанным разложениям любой элемент группы Вейля ẇ,
мы получим ẇ(M)-разложение группы G.

Определение 2.3. M-разложения группы точек G = G(K) простой
алгебраической группы G, определенной и расщепимой над полем K,
будем называть квазипараболическими M-разложениями, если они
получаются из разложений вида (2.3), (2.4) преобразованиями, ука-
занными в Замечании (2.3).

§3. Квазипараболические M-разложения для
замкнутых подмножеств

Пусть M ⊂ R – подмножество корней. Множество M называется
замкнутым, если α + β ∈ M для любых α, β ∈ M , для которых α +
β ∈ R. Замкнутое множество M можно представить как объединение
непересекающихся подмножеств

M = Ms ∪Mu,

где
Ms := {α ∈M | −α ∈M}, Mu := M \Ms,
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которые будем называть полупростой и унипотентной частью мно-
жества M . Отметим, что Ms – это подсистема корней в R (см. [3, Гла-
ва VI, §1, Предложение 23, ii]). Кроме того,

α ∈M, β ∈Mu, α+ β ∈M ⇒ α+ β ∈Mu. (3.1)

Доказательство. Предположим α + β ∈ Ms. Тогда −(α + β) ∈ M , а
значит, −(α+ β) + α = −β ∈M , что противоречит выбору β. �

Далее пусть GMs
, GMu

– группы, порожденные корневыми подгруп-
пами

Xγ = 〈xγ(t) | t ∈ K 〉,
где K – алгебраическое замыкание поля K, а γ ∈ Ms или γ ∈ Mu

соответственно. Тогда:
(i) GMs

– полупростая алгебраическая группа, определенная и рас-
щепимая над полем K (см. [5], §5);

(ii) еслиMu 6= ∅, то GMu – связная нильпотентная алгебраическая
группа.

Доказательство. Из (3.1) и коммутаторной формулы Шевалле (см.
[5, §3]) следует, что GMu

– нильпотентная группа и любой ее элемент
представляется в виде∏

α∈Mu

xα(sα), где sα ∈ K. (3.2)

Замыкание (в топологии Зарисского) GMu группы GMu в группе G
является связной нильпотентной группой ([1, Глава I, §2]). Посколь-
ку максимальны тор T нормализует корневые подгруппы, он также
нормализует и группу GMu

, а следовательно, и ее замыкание GMu
.

Замкнутая связная унипотентная подгруппа группы G, нормализуе-
мая максимальным тором T , порождается корневыми подгруппами
([1, Глава IV, п. 14.4]). Следовательно, существует такое замкнутое
множество корнейMu ⊃Mu, что любой элемент группы GMu

предста-
вим в виде ∏

β∈Mu

xβ(tβ), где tβ ∈ K. (3.3)

Из (3.3) следует, что dimGMu
= |Mu |. Поскольку GMu

– это замыкание
группы GMu , то из (3.2) получаем

Mu = Mu и GMu
= GMu

. �
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(iii) ЕслиMu 6= ∅, то существует параболическая подгруппа Q 6 G,
для которой GMs

6 L, где L – некоторая подгруппа Леви, содержащая
максимальный тор T , и

GMu
6 Ru(Q), GMs

6 NG(GMu
) 6 Q,

где NG(GMu
) – нормализатор подгруппы GMu

в группе G (см. [6, §30]).

Определение 3.1. Подмножество корней M ⊂ R называется ли-
нейно замкнутым, если из включения ε = r1α1 + · · · + rkαk ∈ R, где
α1, . . . , αk ∈ M, r1, . . . , rk ∈ Q, следует включение ε ∈ M . Пустое
множество M также считаем линейно замкнутым.

Замечание 3.2. Если V – вещественное линейное пространство, по-
рожденное корнями системы R, а 〈M〉 – подпространство, порожден-
ное линейно замкнутым множеством M, то M = R ∩ 〈M〉.

Пример. Пусть R = Cl, а M – множество длинных корней. Тогда
M = Ms = ∪li=1M

i
s, где M i

s = {±2εi} – неприводимая система корней
ранга один. При этом множество линейных комбинаций (над Q) кор-
ней из M содержат всю систему R. Следовательно, M – замкнутое,
но не линейно замкнутое подмножество корней в R.

Предложение 3.3. Пусть M – замкнутая система корней в R. Ес-
ли Ms – линейно замкнутое подмножество, то группа G имеет M-
разложение. При этом такое разложение является квазипараболи-
ческим типа (2.4).

Доказательство. Пусть R̃ ⊂ R – некоторая подсистема корней (воз-
можно приводимая), содержащая подмножествоMs. ТогдаMs – также
линейно замкнутое подмножество в R̃. Следовательно,

Ms = R̃ ∩ 〈Ms〉, (3.4)

где 〈Ms〉 – вещественное линейное пространство, порожденное мно-
жеством корней Ms (пространство 〈Ms〉 – это подпространство веще-
ственного линейного пространства 〈R̃〉, порожденного системой корней
R̃). Из условия (3.4) следует, что существуют базисы Φ′, Φ систем кор-
нейMs ⊂ R̃ такие, что Φ′ ⊂ Φ ([3], Глава 6, §1, Предложение 24). Тогда
T GMs

– подгруппа Леви стандартной параболической группы P̃ (со-
ответсвующая базисам Φ′ ⊂ Φ) редуктивной алгебраической группы
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G̃ = T 〈Xγ | γ ∈ R̃〉. При этом B̃ = T 〈Xγ | γ ∈ R̃+〉 (здесь R̃+ – это
положительные корни относительно базиса Φ) – подгруппа Бореля и

P̃ = GMs
B̃. (3.5)

Предположим, что Mu 6= ∅. Тогда существует параболическая под-
группа Q группы G такая, что

T GMs 6 L, GMu 6 Ru(Q), T GMs 6 NG(GMu),

где L – некоторая подгруппа Леви, соответствующая параболической
подгруппе Q, см. (iii). Поскольку T 6 L, полупростая часть редуктив-
ной группы L порождается корневыми подгруппами Xγ , где γ пробе-
гает некоторую подсистему корней R̃ ⊂ R ([1], Глава IV, 14.4). Пусть
P̃ – параболическая подгруппа редуктивной группы L, удовлетворя-
ющая равенству (3.5). Так как B̃ нормализует унипотентный радикал
Ru(Q), то B = B̃Ru(Q) – связная разрешимая подгруппа простой ал-
гебраической группы G, содержащая тор T . При этом размерность
этой группы совпадает с размерностью подгруппы Бореля группы G,
а значит, группа B является группой Бореля в G, соответствующей
максимальному тору T . Если N = NT GMs

(T ) – нормализатор тора T
в группе T GMs , то

P := BNB = GMs
B

– параболическая подгруппа группы G, группа Леви которой совпа-
дает с T GMs , а GMu 6 Ru(P) – подгруппа, содержащаяся в радикале
и инвариантная относительно группы Леви T GMs . При этом группа
P порождается корневыми подгруппами Xγ и является стандартной
параболической группой относительно подходящих базисов ∆′ ⊂ ∆
систем корней, соответствующих группам GMs

и G. При выборе таких
базисов получаем Mu ⊂ R+. Переходя к группам K-точек расщепи-
мых групп T , GMs , G, получаемM-разложение группы G = G(K) типа
(2.4)( ∏

γ∈R−\Ms

Xγ

)( ∏
β∈R+\(M+

s ∪Mu)

Xβ

)
T
( ∏
β∈M

Xβ

)( ∏
α∈M−s

Xα

∏
α∈M+

s

Xα

)
︸ ︷︷ ︸

M :=Mu∪Ms

(здесь R′ = 〈∆′〉 = Ms, M+
s ,M

−
s – положительные и отрицательные

корни относительно базиса ∆′, M = Mu).
Предположим, что Mu = ∅. Тогда M-разложение непосредственно

вытекает из (3.5) при R̃ = R. �
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Следствие 3.4. Пусть M – замкнутая система корней в R, в ко-
торой Ms = ∅ или Ms = 〈α,−α〉. Тогда G имеет M-разложение.

Доказательство. Если |Ms |6 2, тоMs – линейно замкнутая система
корней. �

Следствие 3.5. Пусть M – замкнутая система корней в R и пусть
G – группа типа Al. Тогда G имеет M-разложение.

Доказательство. ПустьMs = M1
s ∪M2

s ∪· · ·∪Mk
s – разложение систе-

мы корней в неприводимые подсистемы. Так как R – система типа Al,
то любая подсистемаM i

s имеет тип Ali и является линейно замкнутым
множеством, поскольку не существует неприводимая система корней
R′ ранга li, для которой Ali $ R′. Далее, корни системы M i

s имеют
вид ± εpi ∓ εqi . При этом, если j 6= i, то

εpj 6= ± εpi , ± εqi , εqj 6= ± εpi , ± εqi . (3.6)

Пусть Vl+1 – евклидово пространство с ортонормированным базисом
{εj}l+1

j=1. Мы рассматриваем систему корней M i
s как подмножество ли-

нейного пространства Vl+1, порожденное корнями вида ± εpi ∓ εqi . Ли-
нейное подпространство Vl+1, порожденное корнямиM i

s, обозначим Vi,
а линейное подпространство, порожденное корнями Ms, обозначим V .
Тогда V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vk. Пусть µ ∈ R ∩ V и пусть

µ = µ1 + µ2 + · · ·+ µk, где µi ∈ Vi.

Так как µi – это линейная комбинация корней вида ± εpi ∓ εqi , то в
разложении по базису {εj}l+1

j=1 в пространстве Vl+1

µi =

l+1∑
j=1

cijεj

по крайней мере два коэффициента cij1 , cij2 не равны нулю. Следо-
вательно, если µi, µj 6= 0 для некоторых i 6= j, то из условия (3.6)
следует, что в разложении по базису {εj}l+1

j=1 в пространстве Vl+1

µ =

l+1∑
j=1

djεj

по крайней мере четыре коэффициента dis1 , dis2 , ds2 , ds4 не равны ну-
лю, а значит, µ – не корень. Таким образом, любой корень µ ∈ Ms,
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представимый в виде линейной комбинации корней (над Q) из мно-
жества Ms, должен совпадать с µi – линейной комбинацией корней
только из одной неприводимой подсистемы M i

s. Из линейной замкну-
тости системы M i

s следует, что µ ∈M i
s.

Мы показали, что для системы корней R = Al замкнутое подмно-
жество корней является также и линейно замкнутым, а значит, группа
G имеет M-разложение. �

Пусть M – замкнутая система корней в R. Условие линейной за-
мкнутости подмножества Ms является достаточным для существова-
ния M-разложения (квазипараболического). Возможно, что это и
необходимое условие.

Заметим, что еслиMs – замкнутая подсистема корней в R, то линей-
ное замыкание R′ множества Ms удовлетворяет следующему условию:
при некотором выборе базиса ∆ системы R подсистема R′ порождается
базисом ∆′ ⊂ ∆, который соответствует некоторой части диаграммы
Дынкина системы R (см. ([3], Глава 6, §1, Предложение 24). Таким
образом, для описания случаев, когда Предложение 3.3 не гаранти-
рует M-разложение для группы G, достаточно выписать следующие
тройки:

Ms = R′′ & R′ ⊂ R,

где R – неприводимая система корней, R′ – подсистема корней, со-
ответствующая некоторой части диаграммы Дынкина для R, R′′ –
подсистема корней в R′, у которой ранг совпадает с рангом R′. Та-
кие тройки хорошо известны (см., например, [2]). В частности, если
подсистема корней Ms ⊂ R является неразложимой, то достаточно
рассмотреть случаи, когда R′ = R и
A. Ms = A2, если R = G2; Ms = A7, если R = E7; Ms = A8, если

R = E8;
B. Ms = B4, если R = F4;
D. Ms = Dr для любого r в интервале 4 6 r 6 l, если R = Bl;

r = 8, 4, если R = E8, F4 соответственно.

§4. Универсальные M-разложения в группе SL3(K)

Напомним, что универсальным M-разложением называется такое
M-разложение, при котором можно фиксировать любой порядок в
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произведениях
∏

β∈R\M
Xβ ,

∏
α∈M

Xα. Примером универсального M-раз-

ложения является разложение Гаусса и все разложения, которые мо-
гут быть получены из раложения Гаусса заменой корневых подгрупп
Xα, Xβ на корневые подгруппы Xw(α), Xw(β) для некоторого w ∈ W
(такое разложение становится обычным разложением Гаусса, если вы-
брать вместо базиса ∆ системы корней R базис w(∆)). Здесь мы рас-
смотрим возможности для универсалных M-разложений для случая
группы G = SL3(K).

Пусть R = 〈α, β〉 – система корней A2. Здесь α = ε1 − ε2, β =
ε2− ε3, γ := α+β = ε1− ε3 в обозначениях [3]. Отождествим корневые
элементы xλ(sλ) группы G с соответствующими матрицами:

xα(sα) =

1 sa 0
0 1 0
0 0 1

 , xβ(sb) =

1 0 0
0 1 sβ
0 0 1

 ,

xγ(sγ) =

1 0 sγ
0 1 0
0 0 1

 , x−α(s−α) =

 1 0 0
s−α 1 0

0 0 1

 ,

x−β(s−β) =

1 0 0
0 1 0
0 s−β 1

 , x−γ(s−γ) =

 1 0 0
0 1 0
s−γ 0 1

 .

Положим sα = sγ = s, sβ = −1, s−α = 0, s−β = 1, s−γ = 1. Тогда

xα(s)x−α(0)xβ(−1)x−β(1)xγ(s)x−γ(1) (4.1)

=

1 s 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 −1
0 0 1


×

1 0 0
0 1 0
0 1 1

1 0 s
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
1 0 1


=

1 s 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 0 −1
0 1 1

1 + s 0 s
0 1 0
1 0 1


=

1 0 −s
0 0 −1
0 1 1

1 + s 0 s
0 1 0
1 0 1

 =

 1 0 0
−1 0 −1
1 1 1

 .
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Таким образом, для любого параметра s в разложении (4.1) получаем
один и тот же элемент группы G. Используя тождество (4.1), можно
описать универсальные M-разложения для группы G.

Случай I. M = {µ}. Тогда любое M-разложение имеет вид

XM =
( ∏
β 6=µ

Xβ

)
· T ·Xµ.

Так как группа W действует транзитивно на R, то w(µ) = −γ для
некоторого w ∈ W , где γ = α + β. Поэтому можно считать, что µ =
−γ. Ввиду (4.1) мы не получим M-разложения, если корни множества
R \ {−γ} расположены в произведении

∏
β 6=µ

Xβ в следующем порядке:

α, −α, β, −β, γ.
Случай II. M = {µ, ν}.

II a. µ+ν ∈ R. Тогда M – базис системы R. Поскольку любые
два базиса сопряжены элементом группы Вейля, то можно считать,
что µ = −β, ν = γ. При этом, если существует M-разложение, то
корни в R \ M и в M можно зафиксировать в следующем порядке
{−γ, α, −α, β}, {−β, γ}. Ввиду (4.1) мы получим тождество

x−γ(1)xα(s)x−α(0)xβ(−1)x−β(1)xγ(s)

= x−γ(1)

 1 0 0
−1 0 −1
1 1 1

x−γ(−1),

из которого следует неоднозначность разложения в произведение кор-
невых элементов при данном порядке на множествах R \M и M .

II b. µ + ν = 0. Можно считать, что µ = γ, ν = −γ. Тогда
при соответствующем порядке корней в R \M мы получаем тожде-
ство (4.1), а значит, при таком M соответствующее M-разложение не
является универсальным.

II с. 0 6= µ+ν /∈ R. Поскольку такие пары в R = A2 сопряжены
элементом группы автоморфизмов системы корней R (см. [3, Глава VI,
§1]), можно считать, что µ = β, ν = γ. Отметим, что xβ(r)xγ(s) =
xγ(s)xβ(r) для любых r, s ∈ K.

Лемма 4.1. Для любого порядка на множестве

R \M = {−γ, −β, −α, α}
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элемент
g =

( ∏
λ∈R\M

xλ(sλ)
)
· t,

где sλ ∈ K, t ∈ T, определяет однозначно элементы sλ, t.

Доказательство. Пусть

L = T 〈Xα, X−α〉, U = 〈Xβ , Xγ〉, V = 〈X−β , X−γ〉.

Тогда P = LU , P− = LV – параболические подгруппы группы G, у
которых L – группа Леви, а U , V – унипотентные радикалы. Любой
элемент множества P−P однозначно представим в виде

x−β(r−β)x−γ(r−γ)︸ ︷︷ ︸
v∈V

l xβ(rβ)xγ(rγ)︸ ︷︷ ︸
u∈U

где l ∈ L (4.2)

(см. 2.1). Рассмотрим элемент

x =
( ∏
λ∈R\M

xλ(sλ)
)
· t (4.3)

для некоторого зафиксированного порядка корней множество R \M .
Используя тождество

σ1σ2 · · ·σiσi+1 · · ·σn = σ1σ2 · · ·
(
σiσi+1σ

−1
i

)
σi · · ·σn

для последовательности σi = xλ(sλ) и соотношения
xα(sα)x−β(s−β)xα(−sα) = x−β(s−β),

xα(sα)x−γ(s−γ)xα(−sα) = x−γ(s−γ)x−β(±sαs−γ),

x−α(s−α)x−β(s−β)x−α(−s−α) = x−β(s−β)x−γ(±s−as−β),

xα(sα)x−γ(s−γ)xα(−sα) = x−γ(s−γ)x−β(±sαs−γ),

(4.4)

можно переместить элементы xα(sα), x−α(s−α) в произведении (4.3)
вправо и получить разложение вида (4.2), где l = xα(sα)x−α(s−α)t
или l = x−α(s−α)xα(sα)t и rβ = rγ = 0. При этом элементы r−β ,
r−γ однозначно определяются элементами s−β , s−γ , s−α, sα (т. е. для
разных последовательностей s−β , s−γ , s−α, sα получим разные по-
следовательности r−β , r−γ ; это следует из соотношений (4.4)). Далее,
элемент l = xα(sα)x−α(s−α)t или l = x−α(s−α)xα(sα)t однозначно
определен элементами sα, s−α ∈ K, t ∈ T . Таким образом, из эле-
мента x = x(sα, s−α, s−β , s−γ , t) вида (4.3) соответствующими переста-
новками корневых элементов xλ(sλ) можно получить тот же элемент
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x = x(r−β , r−γ , l), но в форме (4.2), которая однозначно определяется
элементами r−β , r−γ , l. �

Ввиду леммы 4.1 при любом порядке на множестве R\M мы получа-
ем однозначность разложения элементов множества

( ∏
λ∈R\M

xλ(sλ)
)
· t.

Однозначность в разложении
( ∏
λ∈R\M

xλ(sλ)
)
· t ·

(
xβ(sβ)xγ(sγ)

)
вы-

текает из (2.1).

Случай III. M = {µ, ν, λ}.

III a. M = R+ при некотором выборе базиса системы корней R.
Тогда мы получаем обычное разложение Гаусса, которое является M -
универсальным.

III b. ν = −µ. Можно считать, что µ = γ. Тогда λ = ±α, ±β.
Так как wγ(γ) = −γ, wγ(α) = −β, wγ(β) = −α, где wγ ∈ W – отраже-
ние, соответствующее корню γ, то можно считать, что

M = {γ,−γ,−β} или {γ,−γ,−α}.

Если M = {γ,−γ,−β}, то выбирая порядок на R \M и M

α,−α, β︸ ︷︷ ︸
=R\M

, −β, γ,−γ︸ ︷︷ ︸
=M

мы можем получить тождество (4.1), которое препятствует существо-
ванию M-разложения. Если M = {γ, γ,−α}, то выбирая порядок на
R \M и M

α,β,−β︸ ︷︷ ︸
=R\M

, −α, γ,−γ︸ ︷︷ ︸
=M

и учитывая, что в произведении (4.1) присутствует единичная матрица
x−α(0), также получаем тождество (4.1).

III c. µ + ν = −λ. Можно считать, что M = {−α,−β, γ}.
Зафиксируем порядок −γ, α, β на R \M . Тогда из тождества (4.1)
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получим тождество

x−γ(1)
(
xα(s)x−α(0)xβ(−1)x−β(1)xγ(s)x−γ(1)

)
x−γ(−1)

= x−γ(1)xα(s)xβ(−1)︸ ︷︷ ︸
R\M

x−α(0)x−β(1)xγ(s)︸ ︷︷ ︸
M

= x−γ(1)

 1 0 0
−1 0 −1
1 1 1

x−γ(−1).

Случай IV. |M |> 3. Заменяя в тождестве (4.1) все элементы на
обратные, получим тождество

x−γ(−1)xγ(−s)x−β(−1)xβ(1)x−α(0)xα(−s) =

 1 0 0
−1 0 −1
1 1 1

−1.
Теперь, рассматривая вместо M множество R \M , можно получить
аналогичные результаты для случаев |M |< 3.

Суммируя рассуждения, приведенные выше, получаем

Предложение 4.2. Множество M ⊂ R определяет универсальное
M-разложение тогда и только тогда, когда выполнено одно из усло-
вий:

(i) M = {µ, ν}, 0 6= µ+ ν /∈ R;
(ii) M = {µ, ν, λ}, µ+ ν = λ;
(iii) M = {µ, ν, λ,−λ}, 0 < µ+ ν /∈ R.

Замечание 4.3. Случай (i) и случай (iii) – производные от разложе-
ния подмножества P−P , где

P = T 〈X±λ〉︸ ︷︷ ︸
L

〈Xµ, Xν〉︸ ︷︷ ︸
=Ru(P )

– параболическая подгруппа, L – ее подгруппа Леви, а Ru(P ) – ее уни-
потентный радикал. В случае (i), R\M – корни, соответствующие кор-
невым подгруппам параболической группы P−. Отметим, что случай
(i) является квазипараболическим разложением, у которого Ms = ∅.
В случае (iii), множество M – это корни, соответствующие корневым
подгруппам параболической группы P .
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§5. Пример неоднозначности разложения в
произведение корневых подгрупп в группе типа C2

Пусть V – линейное пространство над полем K, dimV = 4, на кото-
ром определена невырожденная кососимметрическая билинейная фор-
ма < > : V × V → K. Далее пусть e1, e2, e−2, e−1 – базис линейного
пространства V такой, что

< e1, e−1 >= 1, < e2, e−2 >= 1 и < ei, ej >= 0 для всех j 6= −i.

Симплектическая группа Sp(V ) – это односвязная группа типа C2,
порожденная корневыми подгруппами

xε1−ε2(p), xε1+ε2(q), x2ε1(s), x2ε2(t), x−ε2+ε1(w),

x−ε1−ε2(r), x−2ε1(v), x−2ε2(u),

где p, q, s, t, w, r, v, u ∈ K. Базисные векторы e1, e2, e−2, e−1 являются
весовыми векторами, соответствующими весам ε1, ε2, −ε2, −ε1. Далее

xε1−ε2(p) =


1 p 0 0
0 1 0 0
0 0 1 −p
0 0 0 1

 , x−ε1+ε2(w) =


1 0 0 0
w 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −w 1

 ,

xε1+ε2(q) =


1 0 q 0
0 1 0 q
0 0 1 0
0 0 0 1

 , x−ε1−ε2(r) =


1 0 0 0
0 1 0 0
r 0 1 0
0 r 0 1

 ,

x2ε1(s) =


1 0 0 s
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , x−2ε1(v) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
v 0 0 1

 ,

x2ε2(t) =


1 0 0 0
0 1 t 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , x−2ε2(u) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 u 1 0
0 0 0 1

 .

Перемножая соответствующие матрицы xλ(sλ), получим

x−ε1−ε2(0)x−ε1+ε2
(
1−α2

2α

)
xε1+ε2(α)xε1−ε2(−α)x2ε1(−α2)x−2ε2(1) (5.1)
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×x2ε2(0)x−2ε1(1) =


1 0 α 0

1+α2

2α 1 1−α2

2 α
α 1 1 α

1− 1−α2

2 − 1−α2

2α − 1−α2

2α 1− 1−α2

2


= x−ε1−ε2(α)x−ε1+ε2

(
1+α2

2α

)
xε1+ε2(α)xε1−ε2(−α)x2ε1(−α2)x−2ε2(1)

×x2ε2(−α2)x−2ε1(0).

Доказательство.

A := xε1+ε2(α)xε1−ε2(−α)x2ε1(−α2)x−2ε2(1)

=


1 0 α 0
0 1 0 α
0 0 1 0
0 0 0 1




1 −α 0 0
0 1 0 0
0 0 1 α
0 0 0 1




1 0 0 −α2

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1



=


1 −α α α2

0 1 0 α
0 0 1 α
0 0 0 1




1 0 0 −α2

0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1

 =


1 0 α 0
0 1 0 α
0 1 1 α
0 0 0 1

 .

Далее

x−ε1−ε2(0)x−ε1+ε2
(
1−α2

2α

)
Ax2ε2(0)x−2ε1(1)

=


1 0 0 0

1−α2

2α 1 0 0
0 0 1 0

0 0 − 1−α2

2α 1




1 0 α 0
0 1 0 α
0 1 1 α
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 1



=


1 0 α 0

1+α2

2α 1 1−α2

2 α
α 1 1 α

1− 1−α2

2 − 1−α2

2α − 1−α2

2α 1− 1−α2

2



=


1 0 0 0

1+α2

2α 1 0 0
α 0 1 0

1+α2

2 α − 1+α2

2α 1




1 0 α 0
0 1 −α2 α
0 1 1− α2 α
0 0 0 1


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=


1 0 0 0
0 1 0 0
α 0 1 0
0 α 0 1




1 0 0 0
1+α2

2α 1 0 0
0 0 1 0

0 0 − 1+α2

2α 1



×


1 0 α 0
0 1 0 α
0 1 1 α
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 −α2 0
0 0 1 0
0 0 0 1


= x−ε1−ε2(α)x−ε1+ε2

(
1+α2

2α

)
Ax2ε2(−α2)x−2ε1(0). �

Предложение 5.1. Для замкнутого множества корней

M = {±2ε1,±2ε2}

не существует универсальное M-разложение группы G = Sp4(K).

Доказательство. Тождество (5.1) показывает, что не существует M-
разложение группы G при следующем порядке корней

−ε1 − ε2, −ε1 + ε2, ε1 + ε2, ε1 − ε2︸ ︷︷ ︸
R\M

, 2ε1, −2ε2, 2ε2, −2ε1︸ ︷︷ ︸
M

. �

Замечание 5.2. По-видимому, используя тождество (5.1) можно по-
казать невозможность M-разложения группы G. Для этого надо про-
верить, что при любой перестановке корней в R\M и при любой пере-
становке корней вM мы также получим неоднозначность при разложе-
нии в произведение элементов корневых подгрупп и тора. По крайней
мере, это очевидно для перестановок корней внутри множества M .
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Gordeev N. L. Generalized Gauss decompositions of simple algebraic
groups.

Let G be a simple algebraic group which is defined and split over a field
K and which corresponds to an irreducible root system R. Further, let
G = G(K) be the group of K-points. We say that the group G has an M -
decomposition, where M ⊂ R, if every element of the subset

∏
β∈R\M Xβ ·

T ·
∏
α∈M Xα, where Xβ , Xα are root subgroups and T is the group of K-

points of a maximal split torus, can be represented uniquely as products
of eleements of root subgroups and the group T . Moreover, we assume
here that the order of the multiplication of elements of groups Xβ and
Xα is fixed. If such a decomposition holds for every fixed order of the
multiplication of elements of groups {Xβ}β∈R\M , {Xα}α∈M , we say that
the group G has the universal M -decomposition. The important example
of the universal M -decomposition является is the classical Gauss decom-
position where M = R+ is the set of positive roots.

In this paper we consider the examples of M -decompositions, which
appear when we deal with parabolic subgroups of G. Moreover, for groups
of types A2, B2 we construct the identities which are obstacles to a const-
ruction of universal M -decomposition for some subsets M ⊂ R.
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