
Записки научных
семинаров ПОМИ

Том 522, 2023 г.

А. И. Генералов, И. М. Зильберборд, В. А. Рогов

КОГОМОЛОГИИ ХОХШИЛЬДА АЛГЕБР
ДИЭДРАЛЬНОГО ТИПА. X. ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ
ЛОКАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ

Введение

Настоящая работа является продолжением серии работ, посвящен-
ных исследованию когомологий Хохшильда алгебр диэдрального типа
(см. [1–9]). Она посвящена вычислению групп когомологий Хохшильда
HHn(R) для одной из серий алгебр диэдрального типа из классифи-
кации К. Эрдман [10], а именно, для серии исключительных локаль-
ных алгебр, появляющихся в случае, когда основное (алгебраически
замкнутое) поле имеет характеристику 2.

Пусть K – алгебраически замкнутое поле, p = charK, k ∈ N \ {1} и,
наконец, c, d ∈ {0, 1} – параметры из поля K. Рассмотрим K-алгебру

Sk,c,d := K〈X,Y 〉/I,

где K〈X,Y 〉 – кольцо многочленов от двух некоммутирующих пере-
менных, а I – двусторонний идеал, порожденный элементами

X2 − c(XY )k, Y 2 − d(XY )k, (XY )k − (Y X)k, Y (XY )k, X(Y X)k.

При c = 0 = d, т.е. для алгебр Sk,0,0, алгебра когомологий Хохшиль-
да была вычислена в [2, 3]. Заметим, что если p 6= 2, то семейством
{Sk,0,0}k>2 исчерпываются локальные алгебры диэдрального типа. Но
при p = 2 (и (c, d) 6= (0, 0)) возникают алгебры, которые мы назы-
ваем “исключительными”. В настоящей работе мы вычисляем группы
HHn(Rk) для алгебр Rk := Sk,1,0.

Как и в предыдущих работах, для этой цели строится минимальная
проективная бимодульная резольвента для алгебр Rk. В изученных
ранее случаях матрицы дифференциалов в резольвентах были блоч-
ными и одновременно близкими к так называемым “ленточным”, что
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позволяло сравнительно легко обнаруживать закономерности в распо-
ложении (довольно малого числа видов) блоков в матрицах диффе-
ренциалов.

Для исследуемой здесь серии алгебр “ленточность” матриц диффе-
ренциалов в резольвентах не наблюдалась; было трудно отыскать зако-
номерности в изменениях “узора” присутствия или отсутствия блоков
на соответствующих местах. Лишь после “ручного подсчёта” вплоть
до 64-ого дифференциала резольвенты обнаружилась закономерность
так называемого треугольника Серпинского в расположении блоков
(этот двоичный узор получается редуцированием биномиальных ко-
эффициентов по модулю 2).

После построения упомянутой бимодульной резольвенты мы
используем её для вычисления групп HHn(Rk).

Отметим, что, отталкиваясь от результатов настоящей работы, в
[15] вычислена алгебра когомологий Хохшильда для второй “подсерии”
локальных алгебр, а именно, для Sk,1,1.

§1. Предварительные результаты

Пусть K – алгебраически замкнутое поле, charK = 2, k ∈ N \ {1}.
Положим R := Rk = Sk,1,0, и через x и y обозначим образы X и Y при
естественном эпиморфизме K〈X,Y 〉 → R. Множество

{1, x2} ∪ {x(yx)j , y(xy)j}k−1
j=0 ∪ {(xy)j , (yx)j}k−1

j=1

является K-базисом алгебры R, и таким образом, dimKR = 4k. Введем
дополнительно обозначения

zx := x(yx)k−1, zy := y(xy)k−1,
x̃ := x+ zy.

Лемма 1.1. Минимальной проективной резольвентой единственно-
го простого R-модуля RK является следующий комплекс:

K
ε←− R ∂0←− R2 ∂1←− · · ·←− Rn ∂n−1←− · · · ,
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где ε — пополняющее отображение, а для m > 0

∂2m =



x y 0 0 . . . . . . . . . 0
zy 0 x 0 . . . . . . . . . 0
0 zx 0 y . . . . . . . . . 0

0 0 zy 0
. . . . . . . . . 0

0 0 0 zx
. . . . . . . . .

...
...

...
... . . .

. . . 0 x 0
0 0 . . . . . . . . . zx 0 y


: R2m+2 −→ R2m+1,

∂2m+1 =



zy x̃ 0 0 . . . . . . . . . 0
zx 0 y 0 . . . . . . . . . 0
0 zy 0 x̃ . . . . . . . . . 0

0 0 zx 0
. . . . . . . . . 0

0 0 0 zy
. . . . . . . . .

...
...

...
... . . .

. . . 0 x̃ 0
0 0 . . . . . . . . . zx 0 y


: R2m+3 −→ R2m+2.

Доказательство точности построенного комплекса состоит в прямой
проверке, и мы оставляем это читателю.

Пусть Λ := R⊗K Rop — обертывающая алгебра алгебры R. Если

R
η←− Q0

d0←− Q1
d1←− · · ·←− Qn

dn←− · · ·

– минимальная Λ-проективная резольвента модуля ΛR, то по лемме
Хаппеля [11] имеем Qm ' Λm+1 (см. также [12, лемма 2]). Для нахож-
дения дифференциалов используем следующее утверждение (см. [13]):
если последовательность

R
η←− Λ

d0←− Λ2 d1←− · · ·←− Λn
dn−1←− · · · (1)

является комплексом Λ-модулей и после применения к ней функтора
−⊗R K получается минимальная R-проективная резольвента модуля
RK, то она сама является минимальной Λ-проективной резольвентой.
Таким образом, осталось лишь подобрать в (1) отображения так, чтобы
выполнялись равенства

η ⊗R K = ε, dn ⊗R K = ∂n, ηd0 = 0, d2 = 0.
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Поскольку дифференциалы dn действуют между свободными модуля-
ми, то мы будем описывать дифференциалы с помощью матриц; при
этом компоненты таких матриц рассматриваются как гомоморфизмы
умножений справа на соответствующие элементы из Λ.

§2. Построение бимодульной резольвенты

Введем дополнительные обозначения:

для r ∈ R ∆r := ∆(r) := r ⊗ 1 + 1⊗ r;
кроме того,

Lx :=

k−1∑
i=0

(xy)k−1−ix⊗ (xy)i,

Rx :=

k−1∑
i=0

(yx)k−1−i ⊗ x(yx)i,

Ly :=

k−1∑
i=0

(yx)k−1−iy ⊗ (yx)i,

Ry :=

k−1∑
i=0

(xy)k−1−i ⊗ y(xy)i.

Полезно заметить, что

Ly +Ry = (y ⊗ 1 + 1⊗ y)

k−1∑
i=0

(xy)k−1−i ⊗ (yx)i

(и аналогичное соотношение имеет место для Lx +Rx).
Далее опишем блоки, из которых будем строить матрицы диффе-

ренциалов бимодульной резольвенты. Отметим, что блоки d0, d1, . . . , d7

сами являются соответствующими начальными дифференциалами:

d0 =
(
∆x ∆y

)
,

d1 =

(
Ly +Ry ∆x+ Ly 0
Lx +Rx Rx ∆y

)
,

d2 =

∆x + y ⊗ (xy)k−1 ∆y 1 ⊗ x 0
∆(zy) 0 ∆x 0

(yx)k−1 ⊗ zx ∆(zx) 0 ∆y

 ,
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d3 =

Ly + Ry ∆(x̃) 0 u3 0
Lx + Rx v3 ∆y 1 ⊗ zx + Rx 0

0 ∆(zy) 0 x̃⊗ 1 + 1 ⊗ x 0
0 0 ∆(zx) 0 ∆y

 ,

где
u3 = 1⊗ x+ Ly + zy ⊗ 1, v3 = 1⊗ zx + x⊗ (xy)k−1,

d4 =


∆x ∆y y ⊗ (xy)k−1 0 1 ⊗ x 0

∆(zy) 0 x⊗ 1 + 1 ⊗ x̃ 0 1 ⊗ x 0

(yx)k−1 ⊗ zx ∆(zx) 0 ∆y 0 0
0 0 ∆(zy) 0 ∆x 0
0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y

 ,

d5 =


Ly + Ry ∆x+ Ly 0 u5 0 1⊗ x+ Ly + zy ⊗ 1 0
Lx + Rx Rx ∆y v5 0 1⊗ zx + Rx 0

0 ∆(zy) 0 ∆(x̃) 0 1⊗ x 0
0 0 ∆(zx) 0 ∆y 0 0
0 0 0 ∆(zy) 0 x̃⊗ 1 + 1⊗ x 0
0 0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y

 ,

где
u5 = Ly + ∆(zy), v5 = 1⊗ zx + x⊗ (xy)k−1 +Rx,

d6 =


∆x + y ⊗ (xy)k−1 ∆y v6 0 v6 0 1 ⊗ x 0

∆(zy) 0 ∆x 0 1 ⊗ zy 0 1 ⊗ x 0

(yx)k−1 ⊗ zx ∆(zx) 0 ∆y 0 0 0 0
0 0 ∆(zy) 0 u6 0 1 ⊗ x 0
0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y 0 0
0 0 0 0 ∆(zy) 0 ∆x 0
0 0 0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y

 ,

где
u6 = x⊗ 1 + 1⊗ x̃, v6 = 1⊗ x+ y ⊗ (xy)k−1,

d7 =


Ly+Ry ∆(x̃) 0 1⊗x̃ 0 1⊗x̃ 0 u3 0

Lx+Rx v3 ∆y x⊗(xy)k−1 0 x⊗(xy)k−1 0 v7 0
0 ∆(zy) 0 u7 0 1⊗zy 0 1⊗x 0
0 0 ∆(zx) 0 ∆y 0 0 0 0
0 0 0 ∆(zy) 0 ∆(x̃) 0 1⊗x 0
0 0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y 0 0
0 0 0 0 0 ∆(zy) 0 u7 0
0 0 0 0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y

 ,

где
u7 = x̃⊗ 1 + 1⊗ x, v7 = 1⊗ zx +Rx,
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A0 =


u6 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 ∆y 0 0 0 0 0 0

∆(zy) 0 ∆x 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 ∆(zx) 0 ∆y 0 0 0 0
0 0 ∆(zy) 0 u6 0 1⊗ x 0
0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y 0 0
0 0 0 0 ∆(zy) 0 ∆x 0
0 0 0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y

 ,

A1 =


∆(x̃) 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0

0 ∆y 0 0 0 0 0 0
∆(zy) 0 u7 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0

0 ∆(zx) 0 ∆y 0 0 0 0
0 0 ∆(zy) 0 ∆(x̃) 0 1⊗ x 0
0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y 0 0
0 0 0 0 ∆(zy) 0 u7 0
0 0 0 0 0 ∆(zx) 0 ∆y

 ,

l0 =
(
0 0 0 0 y ⊗ (xy)k−1 0 1⊗ x 0

)
,

l1 =

(
0 0 0 0 u5 0 u3 0
0 0 0 0 v5 0 v7 0

)
,

l2 =

0 0 y ⊗ (xy)k−1 0 v6 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0

 ,

l3 =


0 0 u5 0 1⊗ x̃ 0 u3 0
0 0 v5 0 x⊗ (xy)k−1 0 v7 0
0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0

 ,

l4 =


y ⊗ (xy)k−1 0 1⊗ x 0 y ⊗ (xy)k−1 0 1⊗ x 0

0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0

 ,

l5 =


u5 0 u3 0 u5 0 u3 0
v5 0 v7 0 v5 0 v7 0
0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0

 ,
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l6 =


v6 0 v6 0 v6 0 1⊗ x 0

1⊗ zy 0 1⊗ x 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0

0 0 0 0 0 0 0 0

 ,

lL6 = l̃L6 =


0 0 0 0 0 0 y ⊗ (xy)k−1 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

 ,

l7 =



1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 u3 0

x⊗ (xy)k−1 0 x⊗ (xy)k−1 0 x⊗ (xy)k−1 0 v7 0
1⊗ zy 0 1⊗ x 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0

0 0 0 0 0 0 0 0


,

lL7 =



0 0 0 0 0 0 u5 0
0 0 0 0 0 0 v5 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,

l̃L7 =



0 0 0 0 0 0 0 u5 0

0 0 0 0 0 0 0 v5 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0


,
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B =



1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1⊗ zy 0 1⊗ x 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x̃ 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1⊗ zy 0 1⊗ x 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,

BL =



0 0 0 0 0 0 1⊗ zy 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,

P0 =



∆(zy) 0
(yx)k−1 ⊗ zx ∆(zx)

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0


,

Pi =



0 . . . 0 ∆(zy) 0
0 . . . 0 0 ∆(zx)
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0 0 0
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
i штук

0 0


(i = 1, . . . , 7).

Введем в рассмотрение также нулевые блоки lL0 , l
L
1 , . . . , l

L
5 , l̃

L
0 , l̃

L
1 ,

. . . , l̃L5 , размер которых ясен из контекста. Кроме того, положим P :=
P6, A2 := A4 := A6 := A0, A3 := A5 := A7 := A1.
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Для n > 0 и 0 6 j 6 n символ
(
n
j

)
обозначает биномиальный коэф-

фициент. Также используем соглашение
(
n
−1

)
= 0 =

(
n
n+1

)
.

Теорема 2.1. Сохраняя предыдущие обозначения, рассмотрим после-
довательность

R
η←− Λ

d0←− Λ2 d1←− · · · ←− Λt
dt−1←− · · · , (2)

в которой η(a ⊗ b) = ab, а при n > 0, 0 6 m 6 7 матрица гомомор-
физма d8n+m имеет следующую блочную структуру:

d8n+m = (3)


dm+nl̃Lm

(
n

n−1

)
lm+

(
n

n−2

)
lLm

(
n

n−2

)
lm+

(
n

n−3

)
lLm

(
n

n−3

)
lm+

(
n

n−4

)
lLm ... ... ...

(
n
1

)
lm+lLm lm

Pm Am+
(
n−1
n−2

)
BL

(
n−1
n−2

)
B+

(
n−1
n−3

)
BL

(
n−1
n−3

)
B+

(
n−1
n−4

)
BL ... ... ...

(
n−1
1

)
B+BL B

0 P Am+
(
n−2
n−3

)
BL

(
n−2
n−3

)
B+

(
n−2
n−4

)
BL ... ... ...

(
n−2
1

)
B+BL B

0 0 P Am+
(
n−3
n−4

)
BL ... ... ... ... B

0 0 0 P ... ... ... ... ...

.

.

.
.
.
.

.

.

. 0

. . .
. . .

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
. . . BL B

... ... ... ... 0 0 P Am+BL B
0 0 ... ... ... 0 0 P Am



,

где справа от блока dm +nl̃Lm, расположенного в верхнем левом углу,
стоит n блоков (размера 8 × 8), и ниже этого блока также сто-
ит n блоков (размера 8× 8). Тогда последовательность (2) является
минимальной проективной резольвентой модуля ΛR.

Замечание 2.2. Отметим дополнительно, что при n = 1 (т.е. в мат-
рице дифференциала d8+m) в левом нижнем углу стоит Pm.

Доказательство теоремы 2.1. Как было отмечено выше, нам надо
показать, что

• последовательность (2) является комплексом;
• η ⊗R K = ε, dq ⊗R K = ∂q (q > 0).

Равенство η ⊗R K = ε очевидно. Для проверки соотношения dq ⊗R
K = ∂q надо заметить, что функтор − ⊗R K действует на элементы
матриц так, что слагаемые вида a ⊗ b, где b ∈ RadR, отображаются
в нуль. Поэтому сразу ясно, что этот функтор обнуляет все блоки, за
исключением di, Ai, Pi. Наконец, для последней группы блоков удается
легко обнаружить, что слагаемые вида a⊗1 из компонент матрицы dq
стоят на тех же позициях, что и элементы a из ∂q.

Ясно, что ηd0 = 0, и остается проверить, что d2 = 0.
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Лемма 2.3. Для блоков, из которых состоят матрицы дифференци-
алов dt, выполняются следующие соотношения:

dmdm+1 = 0, dm l̃Lm+1 + l̃Lmdm+1 + lmPm+1 = 0,

l̃Lm l̃Lm+1 = 0 = lLmPm+1,

lLmP = 0 = l̃LmlLm+1 = lLmBL,

l̃Lmlm+1 = lLmB, dmlLm+1 + lLmAm+1 + lmP = 0,

lLmB + dmlm+1 + lmAm+1 = 0, Pm l̃Lm+1 = 0 = BLPm+1,

Pmdm+1 + AmPm+1 = 0, (BL)2 = BLP = PmlLm+1 = 0,

Pmlm+1 = AmAm+1 = PB, AmAm+1 + BLAm+1 + AmBL + BP = 0,

B2 = BBL = BLB, AmAm+1 + AmB + BAm+1 + B2 = 0,

PPm+1 = 0 = PAm+1 + AmP, PBL = BLP = P 2 = 0.

Доказательство леммы состоит в прямых вычислениях, которые мы
предоставляем провести читателю.

Пусть D8n+m – матрица, составленная из блоков d8n+m, 0 6 i, j 6 n.
Тогда

D8n+m[i, j] =



dm + nl̃Lm, если (i, j) = (0, 0),

Pm, если (i, j) = (1, 0),

P, если i− 1 = j > 0,

0, если i− j > 1,

Am +
(
n−i
n−i−1

)
BL, если i = j > 1,(

n
n−j
)
lm +

(
n

n−j−1

)
lLm, если i = 0 < j,(

n−i
n−j
)
B +

(
n−i

n−j−1

)
BL, если i > 0, 0 < j − i.

(4)

В силу блочного устройства матриц гомоморфизмов dq нам надо
показать, что при 0 6 m 6 6

∀i, j
n∑
t=0

D8n+m[i, t]D8n+m+1[t, j] = 0. (5)

Если же m = 7, то мы отделим первый столбец от d8n+7: пусть

d7 =
(
u7 d′7

)
,

где
u7 =

(
Ly +Ry Lx +Rx 0 0 0 0 0 0

)T
.
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Рассмотрим вспомогательную матрицу D̃8n+7, в которой

D̃8n+7[i, 0] :=
(
0 0 0 0 0 0 0 0

)T при 1 6 i 6 n,

D̃8n+7[0, 0] := u7,

D̃8n+7[0, 1] := d′7 + nlL7 ,

D̃8n+7[1, 1] := P.

Кроме того, D̃8n+7[i, 1] определяется соотношением

D8n+7[i, 0] =
(
D̃8n+7[i, 0] D̃8n+7[i, 1]

)
при 0 6 i 6 n.

Наконец,

D̃8n+7[i, j] := D8n+7[i, j − 1] при 2 6 j 6 n+ 1, 0 6 i 6 n.

В этом случае надо доказать, что

∀i, j
n+1∑
t=0

D̃8n+7[i, t]D8n+8[t, j] = 0. (6)

Теперь соотношения (5) и (6) устанавливаются с помощью прямых
(хотя и утомительных) вычислений, и соответствующие проверки мы
предоставляем проделать читателю. �

Замечание 2.4. Отметим, что при проверке соотношений (5), (6) до-
вольно часто используются соотношения

при n > 1 и 0 6 j 6 n
j−1∑
t=1

(
n

n− t

)(
n− t
n− j

)
≡ 0 (mod 2).

§3. Вычисление групп когомологий

Применяя HomΛ(−, R) к резольвенте из (2), получим, учитывая
стандартные отождествления, следующую последовательность:

Q• : R
δ0−→ R2 δ1−→ R3 δ2−→ · · · −→ Rn+1 δn−→ · · · ,

где δn := HomΛ(dn, R). Тогда

HHn(R) = ExtΛ(R,R) = Hn(Q•).
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Замечание 3.1. Поскольку дифференциалы δn действуют между сво-
бодными R-модулями, то их вновь можно описывать с помощью мат-
риц. После соответствующих отождествлений матрица δn получается
с помощью транспонирования из матрицы dn (в подходящих базисах).
Будет удобно интерпретировать эту связь следующим образом. Мы за-
меняем действие матрицы δn на элемент ξ =

(
ξ1, . . . , ξn+1

)
∈ Rn+1

действием матрицы dn с помощью умножения строки ξ на dn справа:
ξ 7→ ξdn; при этом слагаемое вида a ⊗ b из компоненты (dn)ij пере-
водит (в соответствии со структурой Λ-модуля на R) компоненту ξi в
(a⊗b)∗ξi = a ·ξi ·b. Кроме того, для Λ-гомоморфизма вида ϕ : Λk → Λ`

индуцированный гомоморфизм

R` ' HomΛ(Λ`, R)→ HomΛ(Λk, R) ' Rk

обозначим через ϕ∗.

В дальнейшем для краткости строка, состоящая из n нулей, будет
обозначаться через On.

Предложение 3.2. В предыдущих обозначениях

(а) dimK Ker δ0 = k + 3,

(б) dimK Ker δ1 =

{
4k + 2, если k нечетно,
4k + 3, если k четно,

(в) dimK Ker δ2 = 5k + 5,

(г) dimK Ker δ3 = 8k + 5,

(д) для 0 6 q 6 3

dimK Ker δq+4 − dimK Ker δq = 8k + 5.

Доказательство. То, что dim Ker δ0 = k + 3, получено в [10, III.1.3].
Далее мы укажем базисы для Ker δr, 1 6 r 6 7, поскольку их явное

описание понадобится также и в дальнейших вычислениях.
Рассуждая аналогично доказательству [14, предложение 4.5], полу-

чаем, что при нечётном k следующий набор образует базис Ker δ1:
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((xy)i + (yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(x(yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, y(xy)i) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, (xy)i + (yx)i) для 1 6 i 6 k − 1,

(x, y), ((xy)k−1, 1), (y(xy)k−1, 0),

(x2, 0), (0, x(yx)k−1), (0, x2).

Для получения базиса Ker δ1 при чётном k надо элемент (x, y) в ука-
занном выше множестве заменить на пару элементов (x, 0), (0, y).

Аналогичным образом проверяется, что следующий набор образует
базис Ker δ2:

((xy)i + (yx)i, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, (xy)i + (yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, x(yx)i, 0) для 0 6 i 6 k − 1,

(O2, y(xy)i) для 0 6 i 6 k − 1,

(O2, (xy)i + (yx)i) для 1 6 i 6 k − 1,

(x(yx)k−1,O2), (x2,O2), (0, 1, 0), (0, y(xy)k−1, 0),

(0, x2, 0), (O2, 1), (O2, x(yx)k−1), (O2, x
2).

Далее, при нечётном k следующий набор образует базис Ker δ3:

((xy)i + (yx)i, 0, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(x(yx)i,O3) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, y(xy)i,O2) для 0 6 i 6 k − 1,

(0, (xy)i + (yx)i,O2) для 1 6 i 6 k − 1,

(O2, (xy)i + (yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O2, x(yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O3, y(xy)i) для 0 6 i 6 k − 1,

(O3, (xy)i + (yx)i) для 1 6 i 6 k − 1,

(x̃,O3), (y(xy)k−1, 0, x, 0), ((yx)k−1, 1,O2),
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(x2,O3), (0, x(yx)k−1,O2), (0, x2,O2),

(O2, y(xy)k−1, 0), (O2, x
2, 0), (O3, 1), (O3, x(yx)k−1), (O3, x

2).

Для k чётного надо в указанном выше множестве вместо элемента
(0, y,O2) использовать элемент (x,O3), а (x̃,O3) заменить на
(y(xy)k−1, y,O2).

Далее, следующий набор образует базис Ker δ4:

((xy)i + (yx)i,O2, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, (xy)i + (yx)i, 0, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, x(yx)i,O2) для 1 6 i 6 k − 1,

(O2, (xy)i + (yx)i,O2) для 1 6 i 6 k − 1,

(O2, y(xy)i,O2) для 0 6 i 6 k − 1,

(O3, (xy)i + (yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O3, x(yx)i, 0) для 0 6 i 6 k − 1,

(O4, (xy)i + (yx)i) для 1 6 i 6 k − 1,

(O4, y(xy)i) для 0 6 i 6 k − 1,

(1, 1,O3), (x(yx)k−1,O4), (x2,O4),

(y(xy)k−1, y(xy)k−1), (0, x2,O3), (O2, 1,O2), (O2, x(yx)k−1,O2),

(O2, x
2,O2), (O3, 1, 0), (O3, y(xy)k−1, 0), (O3, x

2, 0),

(O4, 1), (O4, x(yx)k−1), (O4, x
2).

При нечётном k следующий набор образует базис Ker δ5:

((xy)i + (yx)i,O3, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(x(yx)i,O5) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, (xy)i + (yx)i,O4) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, y(xy)i,O4) для 1 6 i 6 k − 1,

(O2, (xy)i + (yx)i, 0, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O2, x(yx)i,O3) для 1 6 i 6 k − 1,

(O3, y(xy)i,O2) для 0 6 i 6 k − 1,
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(O3, (xy)i + (yx)i,O2) для 1 6 i 6 k − 1,

(O4, (xy)i + (yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O4, x(yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O5, y(xy)i) для 0 6 i 6 k − 1,

(O5, (xy)i + (yx)i) для 1 6 i 6 k − 1,

(x̃, y,O4), (y(xy)k−1, 0, x,O3), (x2,O5),

((xy)k−1, 1,O2, (xy)k−1, 0), (0, x(yx)k−1,O4), (0, x2,O4),

(O2, x, 0, x, 0), (O2, x̃,O3), (O2, x
2,O3),

(O3, 1,O2), (O3, x(yx)k−1,O2), (O3, x
2,O2),

(O4, y(xy)k−1, 0), (O4, x
2, 0), (O5, 1), (O5, x(yx)k−1), (O5, x

2).

При k чётном к этому множеству надо добавить элемент (x,O5).
Следующий набор (для любого k) образует базис Ker δ6:

((xy)i + (yx)i, (yx)i, 0, (xy)i,O3) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, x(yx)i,O5) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, (xy)i + (yx)i,O3, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O2, y(xy)i,O4) для 0 6 i 6 k − 1,

(O2, (xy)i + (yx)i,O4) для 1 6 i 6 k − 1,

(O3, (xy)i + (yx)i, 0, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O3, x(yx)i,O3) для 1 6 i 6 k − 1,

(O4, (xy)i + (yx)i,O2) для 1 6 i 6 k − 1,

(O4, y(xy)i,O2) для 0 6 i 6 k − 1,

(O5, x(yx)i, 0) для 0 6 i 6 k − 1,

(O5, (xy)i + (yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O6, y(xy)i) для 0 6 i 6 k − 1,

(O6, (xy)i + (yx)i) для 1 6 i 6 k − 1,

(x(yx)k−1,O6), (x2,O6), (0, 1, 0, 1,O3), (0, x, 0, x,O3),

(0, y(xy)k−1, 0, y(xy)k−1,O3), (0, x2,O5), (O2, 1,O4), (O2, x(yx)k−1,O4),
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(O2, x
2,O4), (O3, x

2,O3), (O4, 1,O2), (O4, x(yx)k−1,O2),

(O4, x
2,O2), (O5, 1, 0), (O5, y(xy)k−1, 0), (O5, x

2, 0),

(O6, 1), (O6, x(yx)k−1), (O6, x
2).

Наконец, с помощью тех же приёмов получаем, что при нечётном k
следующий набор образует базис Ker δ7:

((xy)i + (yx)i, 0, (yx)i, 0, (xy)i,O3) для 1 6 i 6 k − 1,

(x(yx)i,O7) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, y(xy)i,O6) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, (xy)i + (yx)i,O6) для 1 6 i 6 k − 1,

(O2, (xy)i + (yx)i, 0, (xy)i + (yx)i,O3) для 1 6 i 6 k − 1,

(O2, x(yx)i,O5) для 1 6 i 6 k − 1,

(O3, y(xy)i,O4) для 0 6 i 6 k − 1,

(O3, (xy)i + (yx)i,O4) для 1 6 i 6 k − 1,

(O4, (xy)i + (yx)i, 0, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O4, x(yx)i,O3) для 1 6 i 6 k − 1,

(O5, y(xy)i,O2) для 0 6 i 6 k − 1,

(O5, (xy)i + (yx)i,O2) для 1 6 i 6 k − 1,

(O6, (xy)i + (yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O6, x(yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O7, y(xy)i) для 0 6 i 6 k − 1,

(O7, (xy)i + (yx)i) для 1 6 i 6 k − 1,

(x, 0, y(xy)k−1,O5), (x̃, 0, x̃,O5), (x2,O7),

((yx)k−1, 1,O6), (0, y, x̃,O5), (0, x(yx)k−1,O6), (0, x2,O6),

(O2, y(xy)k−1, 0, x,O3), (O2, x
2,O5), (O3, 1,O4), (O3, x(yx)k−1,O4),

(O3, x
2,O4), (O4, x̃,O3), (O4, x, 0, x, 0),

(O4, x
2,O3), (O5, 1,O2),

(O5, x(yx)k−1,O2), (O5, x
2,O2), (O6, y(xy)k−1, 0), (O6, x

2, 0),
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(O7, 1), (O7, x(yx)k−1), (O7, x
2).

При k чётном для получения базиса Ker δ7 надо элементы
(x, 0, y(xy)k−1,O5), (x̃, 0, x̃,O5), ((yx)k−1, 1,O6) заменить на элементы

(x,O7), (y(yx)k−1, y,O6), (y(yx)k−1, 0, x,O5).

�

Следствие 3.3.

(а) dimK Im δ0 = 3k − 3,

(б) dimK Im δ1 =

{
4k − 2, если k нечетно,
4k − 3, если k четно,

(в) dimK Im δ2 = 7k − 5,

(г) dimK Im δ3 = 8k − 5,

(д) для 0 6 q 6 3

dimK Im δq+4 − dimK Im δq = 8k − 5.

Доказательство. Утверждение следует из того, что

dim Ker δq + dim Im δq = dimRq+1 = 4k(q + 1). (7)

�

Следствие 3.4. Пусть R = Rk, k > 2. Тогда:

(а) dimK HH0(R) = k + 3,

(б) dimK HH1(R) =

{
k + 5, если k нечетно,
k + 6, если k четно,

(в) dimK HH2(R) =

{
k + 7, если k нечетно,
k + 8, если k четно,

(г) dimK HH3(R) = k + 10,

(д) для q ∈ {0, 1, 2, 3}
dimK HHq+4(R)− dimK HHq(R) = 10.

Доказательство. Утверждение вытекает из предложения 3.2 и след-
ствия 3.3. �
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Замечание 3.5. Для дальнейшего будет полезно описание базиса про-
странства Ker(d7 + l̃L7 )∗ в случае нечётного k. Для его получения надо
в указанном выше базисе для Ker δ7 заменить элементы

(x, 0, y(xy)k−1,O5), (0, y, x̃,O5)

на элементы (x,O7), (zy, y,O6). Отметим также, что

Ker δ6 = Ker(d6 + l̃L6 )∗.

В частности,

dim Im(d6 + l̃L6 )∗ = 15k − 10, dim Im(d7 + l̃L7 )∗ = 16k − 10.

Лемма 3.6.

dim KerA∗0 = dim KerA∗1 = 16k − 10, (8)
dim ImA∗0 = dim ImA∗1 = 16k + 10. (9)

Доказательство. Прямые вычисления показывают, что следующие
элементы из R8 образуют базис KerA∗0:

(x(yx)i,O7) для 1 6 i 6 k − 1,

((xy)i + (yx)i, 0, (yx)i, 0, (xy)i,O3) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, (xy)i + (yx)i,O6) для 1 6 i 6 k − 1,

(0, y(xy)i,O6) для 0 6 i 6 k − 1,

(O2, x(yx)i,O5) для 1 6 i 6 k − 1,

(O2, (xy)i + (yx)i,O3, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O3, y(xy)i,O4) для 0 6 i 6 k − 1,

(O3, (xy)i + (yx)i,O4) для 1 6 i 6 k − 1,

(O4, x(yx)i,O3) для 1 6 i 6 k − 1,

(O4, (xy)i + (yx)i, 0, (xy)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O5, y(xy)i,O2) для 0 6 i 6 k − 1,

(O5, (xy)i + (yx)i,O2) для 1 6 i 6 k − 1,

(O6, (xy)i + (yx)i, 0) для 1 6 i 6 k − 1,

(O6, x(yx)i, 0) для 0 6 i 6 k − 1,
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(O7, y(xy)i) для 0 6 i 6 k − 1,

(O7, (xy)i + (yx)i) для 1 6 i 6 k − 1,

(x2,O7), (0, 1,O6), (0, x(yx)k−1,O6), (0, x2,O6),

(O2, x
2,O5), (O3, 1,O4), (O3, x(yx)k−1,O4),

(O3, x
2,O4), (O4, x

2,O3), (O5, 1,O2),

(O5, x(yx)k−1,O2), (O5, x
2,O2), (O7, 1),

(O7, y(xy)k−1), (O7, x(yx)k−1), (O7, x
2),

(O2, 1, 0, 1,O3), (O2, x, 0, x,O3),

(O2, y(xy)k−1, 0, y(xy)k−1,O3), (O6, 1, 0) (O6, x
2, 0).

}
(10)

Для получения базиса KerA∗1 надо в указанном выше базисе для
KerA∗0 набор элементов из (10) заменить на набор

(x, 0, y(xy)k−1,O5), (y(xy)k−1, 0, x,O5),

(O2, y(xy)k−1, 0, x,O3), (O4, x̃,O3) (O4, x, 0, x, 0).

}
(11)

�

Замечание 3.7. Нам понадобится также описание базиса простран-
ства Ker(A1 + BL)∗. Легко видеть, что для его получения достаточно
в указанном выше базисе для KerA∗1 элемент (x, 0, zy,O5) заменить на
(x,O7).

Мы будем использовать следующее элементарное вспомогательное
утверждение.

Лемма 3.8. Пусть

a =

(
u 0
w v

)
: X ⊕ Y → X1 ⊕ Y1

– линейное отображение между прямыми суммами (конечномерных)
линейных пространств над полем K, имеющее указанный матрич-
ный вид относительно данных прямых разложений. Если

w(Keru) ⊂ Im v, (12)

то
dimK Im a = dimK Imu+ dimK Im v.
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Введём дополнительные обозначения, связанные с блочной струк-
турой матриц дифференциалов δr. Рассмотрим прямое разложение об-
ласти определения дифференциала

δ8n+m : R8n+m+1 → R8n+m+2,

соответствующее этой блочной структуре:

R8n+m+1 = V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vn+1,

где
V1 = Rm+1, а для i > 2 Vi = R8.

Пусть C(t), где 1 6 t 6 n+1, обозначает ограничение дифференциала
δ8n+m на пространство Vn+2−t, иными словами, действие оператора
C(t) описывается t-ой снизу строкой блоков матрицы дифференциала
d8n+m.

Предложение 3.9. Для любых n ∈ N и m ∈ {0, 1, . . . , 7}

dimK Im δ8n+m = dimK Im δm + n dimK Im(Am)∗.

Доказательство. Строение матрицы дифференциала δ8n+m, где 0 6
m 6 7, позволяет для каждого фиксированного m проводить в неко-
торых рассуждениях индукцию по n. Мы подробно исследуем случай
m = 7. Большинство остальных случаев несколько проще его, и мы
оставляем читателю проведение детальных рассуждений в них.

Кроме того, случаи k нечётного и k чётного весьма сходны, потому
мы подробно проанализируем только случай нечётных k (напомним,
что k – параметр, входящий в определяющие соотношения алгебр Rk).

Чтобы проверить выполнимость условия (12) в контексте предло-
жения 3.9, сначала убедимся, что при нечётном n

C(n)

(
KerA∗1

)
⊂
n−1∑
i=1

Im C(i),

а при чётном n

C(n)

(
Ker(A1 +BL)∗

)
⊂
n−1∑
i=1

Im C(i).

Предположим, что n нечётно. Для элемента a из базиса KerA∗1 (см.
доказательство леммы 3.6) положим

α(n) = C(n)(a),
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а затем будем подбирать элемент b ∈ R8 ' Vn+2−t так, чтобы для

β(t) = C(t)(b), t < n, (13)

выполнялось соотношение

α(n) ∈K〈{β(t)}t<n〉. (14)

Пусть a = (x, 0, zy,O5). Тогда для b = (O4, x,O3) прямыми вычис-
лениями получаем, что

α(n) =

n−1∑
t=1

(
n

t− 1

)
β(t). (15)

Подобным образом для a = (O4, x̃,O3) и b = (zy, 0, zy,O5) находим
соотношение

α(n) =

n−1∑
t=1

(
n− 1

t− 1

)
β(t),

и это же соотношение выполняется для a = (O4, x, 0, x, 0), если в (13)
вновь взять b = (zy, 0, zy,O5).

Для остальных элементов a из рассматриваемого базиса (см. дока-
зательство леммы 3.6) включение (14) проверяется ещё проще.

Предположим, что n чётно. Ввиду замечания 3.7 нам осталось рас-
смотреть только элемент a = (x,O8). В этом случае снова берем b =
(O4, x,O3) и получаем соотношение (15).

Отметим, что предыдущие рассуждения остаются справедливыми
для любого нечётного m.

Первую (сверху) строку блоков в δ8n+7 надо рассмотреть отдельно
(мы по-прежнему предполагаем, что k нечётно). Пусть

γ(n) = C(n+1)(a), (16)

(где действие оператора C(n+1) описывается именно верхней строкой
блоков в d8n+7).

Предположим, что n нечётно; в этом случае элемент a из (16) будет
пробегать базис пространства Ker(d7 + l̃L7 )∗ (см. замечание 3.5). Если
a = (x,O7) или a = (zy, y,O6), то полагая

β(t) = C(t)(b), t 6 n, (17)

где b = (O2, zy,O5), приходим к соотношению

γ(n) =

n∑
t=1

(
n+ 1

t− 1

)
β(t).



КОГОМОЛОГИИ ХОХШИЛЬДА 81

Для a = (O4, x̃,O3) или a = (O4, x, 0, x, 0) в (17) возьмём

b = (O2, x, 0, x, 0,O3),

и тогда получим соотношение

γ(n) =

n∑
t=1

(
n

t− 1

)
β(t).

Для остальных элементов из базиса Ker(d7 + l̃L7 )∗ включение

γ(n) ∈K〈{β(t)}t6n〉 (18)

проверяется проще.
Наконец, пусть n чётно. Ввиду замечания 3.5 осталось рассмотреть

только a = (x, 0, zy,O5) и a = (0, y, x̃,O5). В обоих случаях

γ(n) =

n∑
t=1

(
n+ 1

t− 1

)
β(t),

где β(t) = C(t)(b) для b = (O4, x,O3). �

Следствие 3.10. Для любого q ∈ N ∪ {0}

(а) dimK Im δq+4 − dimK Im δq = 8k − 5,

(б) dimK Ker δq+4 − dimK Ker δq = 8k + 5.

Доказательство. Первое утверждение вытекает непосредственно из
следствий 3.3 и 3.10, а также из леммы 3.6. Второе утверждение сле-
дует из первого ввиду соотношения (7). �

Теорема 3.11. Пусть R = Rk, k > 2. Тогда:

(а) dimK HH0(R) = k + 3,

(б) dimK HH1(R) =

{
k + 5, если k нечетно,
k + 6, если k четно,

(в) dimK HH2(R) =

{
k + 7, если k нечетно,
k + 8, если k четно,

(г) dimK HH3(R) = k + 10,

(д) для q > 4

dimK HHq(R)− dimK HHq−4(R) = 10.
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Доказательство. Для q 6 4 соответствующие утверждения уже до-
казаны (см. следствие 3.4). При q > 5 требуемое утверждение вытекает
из следствия 3.10. �
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Generalov A. I., Zilberbord I. M., Rogov V. A. Hochschild cohomology
for algebras of dihedral type. X. Exceptional local algebras.

The Hochschild cohomology groups are computed for “exceptional” local
algebras of dihedral type (from the famous K. Erdmann’s classification)
which appear when the base field has characteristic 2. In the calculation,
we use the beforehand construction of the bimodule resolution for the
algebras in question.
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