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§1. Введение

Впервые задача визуализации волн в условиях обратной задачи на
основе метода граничного управления была рассмотрена М. И. Бели-
шевым в [1]. В отличие от этой работы, мы рассматриваем упрощен-
ную задачу визуализации фронтов только отраженных и рассеянных
волн. Визуализация выполняется в полугеодезических координатах и
основана на треугольной факторизации связывающего оператора [2] (в
нашем случае это симметричны положительная матрица C). Эта мат-
рица плохо обусловлена, и непосредственно факторизацию (например,
по методу Холецкого) выполнить не удается. После регуляризации (пу-
тем замены C на C+aI, a > 0) и треугольной факторизации мы можем
наблюдать распространение волн. Регуляризация приводит к сильно-
му искажению фронта прямой волны, но при этом фронты рассеяных
и отраженных волн искажаются слабо. После удаления прямой вол-
ны с помощью F-K -фильтрации получаем визуализацию отраженных
и рассеянных волн. В конце статьи приводится ссылка на видео от-
раженных и рассеянных волн от одного граничного точечного источ-
ника. В качестве данных используются симулированные данные для
двух акустических моделей, одна из которых содержит дифракторы.

Следующим шагом может быть восстановление скоростной функ-
ции, поскольку наличие фронтов волн от различных источников на
экране позволяет найти метрику в полугеодезических координатах. Ре-
шение задачи возвращения к исходной конформно-евклидовой метри-
ке, основанное на конформных векторных полях Киллинга, приведено
в [3].

Ключевые слова: метод граничного управления, визуализация волн, численный
эксперимент.
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Заметим также, что если задавать скоростные функции, то нетруд-
но перенести видео распространения волн в декартову систему коор-
динат. Это может дать новый метод интерпретации данных сейсмики.

§2. Формула Благовещенского

Мы рассматриваем начально-краевую задачу для волнового урав-
нения в полуплоскости:

1

c2(x, y)
utt = uxx + uyy, y > 0, t > 0, (1)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0,

u|y=0 = fδxα
, (2)

где f(t) – импульс, δxα
(x) = δ(x − xα) – функция Дирака, точка xα

пробегает отрезок Γ0 ⊂ Γ = {y = 0}. Обозначим через ΩT область,
захваченную волнами к моменту T , supp u(., T ;xα) ⊂ ΩT . Заметим,
что

ΩT =
⋃

xα∈Γ0

B(xα, T ),

где B(xα, T ) – риманов полушар с цетром в точке (xα, 0) радиуса T (с
конформно-евклидовой метрикой, определяемой скоростью c). Обрат-
ная задача состоит в восстановлении скорости c в ΩT по измерениям

g(x, t;xα) := uy(x, 0, t;xα)), x ∈ Γ0, t ∈ [0, 2T ].

Метод граничного управления дает явную линейную процедуру реше-
ния этой задачи [4, 5], но в силу ее некорректности имеются трудности
с реализацией. Некоторые результаты численной реализации представ-
лены в [6, 7]. В данной статье (не решая обратную задачу) мы строим
фронты отраженных и рассеянных волн в лучевых (полугеодезиче-
ских) координатах. Подход основан на формуле Благовещенского, ко-
торая выражает скалярное произведение волн в L2(Ω

T ) через данные
обратной задачи. Для полноты изложения мы приведем вывод этой
формулы в удобной нам форме. Функция

v(x, t) =
1

2
[u (x, t− tα + tβ ;xβ)− u (x, tα − t+ tβ ;xβ)],

xβ ∈ Γ0, tα, tβ ∈ [0, T ],
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очевидно, также удовлетворяет волновому уравнению, и следователь-
но имеет место стандартное равенство

[
1

c2
utvt + (∇u,∇v)]t = div (ut∇v + vt∇u).

Примем для определенности tα 6 tβ. Интегрируя по ΩT × [0, tα], с
учетом того, что v(x, tα) = 0, vt(x, tα) = ut(x, tβ ;xβ), получаем

Cαβ :=

∫

ΩT

ut(x, y, tα;xα)ut(x, y, tβ ;xβ)
dxdy

c2(x, y)

=
1

2

tα
∫

0

f ′(t+ tα)[g (xα, tβ − t;xβ)− g (xα, t+ tβ ;xβ)]dt

− 1

2

tα
∫

0

g(xβ , t+ tα;xα)[f
′ (t+ tβ) + f ′ (tβ − t)]dt.

(3)

Заметим, что левая часть симметрична относительно α, β и итегри-
рование в ней фактически производится по B(xα, tα) ∩ B(xβ , tβ). В
дальнейшем α, β будем называть управлениями. Каждое управление
α определяет источник xα и радиус “захваченной” области B(xα, tα).
Формула (3), позволяющая вычислять Cαβ по данным обратной зада-
чи, лежит в основе нашего эксперимента. Перепишем (3) в полугео-
дезических координатах. Пусть пара (x′, τ) задает полугеодезические
координаты точки (x, y),

(x, y) = γ(x′, τ), x′ ∈ Γ, τ ∈ [0, T ],

где γ – кратчайшая геодезическая, ортогональнаяΓ. Мы будем предпо-
лагать, что отображение γ : (x′, τ) 7→ γ(x′, τ) есть диффеоморфофизм
Γ × [0, T ] на свой образ. Перейдем в формуле, определяющей Cαβ , к
полугеодезическим координатам:

Cαβ =

∫

γ(ΩT )

ut(γ(x
′, τ), tα;xα)ut(γ(x

′, τ), tβ ;xβ)
J(x′, τ)dx′dτ

c2(γ(x′, τ))

=

∫

γ(ΩT )

v(x′, τ ;xα, tα)v(x
′, τ ;xβ , tβ)dx

′dτ,

(4)
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где v(x′, τ ;xα, tα) = ut(γ(x
′, τ), tα;xα)

√

J(x′, τ)/c(γ(x′, τ)), J – якобиан
отображения γ.

§3. Прямая задача

Для решения прямой задачи использовалась эквивалентная (1) - (2)
система акустики первого порядка (для p = ut и V = ∇u) в двумерной
области

1

c2
pt = div V, Vt = ∇p,

p|t=0 = 0, V |t=0 = 0,

p|y=0 = fδxα
.

и метод конечных разностей (Finite Difference Time Domain) со сдвину-
тыми сетками (верхний индекс соответствует времени, нижние – про-
странственным переменным):

1

c2ij

p
k+1/2
i,j − p

k−1/2
i,j

∆t
= (DxV1)

k
ij + (DyV2)

k
ij ,

(V1)
k+1
i+1/2,j − (V1)

k
i+1/2,j

∆t
= (Dxp)

k+1/2
i,j ,

(V2)
k+1
i,j+1/2 − (V2)

k
i,j+1/2

∆t
= (Dyp)

k+1/2
i,j ,

pki,0 = fkδi,s,

где δi,s – символ Кронекера (моделирует точечный источник), f(t) –
импульс Рикера (рис. 1), Dx и Dy – аппроксимации пространственных
производных 12-го порядка:

(Dxf)i,j =
1
h

3
∑

k=−3

ak(fi+(k−1/2),j − fi−(k−1/2),j +O(∆h12)

(Dyf)i,j =
1
h

3
∑

k=−3

ak(fi,j+(k−1/2) − fi,j−(k−1/2) +O(∆h12).

Шаги по пространству и времени удовлетворяют условию Куранта
∆t < ∆h/(kcmax

√
2) с параметром k (зависит от порядка аппрокси-

мации, в нашем случае k = 1, 34). На рис. 2 и рис. 3 представлены
две исследуемые модели. Вторая модель содержит два дифрактора.
Количество источников в обоих моделях – 151. Другие параметры:
расстояние между источниками 10m, расстояние между узлами сетки
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Рис. 1. Импульс Рикера, f0 = 40Гц – доминантная частота.

Рис. 2. Две границы.

Рис. 3. Граница и два дифрактора.
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Рис. 4. Модель с двумя границами, кадр в момент вре-
мени T .

Рис. 5. Модель с дифракторами, кадр в момент вре-
мени T .

h = 5m, шаг по времени ∆t = 0, 4ms, T = 0, 44s. Видео распростра-
нения волн от центрального источника для обеих моделей доступно
по ссылке https://disk.yandex.com/d/fc_78qHh9bIoTA. На рис. 4, 5
представлены кадры в момент времени T .

§4. Треугольная факторизация

Множество Σ := Γ0× [0, T ], следуя М. И. Белишеву, будем называть
экраном. Также будем называть и дискретное множество, полученное
из Σ дискретизацией по x (источники x1, x2, . . . , xNs

, где Ns – коли-
чество источников) и дискретизацией по времени с шагом T/Nt, где
Nt – количество отсчетов по времени. Проблема, которая возникает
в обратной задаче с данными на части границы, состоит в том, что
область γ(ΩT ) неизвестна. Если источник xα пробегает всю границу
Γ, то γ(ΩT ) = Γ × [0, T ]. Полагая, что экран Σ достаточно широкий,
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мы делаем сильное упрощение, заменяя в (4) γ(ΩT ) на Σ:

Cαβ =

∫

Σ

v(x′, τ ;xα, tα)v(x
′, τ ;xβ , tβ)dx

′dτ.

Рис. 6. Экран.

Мы будем параметризовать точки дискретного экрана целыми чис-
лами последовательно до верхнего правого угла, начиная с левого ниж-
него угла (рис. 6),

σ = 1, 2, . . . , Ns, Ns+1, . . . , 2Ns, . . . , Ns×Nt.

Каждая точка экрана σ однозначно определяет координаты xσ, τσ.
С точностью до несущественного множителя мы имеем

Cαβ =

Ns×Nt
∑

σ=1

v(xσ, τσ;xα, tα)v(xσ , τσ;xβ , tβ),

или в матричной форме

C = V ∗V, (5)

где Vσα = v(xσ , τσ;xα, tα), V
∗ – транспонированная матрица. Подчерк-

нем, что управления и точки экрана пробегают одно и то же множе-
ство. Каждая точка экрана задает полугеодезические координаты, а
если ее рассматривать как управление α, то она задает источник xα и
радиуc захваченной области tα.
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Легко видеть, что матрица V верхнетреугольная. Действительно,
пусть σ > α. Координаты xσ, τσ точки σ – это полугеодезические ко-
ординаты точки γ(xσ, τσ), в которую первое вступление придет от ис-
точника, расположенного в xσ в момент τσ. Если σ > α, то это означа-
ет, что радиус tα захваченной области B(xα, tα) либо больше, чем τσ,
либо равен τσ, но тогда xσ 6= xα. В обоих случаях γ(xσ , τσ) /∈ B(xα, tα).
Таким образом, Vσα = v(xσ , τσ;xα, tα) = 0 если σ > α и (5) есть тре-
угольная факторизация. Для ее выполнения можно пробовать приме-
нить разложение Холецкого или LDL. Хотя по построению матрица C
положительна, тем не менее непосредственно выполнить разложение
Холецкого невозможно в силу плохой обусловленности (число обуслов-
ленности более 1010). Поэтому разложение Холецкого применялось к
матрице C + aI с положительным и достаточно большим a, обеспечи-
вающим разложение. Видео распространения волн на экране от фик-
сированного (центрального) источника для обеих моделей доступно по
ссылке https://disk.yandex.com/d/fc_78qHh9bIoTA. По сути, мы ви-
дим v(xσ, τσ;xα, tα) в точках экрана в разные моменты времени tα (ис-
точник xα фиксирован). Видео в левой части (compare_movie_2borders

и compare_movie_2diffractors) – это необработанные видео, не подверг-
нутые фильтации. Мы видим искаженные фронты прямой волны. Ха-
рактер искажений можно объяснить вкладом регуляризующей добав-
ки aI. Треугольная факторизация единичной матрицы есть она сама.
Если в матрице V = I фиксировать источник xα (но при этом радиус
захваченной области пробегает [0, T ]), то на экране возникает “фотон”,
летящий по нормальной геодезической с единичной скоростью. Это
влечет искажение в центральной части фронта прямой волны. Но вол-
ны от границ и дифракторов не искажаются (или мало искажаются).
Кроме того, мы видим неискаженные фронты кратных (переотражен-
ных) волн. Сохранение фронтов отраженных, рассеянных и кратных
волн связано с тем, что они не пересекаются с “фотоном”. С целью
выделения только отраженных и рассеянных волн была применена
фильтрация волн, распространяющихся вверх по экрану.

§5. Фильтрация

Пространственная фильтрация в частотной области применяется
для обработки самых разных изображений. В сейсморазведке часто ис-
пользуют так называемую F-K фильтрацию [8], которая, в сущности, и
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является таким пространственным фильтром, но, учитывая специфи-
ку сейсмограмм, корректнее называть её пространственно-временным
фильтром.

С помощью F-K фильтрации эффективно подавляются “волны-по-
мехи”, в особенности имеющие линейную кинематику (поверхностные,
преломленные и т.д.). При F-K фильтрации выполняется двумерное
преобразование Фурье по времени и пространству, в результате кото-
рого получается двумерный частотный спектр (f, k), где f – частота,
k – волновое число или пространственная частота. Спектры “волн-
помех” концентрируются в определенных областях переменных (f, k),
которые хорошо видны при анализе спектра, что позволяет их пода-
вить. В нашем случае данные для каждого источника xα представля-
ют собой последовательность кадров распространения волн в каждый
момент времени tα (рис. 7). Помехами здесь являются волны, распро-
страняющиеся вверх по экрану и волны-артефакты линейной формы.

Рис. 7. Кадры распространения волн.

Весь массив данных удобно представить в виде куба, (рис. 8). На-
помним, что источник xα фиксирован (центральный источник). При-
меним последовательно пространственную фильтрацию в частотной
области сначала к сечениям куба с фиксированными xσ, а затем к се-
чениям с фиксированными tα. Применение фильтрации в первой про-
екции удаляет все волны, которые идут вверх (рис. 9), фильтрация во
второй проекции удаляет остатки “линейных” волн (рис. 10). Двумер-
ное преобразование Фурье выполнялось с помощью функции fft2 из
библиотеки scipy языка Python. Для нахождения области подавления
используется амплитудный спектр. Для обратного преобразования ис-
пользовалась функция ifft2. В итоге большую часть волн-помех уда-
лось отфильтровать (рис. 11). Сравненительные видео волн (до и по-
сле фильтрации) можно найти по ссылке https://disk.yandex.com/

d/fc_78qHh9bIoTA.
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Рис. 8. Куб данных, полученных из последовательно-
сти кадров.

Рис. 9. Срезы куба и их спектры до и после фильтрации.
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Рис. 10. Срезы куба и их спектры до и после фильтрации.

Рис. 11. Кадры до и после двух этапов фильтрации
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