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§1. Введение и постановка задачи

Данная работа продолжает изучение собственных функций в задаче
о колебаниях в акустической среде, ограниченной угловым сочленени-
ем двух тонких мембран, предложенное в статье [1], где подробно опи-
сана мотивация и физическая постановка задачи, а также построены
собственные функции дискретного спектра соответсвующего операто-
ра. Теперь мы обращаемся к исследованию (обобщенных) собственных
функций отрицательного непрерывного (существенного) спектра.

Рассмотрим полярные координаты в области Ω = Ω+ ∪Ω− ∪Ox =
{(r, ϕ) : r > 0, |ϕ| < Φ}, (Рис. 1), x = r cosϕ, y = r sinϕ, ∂Ω =
l+∪l−. Мы ищем классические решения u в Ω, которые удовлетворяют
уравнению

−△u(r, ϕ;κ) = −κ
2 u(r, ϕ;κ), (1)

△ = 1
r

∂
∂r
r ∂
∂r

+ 1
r2

∂2

∂ϕ2 . В нашем случае спектральный параметр λ =

−κ
2 отрицательный и удовлетворяет неравенству −v20 < −κ

2 < 0,
v0 постоянная такая, что 0 < v0 < 1 и является корнем уравнения
v3 − (k2M − k2)v + ν∗ = 0 , см. [1].1

Краевое условие на l± имеет вид
{

∂2

∂r2
+ k20

} ±1

r

∂u

∂ϕ
− ν∗u

∣

∣

∣

∣

ϕ=±Φ

= 0 , (2)
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1Значение λ∗ = −v2
0

определяет нижнюю границу существенного спектра соот-

ветствующего полуограниченного самосопряженного оператора.
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где ν∗ = ρω2N∗ > 0, k20 = k2M − k2e > 0 описаны работе [1], нормаль n

на l± направлена из Ω± и ∂
∂n

∣

∣

l±
= ± 1

r
∂
∂ϕ

∣

∣

∣

ϕ=±Φ
.

Однако, мы рассмотрим только симметричные относительно оси Ox
решения, u(r, ϕ;κ) = u(r,−ϕ;κ). Тем самым, достаточно найти u в Ω+.
В итоге, мы имеем краевое условие на Ox

1

r

∂u

∂ϕ

∣

∣

∣

∣

ϕ=0

= 0, r > 0. (3)

Известно, что для формулировки краевой задачи для уравнения
второго порядка и краевого условия более высокого порядка, т.е. усло-
вия (2) на поверхности тонкой мембраны, необходимо добавить так
называемое контактное условие, см. [2], главу 8 в [3]. В нашем случае
это условие жестко зажима края мембраны at the point O,

∂u

∂ϕ

∣

∣

∣

∣

ϕ=0, r=0+

= 0. (4)

Контактное условие (4) подразумевает, что мембрана жестко зафик-
сирована и неподвижна в точке O так, что отсутствует ее смещение в
направлении ортогональном к линии l+ в этой точке.

Мы ищем классическое решение, которое удовлетворяет условию
Мейкснера в угловой точке

u(r, ϕ) = B +O(rδ), r → 0, δ > 0 , (5)

равномерно по ϕ, B постоянная. Условие (5) означает, что u∈H1
loc(Ω+).

Мы хотим рассмотреть −κ
2 ∈ (−v20 , 0), для которых задача (1)–(5)

имеет нетривиальные решения, не принадлежащие H1(Ω+), ввиду по-
ведения решений на бесконечности в Ω+. Мы увидим, что эти решения
могут быть интерпретированы как поверхностные волны, сосредото-
ченные вблизи мембраны.

Классическое решение задачи в угловой области естественно искать
в виде интеграла Зоммерфельда с неизвестной мероморфной функци-
ей в подынтегральном выражении – трансформантой Зоммерфельда.
Из краевых условий следует, что неизвестная трансформанта удовле-
творяет функциональным уравнениям (Малюжинца). Основная техни-
ческая часть работы связана с построением этой неизвестной транс-
форманты в специальном классе мероморфных функций, не имею-
щих полюсов в некоторой симметричной относительно начала полосе.
Последнее обстоятельство обеспечивает правильное асимптотическое
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Рис. 1. Область Ω+ ∪ Ω−, занятая акустической средой

поведение решений задачи на бесконечности в Ω+, а ограниченность
трансформанты на бесконечности в этой полосе обеспечивает правиль-
ное поведение в окрестности вершины угла. Вычисление асимптотики
интеграла Зоммерфельда при r → ∞ производится с помощью ме-
тода перевала. Мы покажем, что решения имеют вид поверхностных
волн, которые экспоненциально локализованы в окрестности мембран
и распространяются вдоль их поверхности.

§2. Интегральное представление для решения и

функциональные уравнения

Естественно искать решение уравнения (1) в виде интегрального
представления Зоммерфельда в Ω+,

u(r, ϕ;κ) =
1

2πi

∫

Γ

dz eκr cos(z) f(z + ϕ), (6)

f мероморфная функция (трансформанта Зоммерфельда), зависящая
от κ > 0 и других параметров. Контур интегрирования Γ показан на
Рис. 2, Γ+ = (i∞+ π, ib0 + π]∪ [ib0 + π, ib0 − π]∪ [ib0 − π, π+ i∞), b0 > 0
и Γ− симметричен с Γ+ относительно начала O.
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Подстановка интеграла в краевое условие (2) приводит в функцио-
нальному уравнению, см. [1],

[sin3 z−(1+D) sin z+ν]f(z+Φ)−[sin3(−z)+(1+D) sin(−z)+ν]f(−z+Φ)

= sin z(c0 + c1 cos z)), (7)

где введены обозначения

D =
k20
κ2

, ν =
ν∗
κ3

и

1 +D = 1 +
k2M − k2e
k2e − k2

=
k2M − k2

κ2
.

Постоянные c0, c1 неизвестны. Уравнение (7) необходимо решать в не-
котором классе мероморфных функций.

Аналогично, из краевого условия (3) находим

f(z) + f(−z) = 0, (8)

т.е. трансформанта Зоммерфельда f нечетна. Ввиду (8) и симметрии
контура интегрирования мы запишем (6) в виде

u(r, ϕ;κ) =
1

2πi

∫

Γ

dz eκr cos(z) 1

2
[f(z + ϕ) + f(z − ϕ)] (9)

так, что u(r, ϕ;κ) = u(r,−ϕ;κ).
Будем считать, что f мероморфна, имеет полюсы в лишь в ограни-

ченной полосе | Im(z)| < b0, голоморфна в

Π(−a, a) = {z : −a < Re(z) < a}
для некоторого a > 0 и имеет конечные пределы f(±i∞), причем,
f(i∞) = −f(−i∞). Потребуем также

|f(z)− f(±i∞)| 6 C exp(−δ|z|) (10)

при z → ±i∞ в Π(−a, a) для неокторого δ > 0. Обозначим этот класс
функций через M.

Пусть w = sin z. Рассмотрим разложение на множители полинома,
коэффициента в уравнении (7)

w3 − k2M − k2

κ2
w +

ν∗
κ3

= (w − v0/κ)(w − v1/κ)(w − v2/κ),

где vj , j = 0, 1, 2 вещественные корни полинома v3−(k2M−k2)v+ν∗ = 0.
Относительно этих корней и, тем самым, относительно ‘физических’
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Рис. 2. Контур интегрировая Γ = Γ+ ∪ Γ− и полюсы f(·)

параметров задачи kM , k, ν∗,Φ, в нашей работе [1] сделаны предполо-
жения, которые достаточны для существования дискретного спектра
левее существенного. А именно, введено непустое множество G∗ па-
раметров kM , k, ν∗,Φ, для которых дискретный спектр не пуст. Мы
считаем, что эти условия выполнены.

Мы хотим построить решения для значений спектрального парамет-
ра −κ

2 ∈ (−v20 , 0). Дополнительно к сказанному выше предположим,
что корни vj , j = 0, 1, 2 таковы, что

v0
κ

> 1,
v1
κ

> 1,
v2
κ

< −1 (11)

для −κ
2 ∈ (−v20 , 0).

Условия (11) и принадлежность физических параметров множеству
G∗ позволят построить искомые собственные функции непрерывного
(существенного) спектра в условиях существования его непустой дис-
кретной компоненты. В этих условиях удобно ввести параметризацию
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корней полинома

v0
κ

= sinϑ0, ϑ0 = π/2 + iτ0(κ),

v1
κ

= sinϑ1, ϑ1 = π/2 + iτ1(κ),

v2
κ

= sinϑ2, ϑ2 = −π/2 + iτ2(κ),

где ϑj , j = 0, 1, 2 определяются коэффициентами 1 + D и ν полино-
ма, т.е. kM , k, ν∗ и κ. Отметим, что выбор знака значений τj(κ) =
±arccosh(vj/κ), j = 0, 1, 2 произволен.

Запишем функциональное (7) уравнение в виде

2
∏

j=0

[sin z − sinϑj ]f(z +Φ)−
2
∏

j=0

[− sin z − sinϑj ]f(−z +Φ)

= sin z(c0 + c1 cos z), (12)

где f нечетна.
Основная идея наших дальнейших построений состоит в следую-

щем. Мы найдем нечетные решения f ∈ M уравнения (12), которые
не имеют полюсов внутри полосы Π(−Φ − π/2, π/2 + Φ), тогда при-
менение метода перевала к интегралу Зоммерфельда в (9) позволит
показать, что решения ограничены при r → ∞. Действительно, при
вычислении асимптотики интеграла контур Γ деформируется в пере-
вальные Γπ ∪ Γ−π. Захваченные при этом полюсы, некоторые из ко-
торых показаны на Рис. 2, приводят к ограниченным или экспонен-
циально убывающим слагаемым в асимптотике. Убывающий на беско-
нечности вклад дают и точки перевала ±π. Решения, представленные
интегралом Зоммерфельда, не убывают на бесконечности на границе
и не принадлежат H1(Ω+).

§3. Построение трансформанты Зоммерфельда

Будем строить решения уравнения (12) в виде произведения вспо-
могательных функций

f(z) = f0(z)F (z)S(z), (13)

где f0 четная и решает вспомогательное уравнение

[sin z − sinϑ0]f0(z +Φ)− [− sin z − sinϑ0]f0(−z +Φ) = 0. (14)
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F четная и является решением уравнения

2
∏

j=1

[sin z − sinϑj ]F (z +Φ)−
2
∏

j=1

[− sin z − sinϑj ]F (−z +Φ) = 0 . (15)

Следствием (12)–(15), в результате прямой подстановки, является
следующее утверждение.

Lemma 3.1. Пусть нечетная мероморфная функция S( · ) решает

неоднородные уравнения

S(z +Φ)− S(−z +Φ) = χ(z) ,

S(z − Φ)− S(−z − Φ) = χ(z),
(16)

где

χ(z) =
sin z(c0 + c1 cos z)

∏2
j=0[sin z − sinϑj ]f0(z +Φ)F (z +Φ)

.

Тогда f , определенное в (13), является мероморфным нечетным ре-

шением уравнения (12).

Обратимся к построению решений вспомогательных уравнений
(14)–(16). Заметим, требуемое мероморфное решение F уравнения (15)
приведено в работе [1]. Искомое решение принимает вид

F (z) = exp







1

4Φ

∫

iR

dτ sin(2µτ)

cos(2µτ) + cos(2µz)
log(R(τ ;ϑ1)R(τ ;ϑ2))







, (17)

является голоморфной ограниченной функцией в полосе
Π(−Φ− π/2, π/2 + Φ),

R(z, ϑ) =
sin z + sinϑ

sin z − sinϑ
.

Для выделения голоморфной ветви log(R(z;ϑ1)R(z;ϑ2)) в полосе
z ∈ Π(−π/2, π/2), необходимо провести разрезы из нулей и полюсов2 у
R(z;ϑ1)R(z;ϑ2), т.е. из ϑ1,−ϑ1, π−ϑ1,−π+ϑ1 и ϑ2,−ϑ2, π+ϑ2,−π−ϑ2

на бесконечность ±∞ параллельно вещественной оси и так, чтобы не
было пересечения с полосой Π(−π/2, π/2). Кроме того, мы фиксиру-
ем ветвь условием log(R(z;ϑ1)R(z;ϑ2))|z=0 = 0. Аналитическое про-
должение F в (17) из полосы голоморфности вправо на комплексной

2Эти точки расположены на границе полосы Π(−π/2, π/2).
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плоскости проводится посредством функционального уравнения (15),
см. [1].

Обратимся к построению решения f0 уравнения (13), рассмотрим
логарифмическую производную χ0(z) =

d
dz log f0(z). Из уравнения (14)

находим

χ0(z +Φ)− χ0(z − Φ) = W0(z) , (18)

где

W0(z) :=
d

dz
log(−R(z, ϑ0)) = W0(−z) .

χ0(z) = −χ0(−z) нечетная, так как f0 четная. Голоморфная ветвь
log(−R(z, ϑ0)) задана условием log(−R(z, ϑ0))|z=i∞ = −iπ, а разрезы
проведены из ϑ0,−ϑ0, π − ϑ0,−π + ϑ0 на бесконечность ±∞ парал-
лельно вещественной оси и так, чтобы не было пересечения с полосой
Π(−π/2, π/2). Очевидно, что W0(z) = O(1/ cos(z)) при z → i∞ вдоль
мнимой оси. Воспользуемся преобразованием Фурье

χ0(z) = −v.p.

2π

∫

iR

e−iztW (t)dt , W (t) =

∫

iR

eizζχ0(ζ)dζ .

Аналогично получим

W0(z) = −v.p.

2π

∫

iR

e−iztr0(t)dt,

и

r0(t) =

∫

iR

eizζW0(ζ)dζ .

Из уравнения следует

−v.p.

2π

∫

iR

e−iztW (t)[e−iΦt − eiΦt]dt = −v.p.

2π

∫

iR

e−iztr0(t)dt,

используя обратное преобразование Фурье, получим

W (t) =
i

2

r0(t)

sin(Φt)
.
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Искомое решение легко вычисляется,

χ0(z) = −v.p.

2π

∫

iR

e−izt i

2

r0(t)

sin(Φt)
dt

= −i
v.p.

4π

∫

iR

dt
e−izt

sin(Φt)





∫

iR

eitτW0(τ) dτ



 .

Меняя порядок интегрирования и используя четность W0, имеем (z ∈
Π(−Φ,Φ))

g(z) = −i
v.p.

4π

∫

iR

W0(τ)dτ





∫

iR

dt
i sin(t[τ − z])

sin(Φt)





=
i

4Φ

∫

iR

W0(τ) tan(µ[τ − z])dτ

=
i

4Φ

∫

iR

W0(τ)
1

2
[tan(µ[τ − z]) + tan(µ[−τ − z])]dτ ,

где мы также воспользовались формулой 3.981(1) из [8]. Наконец, на-
ходим

χ0(z) =
1

4Φi

∫

iR

dτ sin(2µz)

cos(2µτ) + cos(2µz)
W0(τ),

где z ∈ Π(−Φ,Φ), µ = π
2Φ . Стоит отметить, что χ0 голоморфна и огра-

ничена в полосе Π(−Φ,Φ). Фактически, она голоморфна в более ши-
рокой полосе Π(−Φ − π/2, π/2 + Φ). Действительно, мы может про-
деформировать контур интегрирования в выражении для χ0 вправо,
iR → iR+ h, где 0 < h < π/2. Отметим, что W0(τ) в подынтегральном
выражении голоморфен в Π(−π/2, π/2). Тогда полоса голоморфности
χ0 совпадает с Π(−Φ + h,Φ + h). Используя принцип аналитического
продолжения, находим, что χ0 голоморфна в Π(−Φ, π/2 +Φ) и, ввиду
нечетности, в Π(−Φ− π/2, π/2 + Φ).

Восстановим теперь искомую вспомогательную функцию f0 в поло-
се голоморфности равенством

f0(z) = exp







z
∫

0

dτ





−i

4Φ

∫

iR

dζ sin(2µτ)

cos(2µζ) + cos(2µτ)
W0(ζ)











.
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Изменим порядок интегрирований, что оправдано при z ∈ Π(−Φ −
π/2, π/2 + Φ), вычислим внутренний интеграл, получим

f0(z) = exp







1

4πi

∫

iR

dζ log

(

1 + cos(2µζ)

cos(2µz) + cos(2µζ)

)

W0(ζ)







.

Мероморфное продолжение этого выражения на всю комплексную
плоскость из полосы голоморфности Π(−Φ − π/2, π/2 + Φ) осуществ-
ляется с помощью уравнения (14), кроме того, f0(z) = O (cosµz) при
z → ±i∞ в полосе голоморфности.

Частное решение уравнений для S имеет вид (см. [6, глава 1])

S1(z) =
i

8Φ

∫

iR

dτ χ(τ) sin(µτ)

cosµτ − sinµz
− i

8Φ

∫

iR

dτ χ(τ) sin(µτ)

cosµτ + sinµz

и тогда для S находим

S(z) =
i

2Φ

∫

iR

dτ
χ(τ) sin(µτ) sin(µz)

cos(2µτ) + cos(2µz)
, (19)

которое голомофно в полосе Π(−Φ,Φ). Пользуясь свойствами χ( · ),
мы видим, что эта меромофная функция не имеет полюсов в полосе
Π(−π/2, π/2) в силу свойств построенных функций f0(τ+Φ), F (τ +Φ).
Мы легко убедимся, деформируя контур интегрирования как указано
выше, что S голоморфна в полосе Π(−Φ−π/2, π/2+Φ) и мероморфно
продолжима на всю комплексную плоскость с помощью функциональ-
ных уравнений, кроме того, S(z) = O(1/ sin(µz)) при z → i∞ в полосе
голоморфности. Решение (19) также легко получается применением
преобразования Фурье вдоль мнимой оси к функциональным уравне-
ниям.

Заметим, что S(z), а значит и f(z), зависят от двух произвольных
постоянных. Пространство собственных функций непрерывного спек-
тра не одномерно. Трансформанта f(z) ограничена в полосе голоморф-
ности и, значит, решение u также ограничено и выполнено условие (5).
Используя асимптотику трансформанты f при z → i∞, можно прове-
рить также условие закрепления мембраны (4).



СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ СУЩЕСТВЕННОГО СПЕКТРА 133

§4. Асимптотика и физическая интерпретация

собственных функций

Асимптотика u(r, ϕ;κ) при r → ∞ вычисляется с помощью метода
перевала. Точки перевала ±π решают уравнение (cos z)′ = 0. Проде-
формируем контур интегрирования в перевальные Γ±π, которые пока-
заны на Рис. 2, Γ±π проходят через седловые точки параллельно мни-
мой оси. В процессе такой деформации пересекаются полюсы транс-
форманты f в (10) и соответствующие вычеты дают вклад в асимпто-
тику. Мы намеренно построили трансформанту Зоммерфельда f так,
что она не имеет особенностей в полосе Π(−Φ + π/2, π/2 + Φ), Рис. 2.
Полюсы zs, которые могут быть пересечены, символически показаны
на Рис. 2 и лежат в замыкании полос π/2 + Φ < |Re(z + ϕ)| < π. Мы
получаем

u(r, ϕ;κ) =
∑

s

reszs=z+ϕf(z + ϕ) eκr cos(zs−ϕ) +O

(

e−κr

√
r

)

, (20)

где использовано, что вклад точек перевала имеет оценку

1

2πi

∫

Γπ∪Γ−π

dz eκr cos(z) f(z + ϕ) = O

(

e−κr

√
r

)

.

Асимптотика (20) позволяет утверждать, что u(r, ϕ;κ) лишь ограни-
чена на мембране и не убывает на бесконечности, основной вклад
определяется вычетами, отвечающими полюсам, лежащим на лини-
ях Re(z+ϕ) = −π/2−Φ и Re(z+ϕ) = π/2+Φ. Остальные слагаемые в
асимптотике убывают экспоненциально. Это обстоятельство позволя-
ет интерпретировать асимптотические выражения с физической точки
зрения как поверхностные волны, локализованные экспоненциально в
окрестности мембраны, и рапространяющиеся либо к началу O, ли-
бо от него на бесконечность, что определяется знаком мнимой части
ϑj(κ), j = 0, 1, 2, т.е. знаком τj(κ). Обсудим с этой точки зрения вклад
одного из полюсов z = π/2 + iτj(κ) + Φ такого типа, т.е. приводяще-
го к ограниченным слагаемым в (20), локализованным в окрестности
мембраны ϕ = Φ, r > 0. Это слагаемое описывается выражением вида

usurf(r, ϕ;κ) = Aj exp (−κr cosh(τj(κ) sin[Φ− ϕ])) e−iκr sinh τj(κ) cos[Φ−ϕ].

Очевидно, что в локальных координатах (X,Y ), связанных с мембра-
ной l+, X = r cos[Φ − ϕ], Y = r sin[Φ − ϕ] выражение для usurf(r, ϕ;κ)
представляет собой поверхностную волну, бегущую из бесконечности
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к началу координат O при τj(κ) > 0 и, наоборот, бегущую по направ-
лению от начала при τj(κ) < 0. При этом, “амплитуда”

Aj exp (−κr cosh(τj(κ) sin[Φ− ϕ]))

такой волны экспоненциально мала при ϕ < Φ и r → ∞. Принимая во
внимание то, что решение (10) зависит от двух произвольных посто-
янных c0, c1 последством S(z), можно утверждать, что в собственном
пространстве решений, отвечающих заданному κ, (−κ

2 ∈ (−v20 , 0)),
подбирая знаки τj и постоянные c0, c1, можно выделить явно реше-
ние, которые интерпретируются как результат рассеяния поверхност-
ной волны, бегущей из бесконечности, отражающейся от точки сочле-
нения O и порождающей поверхностные волны, уходящие на бесконеч-
ность вдоль мембраны, сохраняющие локализацию. Нетрудно перечис-
лить все сценарии такого сорта, придавая им конкретный физический
смысл волнового рассеяния.

Суммируя все сказанное выше, мы приходим к основному утвер-
ждению нашей работы

Theorem 4.1. Собственные функции существенного спектра задачи

(1)–(5) при каждом κ таком, что λ = −κ
2 ∈ (−v20 , 0), допускают ин-

тегральное представление (6) или (9), где трансформанта f вида (11)
зависит от двух произвольных постоянных c0, c1. Эти собственные

функции имеют асимптотику (20), т.е. экспоненциально локализо-

ваны в окрестности мембраны.

Как мы уже обсудили выше, при надлежащем выборе постоянных
и знака τj(κ), j = 0, 1, 2 допускают соответствующую физическую ин-
терпретацию с точки зрения рассеяния поверхностных волн сочлене-
нием мембран в начале координат O. По-видимому, других обобщен-
ных собственных функций существенного спектра нет, хотя обснова-
ния этого мы не приводим. Стоит заметить, что изучение собственных
функций непрерывного спектра для неотрицательных значений спек-
трального параметра, т.е. на интервале λ ∈ [0,∞) также возможно на
основе интегрального представления Зоммерфельда, однако, требует
определенной технической модификации и не входит в данную работу.
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