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§1. Постановка задачи

Мы изучаем системуN трехмерных частиц равных масс, взаимодей-
ствующих посредством парных потенциалов. Предположение о равен-
стве масс частиц не является принципиальным и вводится лишь для
упрощения громоздких вычислений. Данная работа является одним из
первых шагов в направлении исследования влияния дискретного спек-
тра в подсистемах на структуру координатной асимптотики решения
задачи нескольких заряженных квантовых частиц. Мы рассматриваем
здесь случаи N = 3 и N = 4.

Конфигурационным пространством системы в лабораторной систе-
ме отсчета является R3N . Останавливая движние центра масс, мы при-
ходим к конфигурационному пространству

Γ =
{
r : r ∈ R

3N , r = {r1, r2, ..., rN},
N∑

j=1

rj = 0
}
, (1)

где rj , j = 1, 2, . . . , N – координата j-й трехмерной частицы в лабо-
раторной системе отсчета. На Γ существует скалярное произведение
〈r, r′〉, индуцированное скалярным произведением на R3N . Динамика
системы на Γ описывается уравнением Шредингера

HΨ = EΨ, Ψ = Ψ(r) ∈ C, r ∈ Γ, (2)

H = −∆r+V (r), V (r) =

N∑

i,j=1;i<j

vij(ri−rj), rj ∈ R
3, j = 1, 2, ..., N.

(3)
Здесь ∆r – оператор Лапласа на Γ.
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§2. Задача трех тел

Мы остановимся вначале на наиболее простой многочастичной си-
туации – на задаче трех частиц. Пусть N = 3, введем на Γ (1) три
системы координат Якоби (xj ,yj), j = 1, 2, 3, каждая из которых свя-
зана с одной из трех парных подсистем. Все три системы координат
равноправны и связаны друг с другом преобразованиями поворота. А
именно:

x1 =
1√
2
(r3 − r2), x2 =

1√
2
(r1 − r3), x3 =

1√
2
(r2 − r1), (4)

yj =

√
3

2
rj , j = 1, 2, 3.

Отметим также соотношения, связывающие парные координаты Яко-
би с выбранной системой координат:

x2 = −
√
3

2
y1 −

1

2
x1, x3 =

√
3

2
y1 −

1

2
x1. (5)

В новых обозначениях мы приходим к следующему уравнению Шре-
дингера на Γ:

HΨ = EΨ, H = −∆X+V (X), V (X) = v1(x1)+v2(x2)+v3(x3). (6)

Мы используем здесь обозначения

X =

(
x

y

)
, ∆X = ∆x +∆y,

опуская индекс нумерации пары, поскольку оператор Лапласа инвари-
антен относительно выбора определенной системы координат Якоби.

Хорошо известно, что главный член асимптотики задачи трех трех-
мерных квантовых частиц, взаимодействующих посредством коротко-
действующих парных потенциалов отталкивания (убывающих на бес-
конечности по координате быстрее размерности частицы, т.е. v(x) =
o
(

1
x3+ε

)
, ε > 0), описывается плоской волной

Ψ0 ∼ ei〈P,X〉, X =

(
x

y

)
, P =

(
k

p

)
, P,X ∈ R6,

где моменты k, p сопряжены по Фурье координатам x, y. В то же
время в случае медленно убывающих, например, кулоновских парных
потенциалов

vj =
αj

|x| , αj ∈ R
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построение координатной асимптотики решения задачи рассеяния да-
же в случае N = 3 является существенной проблемой.

Тем не менее для системы трех заряженных частиц так называе-
мое ВВК-приближение известно, начиная с середины прошлого века.
Оно описывает старший член асимптотики задачи рассеяния для тех
конфигураций, в которых все частицы хорошо разделены

ΨBBK
c ∼ ei〈P,X〉Φ1(x1,k1)Φ2(x2,k2)Φ3(x3,k3), xj ,kj ∈R

3, j=1, 2, 3.
(7)

Здесь

Φj(xj ,kj) = Φ (−iηj , 1, i(|kj||xj | − 〈kj ,xj〉)) , j = 1, 2, 3, (8)

– вырожденная гипергеометрическая функция [2], ηj =
αj

2k , j = 1, 2, 3
– параметр Зоммерфельда. Это приближение подробно описано в [1],
см. также [3], хотя использовалось и ранее [4, 5].

Более того, в работах [6, 7] было описано обобщение представления
(7) на конфигурации трехчастичной системы, отвечающие возможным
попарным сближениям частиц при наличии парных кулоновских по-
тенциалов отталкивания. В работах [8,9] обобщение распространялось
на системы N одноименно заряженных частиц. Мы рассмотрим сей-
час ситуацию кулоновского притяжения, то есть наличия кулоновского
дискретного спектра в парных подсистемах.

§3. ВВК-приближение для задачи трех тел при

наличии кулоновского связанного состояния в

паре

Рассмотрим задачу трех заряженных кулоновских частиц в случае,
когда пара находится в связанном состоянии, а третья частица удале-
на. Опираясь на результаты работы [7], мы предьявим анзац решения
типа ВВК для этого случая и покажем, что невязка предложенного
построения убывает на бесконечности быстрее парного потенциала.

Предварительно мы предъявим и обоснуем, следуя результатам ра-
боты [10], удобное в наших построениях представление для связанного

состояния ϕn(x, k̂), где индекс n обозначает главное квантовое чис-
ло кулоновского связанного состояния. Такое представление возникает
как некоторое аналитическое продолжение по модулю момента k двух-
частичной кулоновской собственной функции абсолютно непрерывно-
го спектра. В следующем разделе мы также покажем, что построенное
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представление связанного состояния допускает стандартное разложе-
ние по сферическим функциям [12] и, тем самым, может быть легко
перестроено (путем интегрирования по единичной сфере с некоторой
гладкой функцией) в состояние, обладающее симметрией, отвечающей
начальной постановке задачи.

3.1. Определение состояния ϕn(x, k̂). Рассмотрим собственную

функцию абсолютно непрерывного спектра ψ̃c(x,k) кулоновского
двухчастичного оператора Шредингера h1,

h1 = −∆x +
α

|x| , α < 0,

удовлетворяющую уравнению Шредингера

h1ψc = k2ψc, (9)

определенную стандартным образом с точностью до нормировки (нор-
мировочный коэффициент положен равным единице):

ψ̃c(x,k) = ei〈k,x〉Φ(−iγ, 1, ikx(1− 〈k̂, x̂〉)) (10)

и проведем ее парциальный анализ (разложение по сферическим функ-
циям). В ситуации, когда функция является инвариантной относитель-
но поворота системы координат (в данном случае угловая зависимость

содержится лишь в скалярном произведении 〈k̂, x̂〉), такой анализ эк-
вивалентен разложению по полиномам Лежандра [11].

Для того, чтобы провести такое разложение, воспользуемся преоб-
разованием Куммера (9.212.1) [2]

Φ(a, c, z) = ezΦ(c− a, c,−z),

что позволяет переписать (10) в виде

ψ̃c(x,k) = eikxΦ(1 + iγ, 1,−ikx(1− 〈k̂, x̂〉)). (11)

Теперь угловая зависимость сосредоточена только в вырожденной ги-
пергеометрической функции. Проведем ее разложение в ряд по орто-
гональным полиномам Лежандра Pl. Согласно, например, (8.904) [2]
это разложение принимает вид

Φ(1 + iγ, 1,−ikx(1− t)) =

∞∑

l=0

(2l+ 1)Φ
(comp)
l (k, x)Pl(t). (12)



О ГЛАВНОМ ЧЛЕНЕ АСИМПТОТИКИ 63

Здесь введены обозначения: t = 〈k̂, x̂〉, Φ
(comp)
l (k, x) – парциальные

компоненты функции Φ(1 + iγ, 1,−ikx(1− t)), которые согласно усло-
виям ортогональности полиномов Лежандра вычисляются следующим
образом:

Φ
(comp)
l (k, x) =

1

2

1∫

−1

dtΦ(1 + iγ, 1,−ikx(1− t))Pl(t). (13)

Для вычисления интеграла в (13) воспользуемся гипергеометрическим
разложением

Φ(a, 1, b(1− t)) =

∞∑

j=0

(a)j
(j!)2

bj(1− t)j ,

a = 1 + iγ, b = −ikx, (a)j =
Γ(a+ j)

Γ(a)
,

(14)

в терминах которого

Φ
(comp)
l (k, x) =

1

2

∞∑

j=0

(a)j
(j!)2

bj
1∫

−1

dt(1− t)jPl(t). (15)

Делая в интеграле замену переменной s2 = 1−t
2 , вычислим его явно

и получим новое гипергеометрическое разложение, ведущее к следую-
щему предельному соотношению для парциальной компоненты

Φ
(comp)
l (k, x) =

(−1)l

Γ(l + 2)
lim

u→−m

1

Γ(u)
2F2(a, 1;u, l+2; 2b), m = l−1. (16)

Воспользуемся теперь выражением [13]

lim
u→−m

1

Γ(u)
2F2(A,B;u,D; z)

=
(A)m+1(B)m+1

(D)m+1

zm+1

(m+ 1)!
2F2(A+m+1, B+m+1;m+2,D+m+1; z),

(17)

где

A = a, B = 1, m = l − 1, D = l + 2, z = 2b.
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Подставляя (17) в (16), получим окончательное выражение для пар-
циальной компоненты

Φ
(comp)
l (k, x) =

Γ(iγ + l + 1)

Γ(iγ + 1)Γ(2l + 2)
(2ikx)lΦ(iγ+l+1, 2l+2,−2ikx). (18)

Наконец, возвращаясь с учетом (18) к разложению (11)-(12) для соб-
ственной функции непрерывного спектра кулоновского двухчастично-
го оператора Шредингера, получаем

ψ̃c(x,k)

= eikx
∞∑

l=0

(2l+1)
Γ(iγ + l+ 1)

Γ(iγ + 1)Γ(2l+ 2)
(2ikx)lΦ(iγ+l+1, 2l+2,−2ikx)Pl(t),

t = 〈k̂, x̂〉. (19)

Рассмотрим теперь аналитическое продолжение построенной нами
функции в верхнюю полуплоскость комплексной плоскости k при

k = kn = i
|α|
2n
, α < 0, iγ = i

α

2k
|k=kn

= i
α

2kn
= −n, n = 1, 2, 3, . . . .

Здесь k2n = − |α|
4n2 – энергия двухчастичного связанного состояния, от-

вечающего главному квантовому числу n. Отметим, что построенное
нами аналитическое продолжение по-прежнему будет решением урав-

нения (9), поскольку k2n = − |α|
4n2 является точкой дискретного спектра

оператора h1, а соответствующее уравнение Шредингера вырождено

относительно направления k̂. Отметим, что если точка непрерывно-
го спектра была бесконечнократно вырожденной, и все состояния с

фиксированным значением k2 нумеровались направлением k̂ на еди-
ничной сфере, то в случае перехода спектрального параметра в точку

дискретного спектра направление k̂ оказывается связанным с направ-
лением полного вращательного момента L связанной системы частиц.
При этом число различных состояний определяется числом допусти-
мых при данном значении главного квантового числа n сферических
функций и равно n2 [12].
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В этом случае выражение (19) принимает вид

ψ̃c(x,kn)

= e−
|α|
2n x

∞∑

l=0

βnl
2l + 1

Γ(2l + 2)
(−|α|

n
x)lΦ

(
−n+ l + 1, 2l+ 2,

|α|
n
x

)
Pl(t),

t = 〈k̂, x̂〉. (20)

Мы понимаем здесь вектор kn как вектор с направлением, совпадаю-

щим с направлением исходного вектора k (k̂n = k̂), и длиной, прини-
мающей чисто мнимое значение в верхней полуплоскости комплексной

плоскости k (kn = i |α|2n ). Здесь коэффициент βnl определяется следу-
ющим образом

βnl = (1− n)(2 − n) . . . (l − n). (21)

Отметим, что согласно (21), коэффициент βnl обращается в ноль при
l > n. Таким образом, выражение (20) оказывается конечной суммой
слагаемых и может быть записано в виде

ψ̃c(x,kn) = e−
|α|
2n xΦ

(
1− n, 1,

|α|
2n
x(1 − 〈k̂, x̂〉)

)

= 4πe−
|α|
2n x

n−1∑

l=0

l∑

m=−l

βnl
1

(2l + 1)!
(−|α|

n
)lxl

× Φ

(
−n+ l + 1, 2l+ 2,

|α|
n
x

)
Y m
l (x̂)Y m

l
∗(k̂), (22)

где Y m
l – соответствующие сферические функции. Последнее равен-

ство справедливо в силу теоремы сложения сферических гармоник
(5.17.9) [11]

2l+ 1

4π
Pl

(
〈k̂, x̂〉

)
=

l∑

m=−l

Y m
l (x̂)Y m

l
∗(k̂).

Фиксируя состояния дискретного спектра, функцию ψ̃c(x,kn) есте-
ственно переобозначить

ϕn(x, k̂) ≡ ψ̃c(x,kn) (23)
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согласно выражению (22). Мы предъявили функцию, парциальные
компоненты которой с точностью до нормировки совпадают с куло-
новскими радиальными функциями дискретного спектра [12]

Rnl = ρle−ρ/2Φ(−n+ l + 1, 2l+ 2, ρ), l = 0, 1, 2, . . . , n− 1

при фиксированном главном квантовом числе n.

Интегрируя функцию ϕn по dk̂ на единичной сфере с некоторой

гладкой функцией â(k̂), получим стандартное разложение вида

∫

S2

ϕn(x, k̂)â(k̂)dk̂ =
n−1∑

l=0

l∑

m=−l

DnlmRnl(x)Y
m
l (x̂) (24)

по полному набору кулоновских парных состояний дискретного спек-
тра, отвечающих фиксированному главному квантовому числу n. Уг-
ловые переменные на единичной сфере фиксируются относительно
некоторого выделенного направления, оси OZ. При этом набор ампли-
туд Dnlm будет полностью определяться аналитическим видом функ-

ции â(k̂), угловые переменные которой также фиксируются некоторым
выделенным направлением.

Полученное разложение (24) вообще говоря является разложением
по полному базису n2 сферических функций, что соответствует мак-
симальному вырождению связанного состояния с главным квантовым
числом n. Воспользовавшись ортогональностью сферических функций

мы можем однозначно определить ядро â(k̂) (или ядро a(k̂, k̂′)) для
того, чтобы выражение вида (24) порождало состояние с симметрией,
отвечающей физике задачи.

3.2. Формулировка основного утверждения при N = 3. Преж-
де чем сформулировать основное утверждение, мы воспользуемся есте-
ственным предположением о том, что нам известны свойства симмет-
рии двухчастичного связанного состояния, а именно: нам известно яд-

ро a(k̂, k̂′), такое, что интеграл

ϕ(s)
n (x, k̂) ≡

∫

S2

ϕn(x, k̂
′)a(k̂, k̂′)dk̂′ (25)
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в смысле сказанного выше обладает такими свойствами. Согласно вы-
ражениям (22) и (25)

ϕ(s)
n (x, k̂) = e−

|α|x
2n

∫

S2

dk̂′Φ

(
1− n, 1,

|α|x
2n

(1− 〈k̂′, x̂〉
)
a(k̂, k̂′)

=e−
|α|x
2n

∫

S2

dk̂′Ln−1

( |α|x
2n

(1−〈k̂′, x̂〉
)
a(k̂, k̂′), n=1, 2, . . .

(26)

Здесь Lm(t) – полином Лагерра. Мы воспользовались здесь соотноше-
нием (8.972.1) [2].

Будем считать, что связанное состояние соответствует паре частиц
с индексом j = 1, содержащей частицы 2 и 3. Если это не оговорено
специально, будем для простоты опускать в формулах индекс 1.

Рассмотрим выражение Ψ̃BBK(X,P), являющееся модификацией
выражения (7):

Ψ̃BBK(X,P) = ϕ(s)
n (x, k̂)Ψ̃1(X,P), (27)

Ψ̃1(X,P) = N (23)
c ei〈y,p〉Φ2(x̃2,k2)Φ3(x̃3,k3), .

Мы пользуемся здесь обозначением для нормировочной постоянной

N (23)
c = (2π)−

3
2 e−

π(ηj+η3)

2 Γ(1 + iη2)Γ(1 + iη3).

Индекс n обозначает главное квантовое число, отвечающее связанному
состоянию в паре 1.

Сравним предложенное в (27) выражение со стандартным ВВК-
приближением (7), справедливым в ситуации, когда все парные ко-
ординаты Якоби xj , j = 1, 2, 3 велики. Отметим, что аргументы вы-
рожденных гипергеометрических функций x2 и x3 (5) теперь описы-
ваются линейной комбинацией большой по модулю величины y и за-
ведомо ограниченной величины x. Отметим, что, хотя при больших
значениях главного квантового числа n в паре 1 значение |x| может
быть большим, оно заведомо меньше |y|. В этом случае в соответствии
с основными принципами квантовой механики является естественным
заменить малую координату x в выражениях x2 и x3 (5) соответству-
ющим ей квантовым оператором, а именно:

x → −i∇k, |k| = i
|α1|
2n

= Const, α1 < 0. (28)
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Учитывая, что парная подсистема существенно удалена от третьей ча-
стицы, все ее возможные состояния в старшем порядке определяются

функцией ϕ
(s)
n (x, k̂) (25). Учитывая, что оператор координаты являет-

ся оператором умножения, а функция ϕ
(s)
n (x, k̂) исчерпывает всю его

область определения, получаем, согласно (28):

xϕ(s)
n (x, k̂) = −i∇kϕ

(s)
n (x, k̂).

Это означает, что

x = −i∇kϕ
(s)
n (x, k̂)

ϕ
(s)
n (x, k̂)

. (29)

Именно такого типа замена возникла в работах [6–9] на независимом
пути согласования решения трехчастичной задачи рассеяния трех за-
ряженных частиц в перекрытии областей существенного разделения
частиц (область ВВК) и области локализации (сближения) пары ча-
стиц при наличии удаленной третьей частицы (окрестность "экрана").
Отметим, что наблюдаемый эффект является характерным именно
для случая медленно убывающих парных потенциалов. В случае ко-
роткодействующих парных потенциалов он заведомо отсутствует.

Мы вернемся теперь к выражению (27), описывающему ВВК-пред-
ставление искаженной плоской волны для случая, когда частицы па-
ры 1 находятся в связанном состоянии. Поскольку x1 ≪ y1, в соот-
ветствии с приведенными выше рассуждениями необходимо сделать
подстановку в выражениях (5), определяющих аргументы специаль-
ных функций:

x2 → x̃2, x3 → x̃3,

где

x̃2 ≡ −
√
3

2
y + i

1

2

∇kϕ
(s)
n (x, k̂)

ϕ
(s)
n (x, k̂)

, x̃3 ≡
√
3

2
y + i

1

2

∇kϕ
(s)
n (x, k̂)

ϕ
(s)
n (x, k̂)

. (30)

Сформулируем теперь основное утверждение, касающееся случаяN=3.

Теорема 1. Рассмотрим взаимодействие кластера, пары кулонов-

ских частиц, находящихся в связанном состоянии с главным кван-

товым числом n, и третьей существенно удаленной заряженной ча-

стицы. Выражение (27) с учетом модификации координатных функ-

ций (30) порождает невязку в уравнении Шредингера (6), убывающую

на бесконечности по координате быстрее кулоновского потенциала.
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Прямое доказательство сформулированного результата:
В качестве первого шага доказательства вычислим невязку выра-

жения (27) в уравнении Шредингера

Q[Ψ̃BBK ] ≡ (H − E)Ψ̃BBK

в тривиальном случае a(k̂, k̂′) = δ(k̂ − k̂′). В этом случае, согласно

выражению (26), функция ϕ
(s)
n (x, k̂) принимает вид

ϕ(s)
n (x, k̂) ≡ ϕ(s,δ)

n (x, k̂) = e−
|α|x
2n Ln−1

( |α|x
2n

(1 − 〈k̂, x̂〉
)
. (31)

Это выражение экспоненциально затухает на бесконечности по пере-
менной x при любом фиксированном значении n.

Выделяя в решении ϕ
(s,δ)
n (x, k̂) аналог плоской волны, введем пере-

обозначение

ϕ(s,δ)
n (x, k̂) ≡ e−

|α|x
2n 〈k̂,x̂〉Φ

(s,δ)
1 (x,k),

Φ
(s,δ)
1 (x,k) ≡ e−

|α|x
2n (1−〈k̂,x̂〉)Ln−1

( |α|x
2n

(1 − 〈k̂, x̂〉
)
.

(32)

Выражение для невязки в этих обозначениях принимает следующий
вид:

e
|α|x
2n 〈k̂,x̂〉e−i〈p,y〉Q[Ψ̃BBK ]=R1+R2+R3+R4+R5+R6+R7+O

(
1

y1+ε

)
. (33)

Мы пользуемся здесь обозначениями

R1 ≡ Φ
(s,δ)
1 Φ′′

2Φ3

{
k2
2

4
|∇xΛ2|

2 −
1

2
k
2
2(1− 〈̂̃x2, k̂2〉)

}
,

R2 ≡ −Φ
(s,δ)
1 Φ′

2Φ3

{
i
k2

2
∆xΛ2 − k2〈∇xΛ2,k1〉+ k1k2〈k̂2 − ̂̃x2, k̂1〉 −

i

2

k2

|x̃2|

}
,

R3 ≡ Φ
(s,δ)
1 Φ2Φ

′′

3

{
k2
3

4
|∇xΛ3|

2 −
1

2
k
2
3(1− 〈̂̃x3, k̂3〉)

}
,

R4 ≡ −Φ
(s,δ)
1 Φ2Φ

′

3

{
i
k3

2
∆xΛ3 − k3〈∇xΛ3,k1〉+ k3k1〈k̂3 − ̂̃x3, k̂1〉 −

i

2

k3

|x̃3|

}
,

R5 ≡ Φ
(s,δ)
1 Φ′

2Φ
′

3
k2k3

2
〈∇xΛ2,∇xΛ3〉,

R6 ≡ Φ
(s,δ)
1

′

Φ′

2Φ3k1k2〈x̂1 − k̂1,∇xΛ2〉,

R7 ≡ Φ
(s,δ)
1

′

Φ2Φ
′

3k1k3〈x̂1 − k̂1,∇xΛ3〉.
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Мы используем также следующие обозначения:

Λ2 ≡ 〈k̂2 + ŷ +
1

2
√
3y

u,u〉, Λ3 ≡ 〈k̂3 − ŷ +
1

2
√
3y

u,u〉, (34)

u ≡ x+ v, v ≡ −i∇kΦ
(s,δ)
1

Φ
(s,δ)
1

. (35)

Штрих обозначает производную по аргументу. Отметим, что множи-

тель e
|α|x
2n 〈k̂,x̂〉 в левой части уравнения (33) полностью компенсируется

выражением в правой части согласно определению Φ
(s,δ)
1 (32).

Мы рассматриваем ситуацию, когда переменная x ограничена

x ∼ 1 (36)

(речь идет о связанных состояниях в паре 1) или по крайней мере

x≪ y,

что имеет смысл при большом значении главного квантового числа
n≫ 1, отвечающего паре 1.

Рассмотрим также асимптотическую область конфигурационного
пространства, отвечающую следующим условиям на дополнительные
парные координаты x2, x3

kj x̃j(1− 〈k̂j , ̂̃xj〉) ∼
y→∞

y
1
2+ε, ε > 0, j = 2, 3. (37)

что фактически позволяет описать окрестности парных направлений
рассеяния вперед. Можно показать, что и эти условия могут быть су-
щественно ослаблены.

Покажем, что невязка (33) убывает быстрее, чем потенциал при
условиях (37).

Мы будем в существенном опираться на асимптотическое поведение
производных вырожденной гипергеометрической фунции [2]

Φ′(−iγ, 1, ix) = O
(
x−iγ−1

)
, Φ′′(−iγ, 1, ix) = O

(
x−iγ−2

)
,

γ, x ∈ R, x→ ∞ (38)

применительно к функциям Φ2 и Φ3 с большими аргументами x̃2 и x̃3

(30) соответственно.
Согласно (38) выражения R1 и R3 уравнения (33) убывают как

O
(

1
y1+2ε

)
, что заведомо быстрее, чем кулоновский потенциал 1

y . По

той же причине выражение R5 также убывет быстро на бесконечности
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по координате. Однако, функция Φ
(s,δ)
1

′
вследствие ограниченности ар-

гумента (условие (36)) не порождает дополнительную малость. Един-
ственная возможность доказать, что невязка, тем не менее, убывает
достаточно быстро, заключается в следующем: показать, что сумма
выражений R2 и R6 уравнения (33), а также сумма выражений R4 и
R7 уравнения (33) независимым образом быстро убывают на бесконеч-
ности.

Это, в свою очередь, требует выполнения следующих утверждений:

−Φ
(s,δ)
1

{
i
k2
2
∆xΛ2−k2〈∇xΛ2,k1〉+k1k2〈k̂2− ̂̃x2, k̂1〉 −

i

2

k2
|x̃2|

}

+Φ
(s,δ)
1

′
k1k2〈x̂1 − k̂1,∇xΛ2〉 = O

(
1

y

)
,

(39)

−Φ
(s,δ)
1

{
i
k3
2
∆xΛ3 − k3〈∇xΛ3,k1〉+ k3k1〈k̂3 − ̂̃x3, k̂1〉 −

i

2

k3
|x̃3|

}

+Φ
(s,δ)
1

′
k1k3〈x̂1 − k̂1,∇xΛ3〉 = O

(
1

y

)
.

(40)

Покажем, что они действительно выполняются. Рассмотрим выраже-
ние (39). Запишем его следующим образом:

−∆xω − 2i〈k,∇xω〉+
α

|x|ω = −2kΦ(s,δ)′〈a, x̂ − k̂〉, (41)

пренебрегая членами порядка O(1/y). Мы использовали здесь следу-
ющие обозначения:

ω ≡ 〈a,∇kΦ
(s,δ)〉, a ≡ k̂2 + ŷ. (42)

Проверка того факта, что уравнение (41) эквивалентно уравнению
(39) с точностью до членов порядка O(1/y) не трудна, но достаточно
громоздка. Мы позволим себе опустить здесь эти вычисления. Таким
образом, остается доказать справедливость уравнения (41).

Рассмотрим двухчастичное уравнение Шредингера с кулоновским

парным потенциалом для функции ϕ
(s,δ)
n (x, k̂) (31)

−∆xϕ
(s,δ)
n +

α

|x|ϕ
(s,δ)
n = k2ϕ(s,δ)

n , k = kk̂, k = i
|α|
2n
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и применим к этому уравнению с правой стороны оператор ∇k. Спро-
ектируем результат на постоянный вектор a, определенный в выраже-
нии (42). Полученное уравнение совпадает с уравнением (41). Это озна-
чает, что уравнение (39) является тождеством, порожденным двухча-
стичным уравнением Шредингера, и поэтому, очевидно, справедливо.
Справедливость уравнения (40) доказывается аналогично.

Отметим, что сформулированное выше основное утверждение о ско-

рости убывания невязки будет справедливо для состояния ϕ
(s)
n (x, k̂)

(25) с ядром a(k̂, k̂′) произвольного вида. Это следует из линейности
и однородности уравнения (39).

На этом доказательство Теоремы завершается.
Рассмотрим теперь более общую систему, включающую три заря-

женные частицы в произвольном связанном состоянии и четвертую
существенно удаленную частицу.

§4. Система четырех заряженных частиц.

Взаимодействие трехчастичного кластера и

четвертой удаленной частицы.

Мы рассмотрим теперь случай N = 4, по-прежнему считая массы
частиц одинаковыми. Уравнение Шредингера принимает следующий
вид:

(−∆Z +

6∑

j=1

vj(xj)− E)Ψ(Q,Z) = 0. (43)

Здесь

Z =




x

y

z


 , Q =




k

p

q


 , Z,Q ∈ R

9, x,y, z ∈ R
3, k,p,q ∈ R

3.

Мы будем считать, что координаты Якоби x1,y1 ограничены и опи-
сывают положение частиц в трехчастичном кластере, а координата z

описывает положение четвертой частицы относительно центра масс
кластера, то есть

x1 ∼ 1, y1 ∼ 1, z1 ≫ 1. (44)

При этом мы будем считать, что парные потенциалы ведут себя куло-
новским образом лишь асимптотически, то есть

vj(xj) ∼
xj→∞

αj

|xj |
.
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Определим систему парных координат согласно, например, [3], следу-
ющим образом

x1 = x, x2 = −
√
3

2
y1 −

1

2
x1, x3 =

√
3

2
y1 −

1

2
x1,

x4 =

√
2

3
z1 −

1√
3
y1, x5 = −

√
2

3
z1 −

1

2
√
3
y1 −

1

2
x1,

x6 =

√
2

3
z1 +

1

2
√
3
y1 −

1

2
x1.

(45)

Отметим, что согласно условиям (44) координаты x1, x2, x3 являются
ограниченными (парные координаты внутри трехчастичного класте-
ра), а координаты x4, x5, x6 велики (отвечают парным расстояниям
между четвертой удаленной частицей и частицами кластера).

Стандартное ВВК-приближение при N = 4 в ситуации, когда все
парные координаты велики принимает вид:

ΨBBK
N=4 (Z,Q) ∼ ei〈k1,x1〉ei〈p1,y1〉Φ1(x1,k1)Φ2(x2,k2)Φ3(x3,k3)

× ei〈q1,z1〉Φ4(x4,k4)Φ5(x5,k5)Φ6(x6,k6).
(46)

При этом выражение в первой строке (46) фактически описывает асим-
птотическое ВВК-приближение для трехчастичной подсистемы, рас-
смотренное в предыдущем разделе. В ситуации, когда координаты
x1, x2, x3 становятся ограниченными, асимптотическое описание трех-
частичной подсистемы теряется. Тем не менее, динамика изолирован-
ной подсистемы описывается уравнением Шредингера

[
−∆x1 −∆y1 + V (3)(x1,y1)− ε

]
Ψ(3)(X,P) = 0, X,P ∈ R

6. (47)

Здесь использованы обозначения

V (3)(x1,y1) ≡ v1(x1) + v2(x2) + v3(x3), ε ≡ k21 + p21.

В смысле сказанного выше мы можем рассматривать спектральный
параметр ε как положительным (точка непрерывного спектра трехча-
стичной подсистемы), так и отрицательным (точка дискретного спек-
тра трехчастичной подсистемы).
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4.1. Построение анзаца для описания взаимодействия трехча-
стичного кластера и четвертой частицы. Мы будем рассматри-
вать ситуацию, когда трехчастичная подсистема локализуется в огра-
ниченной области (парные координаты x1, x2, x3 ограничены), а пар-
ные координаты x4, x5, x6 остаются большими и, согласно выраже-
ниям (45), являются линейной комбинацией большой величины z1 и
ограниченных величин x1 и y1. Такие линейные комбинации должны
быть модифицированы. Модификация вновь, как это уже было сдела-
но в задаче трех тел, заключается в замене операторов умножения на
ограниченные величины x1 и y1 на соответствующие им операторы:

x1 → −i∇k1 , y1 → −i∇p1.

Поскольку динамика изолированной трехчастичной подсистемы опи-
сывается решением Ψ(3)(X,P) уравнения Шредингера (47), которое и
исчерпывает всю область определения такого оператора умножения,
получаем

x1Ψ
(3)(X,P) = −i∇k1Ψ

(3)(X,P), y1Ψ
(3)(X,P) = −i∇p1Ψ

(3)(X,P).

Таким образом, необходимая модификация ограниченных координат
в соответствующей линейной комбинации принимает вид

x1 = −i∇k1Ψ
(3)(X,P)

Ψ(3)(X,P)
, y1 = −i∇p1Ψ

(3)(X,P)

Ψ(3)(X,P)
. (48)

Окончательно, модификация ВВК-приближения, описывающая вза-
имодействие трехчастичного кластера и четвертой удаленной частицы
строится по аналогии с трехчастичным приближением (27):

Ψ̃BBK
N=4 (Z,Q) = Ψ(3)(X,P)Ψ̃1,N=4(Z,Q), (49)

Ψ̃1,N=4(Z,Q) = N (456)
c ei〈z,q〉Φ4(x̃4,k4)Φ5(x̃5,k5)Φ6(x̃6,k6).

Как и выше, мы пользуемся обозначениями

Φj(x̃j ,kj) ≡ Φ
(
−iηj , 1, ikj|x̃j |(1 − 〈k̂j , ˜̂xj〉)

)
, j = 4, 5, 6.

С учетом определения (45) и преобразования (48) мы получаем следу-
ющую модификацию больших парных координат Якоби:

x̃4 =

√
2

3
z1 −

−i√
3

∇p1Ψ
(3)(X,P)

Ψ(3)(X,P)
,

x̃5 = −
√

2

3
z1 −

−i
2
√
3

∇p1Ψ
(3)(X,P)

Ψ(3)(X,P)
− −i

2

∇k1Ψ
(3)(X,P)

Ψ(3)(X,P)
,
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x̃6 =

√
2

3
z1 +

−i
2
√
3

∇p1Ψ
(3)(X,P)

Ψ(3)(X,P)
− −i

2

∇k1Ψ
(3)(X,P)

Ψ(3)(X,P)
.

Мы описали, таким образом, структуру анзаца, описывающего вза-
имодействие трехчастичного кулоновского кластера и четвертой уда-
ленной заряженной частицы. Покажем теперь, что невязка построен-
ного выражения (49) в уравнении Шредингера (43) убывает на беско-
нечности быстрее кулоновского потенциала.

4.2. Скорость убывания невязки выражения Ψ̃BBK
N=4 в уравне-

нии Шредингера. Построим невязку выражения Ψ̃BBK
N=4 в уравне-

нии Шредингера (43), сохраняя члены порядка O(1/z). Мы учитываем
асимптотическое поведение вырожденной гипергеометрической функ-
ции [2]:

Φ′
j(x̃j ,kj) = O(1/z), Φ′′

j (x̃j ,kj) = O(1/z2), j = 4, 5, 6, z → ∞.

Таким образом,

e−i〈q1,z1〉(H − E)Ψ̃BBK
N=4 = S4 + S5 + S6 + O

(
1

z2

)
.. (50)

Мы пользуемся здесь обозначениями

S4≡ i
k4√
3
Φ′

4Φ5Φ6Ψ
(3)(∆x+∆y)〈ẑ − k̂4,u〉−2Φ5Φ6〈∇xΦ4,∇xΨ

(3)〉

−2Φ5Φ6〈∇yΦ4,∇yΨ
(3)〉−2iΦ5Φ6Ψ

(3)〈q,∇zΦ4〉+
α4

|x̃4|
Φ4Φ5Φ6Ψ

(3).

(51)

S5≡− i

2
k5Φ4Φ

′
5Φ6Ψ

(3)(∆x+∆y)〈ẑ+k̂5,
1√
3
u+v〉−2Φ4Φ6〈∇xΦ5,∇xΨ

(3)〉

− 2Φ4Φ6〈∇yΦ5,∇yΨ
(3)〉 − 2iΦ4Φ6Ψ

(3)〈q,∇zΦ5〉+
α5

|x̃5|
Φ4Φ5Φ6Ψ

(3).

(52)

S6≡−i
2
k6Φ4Φ5Φ

′
6Ψ

(3)(∆x+∆y)〈ẑ−k̂6,
1√
3
u−v〉−2Φ4Φ5〈∇xΦ6,∇xΨ

(3)〉

−2Φ4Φ5〈∇yΦ6,∇yΨ
(3)〉−2iΦ4Φ5Ψ

(3)〈q,∇zΦ6〉+
α6

|x̃6|
Φ4Φ5Φ6Ψ

(3),

(53)



76 А. М. БУДЫЛИН, С. Б. ЛЕВИН

опуская всюду индекс, отвечающий паре 1. Также мы пользуемся обо-
значениями

u ≡ −i∇p1Ψ
(3)(X,P)

Ψ(3)(X,P)
, v ≡ −i∇k1Ψ

(3)(X,P)

Ψ(3)(X,P)
.

Отметим, что

S4 = O

(
1

|x̃4|

)
, S5 = O

(
1

|x̃5|

)
, S6 = O

(
1

|x̃6|

)
, z → ∞.

Остается сформулировать теорему.

Теорема. Невязка модифицированного ВВК-приближения (49) убы-

вает на бесконечности по координате быстрее кулоновского потен-

циала.

Доказательство. Рассмотрим выражение S4 (51):

S4 = − k4√
3
Φ′

4

{
− (∆x +∆y)gu − 2

√
2〈q, z− k̂4〉Ψ(3)

− 2
√
3k4(1− 〈k̂4, ẑ〉))Ψ(3) +

1

Ψ(3)
gu(∆x +∆y)Ψ

(3)

}
+O

(
1

z2

)
. (54)

Мы пользуемся здесь обозначением gu ≡ 〈ẑ− k̂4,∇pΨ
(3)〉 и в частности

учитываем структуру гипергеометрического уравнения [2]

2k24(1 − 〈k̂4, ̂̃x4〉)Φ′′
4 +

α4

x̃4
Φ4 − 2ik4

1

x̃4
Φ′

4 − 2k24(1− 〈k̂4, ̂̃x4〉)Φ′
4 = 0,

приводящую к равенству

α4

x̃4
Φ4 = 2k24(1− 〈k̂4, ̂̃x4〉)Φ′

4 +O

(
1

z2

)
.

Рассмотрим уравнение Шредингера (47) для изолированной подси-
стемы, включающей частицы с индексами 1,2 и 3, и применим к нему
слева оператор ∇p:

−(∆x +∆y)∇pΨ
(3) + V (3)(x,y)∇pΨ

(3) = 2pΨ(3) + (k2 + p2)∇pΨ
(3).

Домножим полученное уравнение слева скалярно на вектор ẑ− k̂4:

−(∆x +∆y)gu + V (3)(x,y)gu = 2〈p, ẑ− k̂4〉Ψ(3) + (k2 + p2)gu. (55)
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Подставим уравнение (55) в уравнение для невязки (54), учитывая
связь

p =
√
2q−

√
3k4.

Выражение (54) обращается в ноль.
Аналогично показывается, что в ноль обращаются выражения S5

и S6.
На этом доказательство Теоремы завершается. �

§5. Заключение

Полученные в работе результаты, обобщающие хорошо известное
в физической литературе ВВК-приближение, позволяют описывать
асимптотику многочастичной кулоновской системы (N = 3, 4) в слу-
чае, когда подсистема находится в состоянии непрерывного спектра, а
также в случае, когда подсистема (двух или трехчастичная) находится
в связанном состоянии. Полученные результаты основаны на основных
принципах квантовой механики. Справедливость представленного ан-
заца проверяется непосредственным вычислением.
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Budylin A. M., Levin S. B. On the main term of the asymptotics of the
problem of few charged particles in the presence of bound states.

In the present paper, we obtained the results that generalize the BBK-
approximation, well known in the physical literature, in a situation where
particles in subsystems can approach each other. The results obtained
allow one to describe the asymptotics of a few-body Coulomb system (N =
3.4) in the case when the subsystem is in a state of continuous spectrum,
as well as in the case when the subsystem (two or three particles) is in a
bound state.
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