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СИНГУЛЯРНЫЙ АСТИГМАТИЧЕСКИЙ
СПЛЭШ-ИМПУЛЬС – РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНОГО

ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

§1. Введение

Хёрмандер [1] обнаружил возможность существования решений од-
нородного волнового уравнения

�u = uxx + uyy + uzz −
1

c2
utt = 0, c = const > 0, (1)

имеющих довольно сильную сингулярность в бегущей со скоростью c

пространственной точке. Он привел содержащий произвольную глад-
кую функцию пример такого решения, оказавшийся, как впоследствии
выяснено в [2], совпадающим с гораздо более старым примером Бейт-
мена [3, 4]. В недавних работах [2, 5–8] исследовались вопросы о том,
являются ли различные модификации и обобщения решения Бейтме-
на решениями однородного волнового уравнения (и не только с тремя
пространственными переменными), или же они решают задачи о бе-
гущих точечном источниках. Во всех этих работах рассматривались
либо двумерный случай, либо осесимметрический.

Здесь мы приводим пример сингулярного решения с неосесиммет-
рическим – или, как принято говорить в работах по оптике – астигма-
тическим обобщением фазы Бейтмена [9]. В процессе доказательства
того факта, что оно удовлетворяет однородному уравнению, устанав-
ливается его связь с другим важным точным решением.

§2. Основные определения

Введем характеристические переменные

α = z − ct, β = z + ct, (2)

и сделаем комплексные сдвиги по β. Положим

β1,2 = z + ct− ib′1,2 − b′′1,2,
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где b′1,2, b
′′
1,2 произвольные вещественные числа, причем, для опреде-

ленности b′1,2 > 0. Таким образом, β1,2 лежат в нижней полуплоскости.
Далее, пусть

θ = α+
x2

β1

+
y2

β2

(3)

– комплексифицированая фаза Бейтмена, отвечающая простому ас-

тигматизму. Тогда (в чем можно убедится, например, прямым вы-
числением) функция

u =
1√
β1β2

f(θ) (4)

с любой гладкой формой волны f удовлетворяет волновому уравнению
(4). Ветви квадратных корней здесь выбраны так, чтобы

√
β1,2 были

гладкими на вещественной оси.
Выражение (4) сводится к классическому некомплексифицирован-

ному, найденному Бейтменом, при β′
1 = β′

2= β′′
1 = β′′

2 = 0. Тогда функ-
ция (4) сингулярна. В [10] и [2] разными способами установлено, что
анзац (6) удовлетворяет в этом случае однородному волновому урав-
нению.

Сплэш-импульс (термин взят из оптики1) определяется выбором в
качестве формы волны сингулярной в бегущей пространственной точ-
ке {z = ct, x = y = 0} функции

f(θ) :=
1

θ
, (5)

так что

u =
1√

β1β2θ
=

√
β1β2

αβ1β2 + β2x2 + β1y2
. (6)

§3. Результат

Результатом заметки является следующая теорема.

Теорема. Функция, определенная равенством (6) удовлетворяет

уравнению (1) во всем пространстве–времени R
3 × R.

Доказательство. Действительно, пусть функция (6) удовлетворяет
уравнению

�u = 4uαβ + uxx + uyy = F (7)

1В оптике так называют осесимметрическое решение, имеющее дополнительный
свободный параметр, благодаря чему оно может не иметь сингулярностей [11].
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с некоторой обобщенной функцией F . Будем обозначать преобразова-
ние Фурье функции V по α шляпкой:

V̂ (A) =

∞∫

−∞

V (α)e−iAαdα.

Функция

û =

∞∫

−∞

u(α, β, x, y)e−iAαdα (8)

удовлетворяет вытекающему из (7) уравнению Шредингера

4iA ûβ + ûxx + ûyy = F̂ . (9)

Явное выражение для функции (6) без труда находится с помощью
теоремы о вычетах:

û =





− 2πi√
β1β2

e
iA

(

x2

β1
+

y2

β2

)

, A > 0,

πi√
β1β2

, A = 0,

0, A < 0.

(10)

Функция û оказывается гладкой по x, y и β, и (10), очевидно, удовле-

творяет однородному уравнению (9). Отсюда, F̂ = 0, и, следовательно,

F = 0.

Теорема доказана. �

§4. Заключение

Формула (10), связывающая сплэш-импульс с фундаментальной

модой астигматического гауссова пучка [9], имеет самостоятельный
интерес. Другому соотношению такого рода (не получающемуся в част-
ном случае осевой симметрии из (10)) посвящена заметка [12].

В [12], в качестве побочного продукта, было доказано, что осесим-
метрическая сплэш-мода является решением однородного волнового
уравнения. Рассуждение основывалось на применении преобразования
Фурье по времени t, что в нашем случае привело бы непроходимо гро-
моздким выкладкам.
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It is proved that a certain simple Bateman-type function having a
running singularity, satisfies the homogeneous wave equation on the entire
space-time.
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